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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА

Предлагаемая советскому читателю книга американских
математиков Самюэля Карлина и Вильяма Стаддена «Чебышевские
системы и их применение в анализе и статистике» необычайно
привлекательна богатством приложений излагаемой в ней
фундаментальной теории. Приложения в области анализа, теории
вероятностей, математической статистики и теории планирования
эксперимента делают эту книгу весьма актуальной, несмотря на
то что на русском языке имеется превосходная книга М. Г. Крейна
и А. А. Нудельмана «Проблема моментов Маркова и
экстремальные задачи», вышедшая в 1973 году, т. е. после выхода в свет
книги С. Карлина и В. Стаддена. Обе эти книги в значительной своей
части базируются на статье М. Г. Крейна «Идеи П. Л. Чебышева
и А. А. Маркова в теории предельных величин интегралов и их
дальнейшее развитие», опубликованной в УМН в 1951 году, и
последняя в своей «теоретической» части заметно пересекается с
первой. Читатель, интересующийся собственно экстремальными
задачами, связанными с конечной проблемой моментов и их
приложениями в теории аппроксимации, должен иметь в виду, что
отдельные вопросы с большей полнотой освещены в книге
М. Г. Крейна и А. А. Нудельмана. Вместе с тем нельзя не
отметить, что даже в «области пересечения» изложение С. Карлина
и В. Стаддена имеет свои несомненные достоинства и
«теоретическая» часть их книги достаточно богата для того, чтобы она была
интересна читателю, знакомому с книгой М. Г. Крейна и А. А.
Нудельмана. Что же касается приложений, то американские авторы
сумели сосредоточить свое внимание на областях, которые в
последнее десятилетие получили широкое развитие. Это относится
прежде всего к теории планирования эксперимента, которая
благодаря важности ее приложений стала весьма актуальной в
последние годы.

Десятая глава книги в основном посвящена теореме
эквивалентности, играющей важную роль в теории планирования
эксперимента, и с помощью этой теоремы в главе X строятся
конкретные D-оптимальные планы регрессионных экспериментов. В §§ 9
и 10 главы XI содержится ряд результатов относительно аппрокси-
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мации функций обобщенными сплайн-многочленами. Как
известно, эта область также бурно развивается в последние годы.
Наконец, нельзя не отметить далеко не тривиальные приложения в
области теории вероятностей, а также связь леммы Неймана —
Пирсона с задачами чебышевского типа, излагаемыми в
заключительной главе книги. Представляется особенно ценным, что столь
разнородные приложения изложены с единых позиций.

Все это, а также то обстоятельство, что результаты русских и
советских авторов достаточно полно представлены в книге С. Кар-
лина и В. Стаддена, делает ее интересной для широкого круга
читателей — математиков и специалистов, связанных с
различными приложениями математики. Последовательное и ясное
изложение делает книгу доступной в значительной своей части для
студентов 3—4 курсов математико-механических специальностей,
а также студентов, специализирующихся в области прикладной
математики в университетах и технических вузах.

Перевод с английского выполнен В. А. Егоровым, В. Б. Мела-
сом и Е. В. Седуновым.

С. М. Ермаков



ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРОВ
К АМЕРИКАНСКОМУ ИЗДАНИЮ

Чебышевская система (сокращенно Г-система) состоит из

множества непрерывных функций {^@}"=0, определенных на
вещественном интервале [а, Ь] и характеризующихся тем свойством, что

п

любая нетривиальная вещественная линейная комбинация V ахиг (t)

имеет, самое большее, п различных нулей на [а, Ь].
Г-системы играют важную роль (иногда косвенно) во многих

областях математического анализа, а именно: а) в теории
аппроксимаций, где главными применениями являются
интерполяционные методы, квадратурные формулы и методы обработки данных;
Ь) в краевых задачах и задачах, связанных с осцилляционными
свойствами нулей решений дифференциальных уравнений п-то
порядка; с) в теории неравенств, особенно в статистических
приложениях. Другими разделами, связанными с этими вопросами,
являются: теория выпуклости, численный анализ,
интегрирование, теория операторов и вариационные задачи, включающие
классы многочленов.

Многие разделы геометрии классических моментных
пространств, индуцированных специальной Г-системой {1, t, t2, . . . , tn}9
и их ответвления могут быть обобщены на случай Т-систем общего
вида. Например, существенная часть теории аппроксимации,
теории неравенств и осцилляционных свойств обычных
многочленов может быть распространена на обобщенные многочлены,
образованные Т-системой. (Обобщенный многочлен определяется

п

как выражение вида и (t) = ^ аьщ (t), где а% — вещественные
/=о

константы, а {щ @}?=0— заданная Г-система.)
Первое систематическое изложение геометрической теории Г-

систем было опубликовано Крейном [1951]. Его работа оказала
значительное влияние на многие разделы этой книги. Другой и,
возможно, более фундаментальной основой для результатов,
излагаемых здесь, явилась теория вполне положительных ядер.
В 1959 г. соавтор этой книги, указанный первым, предпринял
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попытку разработать аналитическую теорию вполне
положительных ядер с целью прояснить применения этой теории к
стохастическим процессам диффузионного типа, к задачам теории
принятия решений и к анализу движения механических систем в
постановке Гантмахера и Крейна. В ходе этого исследования стало
очевидно, что Т-системы представляют собой особо важный
феномен теории вполне положительных ядер. Ввиду многих
уникальных свойств Г-систем и их фундаментального значения в теории
аппроксимации, а также вследствие геометрических
формулировок и конструкций некоторых выпуклых тел в терминах Т-систем,
было признано целесообразным посвятить всю книгу
исключительно этим системам. Имеется очень небольшое пересечение в
содержании этой книги и ранее вышедшей двухтомной работы
одного из авторов данной книги, фамилия которого указана
первой, по теории вполне положительных ядер.

Мы не пытаемся здесь представить исчерпывающее изложение
теории Т-систем. В последние годы появился ряд замечательных
книг по различным аспектам теории аппроксимации, например
Мейнардус [1964] и Райс [1965]; любая из этих работ
удовлетворила бы читателя, который интересуется общепринятым
аналитическим изложением теории Т-систем. Настоящая книга,
напротив, представляет собой главным образом исследовательскую
монографию. Около одной трети всех результатов являются новыми,
и почти весь материал, включая обсуждения, излагается далее
с единых позиций и часто в новой форме с акцентом на
геометрический подход.

Мы искренне старались сопровождать изложение
соответствующими замечаниями исторического характера и общими
комментариями. Любая неточность или упущение в указаниях
приоритетов на серьезные результаты являются неумышленными,
и авторы будут глубоко сожалеть, если они встретятся. Все
цитированные источники перечислены в библиографии в конце
книги.

На наш взгляд, полезно сделать краткий обзор содержания
книги.

В гл. I даются важные определения и приводится ряд
конкретных примеров Г-систем с целью продемонстрировать широкую
область их приложения в математическом анализе. В гл. I
устанавливаются также некоторые теоремы интерполяции и теоремы
об основных осцилляционных свойствах обобщенных
многочленов, образованных ^-системами.

В гл. И изучается структура моментных пространств, а также
дуальных к ним пространств, индуцированных Т-системами
{щ @}?в0» где ui О определена на конечном замкнутом интервале.
Первая часть гл. III посвящается доказательству неравенства
Маркова — Крейна; во второй части дополнительные разделы
геометрической теории, изложенной в гл. II, интерпретируются
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как результаты решения некоторых экстремальных задач. В гл. IV
приводятся некоторые конкретизации и усиления теории двух

предшествующих глав для специальной Т-системы {/'}/Lo-
Моментные пространства, индуцированные Т-системой,

определенной на полубесконечном интервале, анализируются в гл. V.
В гл. VI рассматриваются моментные пространства, связанные
с Г-системами периодических функций; используя
соответствующие тождества, мы показываем, что Г-система, определенная на
(— оо, оо), может трактоваться как Г-система периодических
функций. В гл. I—VI все рассматриваемые Г-системы определены
на интервале вещественной прямой; в гл. VII мы переходим к
рассмотрению Г-систем, определенных на дискретном
подмножестве прямой, и анализируем некоторые примеры, включающие
абсолютно монотонные функции.

В гл. VIII исследуются моментные пространства,
индуцированные Т-системами, на которые наложены ограничения;
приведенное обсуждение устанавливает связь с классической теорией,
касающейся множества значений векторной меры, и обобщает ее.
Некоторые приложения теории Г-систем к теории
аппроксимации, а также некоторые обобщения и модификации известных
неравенств Маркова—Бернштейна приводятся далее в гл. IX.
Гл. X начинается с некоторых задач, имеющих отношение к
интерполяционным многочленам; эти результаты затем
используются при разработке теории оптимальных экспериментальных
планов в регрессионном анализе.

В гл. XI мы описываем некоторые естественные выпуклые
конусы функций, определенные в терминах Г-систем. Мы
анализируем структуру этих конусов и дуальных к ним конусов,
рассматривая различные классические неравенства (неравенства Фа-
вара, Бервальда, Стеффенсена и другие), а также некоторые
новые неравенства. В §§ 9 и 10 гл. XI излагаются некоторые новые
результаты в теории аппроксимации функций обобщенными сплайн-
многочленами.

В гл. XII—XIV приводится подробное рассмотрение
различных типов чебышевских неравенств. В гл. XII мы получаем
стандартные чебышевские неравенства, в которых ограничениями
служат либо обычные моментные условия, либо условия типа
условий гладкости (например, унимодальность, ограниченность),
которые накладываются на плотность функции распределения.
В гл. XIII рассматриваются несколько многомерных чебышевских
неравенств. В гл. XIV обсуждаются различные классы
нелинейных неравенств чебышевского типа.

Более полные комментарии приводятся во вводных
параграфах к главам. Для удобства чтения приведена логическая
зависимость глав.

Самуэль Карлин, Вильям Стадден
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Глава I

СИСТЕМЫ ЧЕБЫШЕВА НА ЗАМКНУТОМ ИНТЕРВАЛЕ:

ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ПРИМЕРЫ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ

ЗАМЕЧАНИЯ

§ 1. Системы Чебышева

Определение 1.1. Пусть ц0, ии . . . э ип обозначают
непрерывные вещественные функции, определенные на замкнутом
конечном интервале [а, Ь]. Эти функции будем называть системой
Чебышева на [а, 6], сокращенно 7'-системой (без ссылки на
интервал [а, 6], если это не приводит к неоднозначности), при
условии, что определители (п + 1)-го порядка г)

^/0, 1, ..., л\
«0('о> %(tt) «<Л

«1 «»)

<'»)

A.1)

строго положительны всякий раз, когда а < t0<C U < ... < tn < b.
Функции и0, и4,..., ип будем называть полной системой Чебышева
(сокращенно СТ-системой), если {u0i ии ..., иг} является Т-систе-
мой для любого г = 0, 1,..., /г.

Понятия, терминология и система обозначений в §§ 1 и 2 в
большинстве своем общепринятые и классические (см., например,
Ахиезер [1965] или Натансон [1949]).

Классическим примером СТ-системы служит система функций
щ (/)=//, / = 0, 1, . . . , я, определенная на любом конечном
интервале [а, 61. В этом случае определитель в A.1) сводится к
известному определителю Вандермонда, равному

П (h-td.

1) Если не оговорено противное, определители A.1) имеют столбцы,
расположенные так, что U оказываются в возрастающем порядке.

13



Свойства чебышевской системы функций 1, /, /2, . . . , tn, их
значение и применения обсуждаются во многих работах. Особенно
рекомендуем книгу Полиа и Сеге [1925] (часть 5 гл. I), в которой
содержатся и другие ссылки на классические работы в этой
области.

В традиционном определении системы Чебышева требуется,
чтобы определители в A.1) сохраняли строго постоянный знак.
Из непрерывности функций и0> ии . . . , ип следует, что это
требование эквивалентно условию, чтобы определители A.1) никогда
не обращались в нуль. Однако без потери общности можно
нормировать систему умножением одной из функций, скажем ип, на
+ 1 или —1, и, следовательно, считать, что определители
положительны. Формулировки большинства теорем в книге не зависят
от нормировки функций, образующих чебышевскую систему, либо
могут потребовать простых изменений. Если в случае СТ-системы
предполагается, что для каждого г= 0,1, . . . , п определители
сохраняют знак (возможно, зависящий от г), то можно очень
просто изменить систему умножением каждой из функций
соответственно на + 1 или — 1, чтобы сделать все определители
положительными.

Системы функций Чебышева играют важную роль в
различных областях математики, особенно в теории аппроксимации, в
задачах интерполяции, в обобщенной проблеме моментов, в
численном анализе, в исследовании осцилляционных свойств
собственных функций задачи Штурма—Лиувилля, в обобщенной
теории выпуклых тел, в теории неравенств и т. д.

Как отмечалось выше, прототипом системы Чебышева является
набор степенных функций 1, /, /2, . . . , /л. Осцилляционные
свойства обычных многочленов хорошо изучены, и их применимость
в теории аппроксимации и смежных дисциплинах достаточно
хорошо известна. Многие разделы из анализа систем Чебышева
связаны с обобщениями осцилляционных и аппроксимативных
свойств обычных многочленов.

Развитие теории и приложений Г-систем, названных именем
Чебышева, имеет давнюю историю. Среди математиков, которые
внесли крупный вклад в эту теорию, были Бернштейн, Декарт,
Хаар, Лагерр, Чебышев, Валле-Пуссен и другие. Существенно
новые результаты и приложения были впоследствии получены
Ахиезером, Гантмахером, Джексоном, Крейном, Натансоном,
Полиа, Сеге и их учениками. За превосходными обзорами некоторых
более ранних работ и соответствующими ссылками читатель
может обратиться к Ахиезеру [1965], Джексону [1930], Натансону
[1949] и Тиману [1963].

Многие разделы геометрической теории классической
проблемы моментов и ее ответвлений в анализе (см. Карлин и Шепли
[1953], М. Г. Крейн [1951], Рогозинский [1958], П. Розенблюм
[1951]) могут быть распространены на Г-системы. Эта возмож-
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ность была обнаружена почти одновременно различными
математиками, работавшими в этой области. Первое систематическое
рассмотрение геометрической теории было предпринято Крейном
[1951] (ср. Карлин и Шепли [1953]). Работа Крейна оказала
влияние на некоторые разделы этой книги, что и будет отмечено в
соответствующих местах. Геометрический подход является
главным для нашей точки зрения, он лежит в основе доказательств^
интерпретаций и технических приемов этой книги.

§ 2. Обобщенные и слабые системы Чебышева

Если система, состоящая из двух функций и0 (t) гз 1 и ut (t)r
образует Г-систему на интервале [а, Ь]9 то

1 1

«1 (h) «1 (* a) 1>0, а < t{ < t2 < b.

Функция Ui является тогда строго возрастающей на интервале
[а, Ь]. Условие монотонности функции щ может быть выражено
в различных формах. Условие, что и4 должна быть строго
возрастающей, может быть ослаблено требованием только того, чтобы
Ui была неубывающей, т. е. и{ (t2) > Ui (/4) для t2 > tu или оно
может быть усилено требованием того, чтобы щ была
дифференцируемой и чтобы и\ (f) > 0. Свойство неубывания функции и\
может быть записано в виде следующего требования к
определителю:

I L !,J>0' а<и<12<Ь, B.1)
в то время как условие и\ (t) > 0 может быть представлено в форме

1 МО

«1 № и\ @ = и;ю>о. B.2>

Два условия, записанные в форме B.1) и B,2), расширяют
естественным образом систему функций и0, uif..., ип.

Определение 2.1. Система {ut}% непрерывных на [а,Ь]
функций называется слабой чебышевской системой на [а, Ь], или
WT-системой, если функции u0i uiy..., ип линейно независимы на
[а, Ь] и определители

^/0, 1, .«,, п\

в A.1) неотрицательны при а < /0 < t{ < . . . < tn < 6.
Это определение является аналогом B.1). Для того чтобы

сформулировать аналог B.2) для общих Г-систем, необходимо
обеспечить разумную оценку определителей A.1), которая бы
допускала равенства среди значений tt.



Прежде чем приступить к этой задаче, важно принять во
внимание, что Т-система может рассматриваться как специальный
случай функции ядра К (s, /) двух вещественных переменных,
которая обладает определенными свойствами знакорегулярности.
Рассмотрим вещественную функцию К (s, 0» определенную для
(s, t) ? S X Ту где S и Т —- заданные подмножества вещественной
прямой. В случае, если S состоит из конечного набора, который
для удобства обозначим как {0, 1, . . . , п}> ядро К (s, t) можно
представить как последовательность функций К (i, t) = ut (t),
i = 0, 1, . . . , п.

Для ядра общего вида определители A.1) записываются как

Kfo ^•"•sA = det\\K(si,tj)l\^0 B.3)\f0, Г4, , «¦ , tn/

для %<Si< ...<sn, <о<<1<---<'|1 и (s,f ^gSxT, /,/ = 0,
1,..., /2. Верхние значения s0, s4,..., sn указывают строки в
определителе, а нижние значения <0, ti9...,tn — столбцы. Обозначения
в A.1) согласуются с обозначениями B.3), если положить s = {0,
1,...,/г}, Т = [а,Ь] и K{iJ)=ut{i), / = 0Л /г.

Определение 2.2. Ядро /C(s,t) называется вполне
положительным порядка k, сокращенно (TPk), если для каждого г= 1,
2,,.,, k имеем

K(si>*->sr\>0 B.4)
Vi, , *. , tr!

всякий раз, когда si < s2 < ... < sn tt < t2 < ... < t, и (s*, fy) ?
?S X 7\ i,/ = 1,... , г. Если определители в B.4) всегда
положительны, то ядро К (s, t) называется строго вполне положительным
порядка k (STPh).

Приведенные выше понятия вместе с другими условиями
знакорегулярности обобщают определение СГ-системы и встречаются
во многих контекстах. Существует тщательно разработанная
теория знакорегулярных ядер (см. Карлин [1967]), На всем
протяжении этой книги внимание концентрируется исключительно на
специальном случае, когда множество Т дискретно и конечно, что,
таким образом, приводит нас к Г-системам.

При формулировке аналога B.2) для случая Т-систем удобно
для дальнейшего ввести понятие обобщенных систем для ядра
общего вида. Если Т = [а, Ь] и если для каждого s?S функция
К (s,.) ? Ср~~{ [а, Ь], р > 1, т. е. К (s, f) имеет р — 1 непрерывных
производных по /, то расширим понятие определителя, стоящего
в правой части B.4), чтобы допустить равенство, самое большее,
среди р из значений tt. Для каждого набора равных tt заменим
последовательные столбцы столбцами их последовательных
производных. Точнее, если s0 < si < .. . < sft, а < t0 < tt < .,. < tk < b и
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f/_i < U — fc+i = ... = tt+q, 0^q^p—\, тогда

д-» /So» sl» • • • ¦ sfe\
\/0, /4, ..., tj

записывается как определитель B.4), в котором (/ + 1 + /)-й
столбец, O^j^q, заменяется вектор-столбцом г)

(i«(s». и), d'rK(sl,ti),...,^K(sh,ti))jdtl

Например, если К (i, f) =¦* ut(t) и а ^ t0 = tt =
... < /n-i = *„ ^ &> T0

0, 1, ...,n\

h> • • • » W

«; »о) • • • u\q) Co)

?/
V«.

"o Co)

"i Pa) wl <'«+!>

= tq < tqM <

В случае t0 = /4 = . . . = /n = t> т. e. ^ = n, приведенный выше
определитель сводится к определителю Вронского W (u0(t)y u^t), ...
...» иЛ(/)) функций и0> ии . . . , wn. Аналогично, если функция
К дифференцируема по переменной s, можно допустить, чтобы
встречались равные среди значений st, и внести соответствующие
изменения в обозначения строк определителя. Наконец, если
равенства встречаются как в том, так и в другом множестве, то
соответствующие операции в строках и столбцах выполняются
одновременно. Например, если S и Т — два интервала, s = s0 «
= Si== ... = sk и t =* t0 =5 ti = ... = /ft, то при условии, что
функция К (s, t) достаточно гладкая, имеем

«t':::,1-det
лН-/ II*

|/,/=o

Определение 2.3. Если функция K(s,t) является достаточно
гладкой по t> то говорят, что /C(s, /) — обобщенное вполне положи-
тельное ядро порядка k по отношению к t (ETPh(t))y если для
каждого г = 1, 2, *.., k

IS* fsi* » • * » &r\
Vi> • •»¦ w

>o

для всех наборов из Sj < st < ,«. < sn tt & t2 ^... &tn ($it tj) ?
?S x Г, *, / = 1,..., г. Аналогичное определение употребляется

x) Звездочка всегда будет означать, что оценка определителя, допускающая
равенства среди значений t, берется в том виде, как здесь указано.

2 С Карлмн, Ж. Стадден 17



для ETPh(s), т. е. по отношению к переменной s. Когда равенства
допускаются среди значений st и (или) среди значений tt> тогда
говорят о /C(s, t) как о ЕТРк без указания на ту или другую
переменную.

В случае, когда множество S конечно, вышеприведенное
определение сводится к определению 2.4.

Определение 2.4. Функции и0,ии...,ип будем называть
обобщенной чебышевской системой порядка р или ЕТ-системой по-
рядка р при условии, что иь?Ср~х [a, ft], i = 0, 1,..., п и

и9 О, 1,,.,, п
г0, ц,. *., tn

>о B.5)

для всех наборов t0 ^ ti ^. . . ^ tn (tt? [a, b]), где равенство
встречается в группах не более чем из р последовательных значений tt.
Обобщенная система Чебышева порядка п + 1 будет называться
просто ?Т-системой.

Можно показать, что если {и^ является Т-системой или WT-
системой и функции и0, uv ... ,ип достаточно гладкие, то
определители B.5) удовлетворяют неравенствам

^¦/0, 1,,..,л\
\t0, /4,..., tni

0 B.6)

для a^t0^t{^ .. ,^tn^b.
Этот результат обобщает элементарный факт, который состоит

в том, что если функция и неубывающая и дифференцируемая, то
и' (t) ^ 0.

Чтобы доказать B.6), прежде всего заметим, что
непосредственное применение теоремы о среднем значении к функции

Vo> Ч» • • »» *ч—1) *t

показывает, что

а ^ t0 < к • • • < '«-1 < * ^ *•

^/0, I,...,»'\г0, г4,. . . , tn '(tn-t*-l)

где tn-\ <ln< tn> так что

(Of 1,..., п sign U
/о» Ч» « • • » *п

sign

«о Со) ••

  Со) • •

«п<«..

"о Со) •

«!«.)••

«„ Со) • •

• «о сп_,) ми

. м<„_,) «;<&„>

• «»<k-i) в»Fп)

.«o('„-l) 4<6n)

.«!«„_,) «,'«„)

• «„('„_,) ияF„)
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Вторичное применение теоремы о среднем значении дает

"о Со) • • • "о Vn-2> "о (Sn-i) "о <U

|«n('»)---"n('—s) ИХ-.) «»«») signt/(°* •"• ") = sign
ГДе tn-2 < Srt-l < *л-1 < ?п < 'п-

Повторение этой процедуры [п(п+ 1)]/2 раз образует
последовательность TJ4, т]2, т]з,..., цп такую, что

|М« ajfti).-. 4Я)(ЧП)| 0<sign?/(°' ! П>\ — sign|
где *0 < % < Лг < • • • < Цп < in- Если теперь устремить tn к t0,
то легко видеть, что

л/0, 1. {/и, 1, ..., m ,

*0> *0» • • • » *0/
0.

Подобное рассуждение может быть применено к любому множеству
из совпадающих значений tif откуда и следует B.6).

Классический пример ut(t) = t*9 i =* 0,1,..., я, является ?Т-
системой. Действительно, поскольку {f*}J есть Г-система,
определители B.5) по крайней мере все неотрицательны. Однако если для
некоторого множества значений tu / = 0,1,..., л»
удовлетворяющего условию а ^ /0 ^ /4 ^ ... ^ /n ^ ft, выполняется

п

то можно образовать нетривиальный многочлен ^atf*, имеющий
/«о

п + 1 нулей с учетом кратности. Это противоречие означает, что
{^}о является ?Т-системой, как и утверждалось.

В заключение этого параграфа приведем эквивалентную формулировку
понятия ?Т-системы порядка р. Эти идеи не будут использоваться в оставшейся
части книги, однако они обещают дальнейшие обобщения.

Для специальной системы {/'}{} обозначим определители A.1) как
/0, 1, ...9п\

и пусть A^^tf = (/0,*1....,у|а<*0<*1<...<*|1<Ь} и Ал+1 = {Па<

Грани симплекса Ап, } характеризуются равенствами, встречающимися среди
значений ^, или равенством с граничными точками а и Ь. Определитель A.1)
может рассматриваться как функция, заданная на открытом симплексе Art_|_! •
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Понятие ЯТ-системы дает естественный метод продолжения этой функции до
границы Лп+1, т. е. до Лл+1.

Говорят, что система {ajg является ?Г-системой порядка р, если
иг?СГ-{[а9Ь], * = 0,1 п, и

itm- о 1 " . >0> BJ)
\V si *л

где s?An_|_j, ^€ДЛ-[-1' и самое большее р последовательных компонент в 7
равны. Это определение и определение 2.4 эквивалентны, так как предел левой
части B.7) в действительности равен

Wh 'J

*.,*„.... <г

а система {t1}^ является ?Г-системой, что делает знаменатель в B.8) всегда
положительным. Утверждение, что B.8) совпадает с левой частью B.7), доказывается
путем неоднократно повторенного применения теоремы о среднем значении
подобно выводу выражения B.6) (см. также Полна и Сеге [1925], т. II, стр. 54,
задача 95). Мы опускаем формальное доказательство этого факта.

Обобщение определения ?Г-системы может теперь быть получено заменой
знаменателя в B.7). Например, если {u^q есть система непрерывных функций и

{ф*)о ~~ ^,_система' рассмотрим

Slt . . . , Sn

lim

где s ? Art+1» t? Д„+1 и Ф (i, s) = ф. (s), / =* 0, 1,..., п. Если этот предел
существует и положителен для всех }?An_^v то система {«j|} называется ?Т-
системой по отношению к системе {(pjjj- (В дальнейшем по этим вопросам
отсылаем читателя к Карлину [1967].)

§ 3. Примеры

В этом параграфе основное внимание уделяется ряду важных
примеров Г-систем, ?Т-систем и т. д. и описываются методы
образования новых Г-систем из типовых. Некоторые примеры,
перечисленные ниже, известны и играют важную роль в различных
областях математики, включая применения в теории
аппроксимации и интерполяции.

Пример 1. Степенные функции. В первом параграфе
указывалось, что функции ut(t) =* *', i = 0, 1,..., л, образуют СТ-
систему, а фактически ?Г-систему. На самом деле в этом случае
можно получить более сильный результат, а именно, если а0, а4,...
20



#.., ап есть любая строго возрастающая последовательность

вещественных чисел, то система {t *}% является Г-системой на любом
вамкнутом подынтервале интервала @, оо).

То, что {fa/}3 является Т-системой на @, оо), следует (так как
{* = exp (a In t) для t > 0) из того факта, что

det[||exp(^/)||^0]>0, C.1)

если — оо < х0 <*!<...< *7i < °о и — оо < у0 < r/i < . •.
. • • <Уп< °°.

Докажем неравенство C.1), показав, что определители в C.1)
никогда не обращаются в нуль. Если знать, что определитель в
C.1) нигде в нуль не обращается, то легко установить
индукционным доказательством по порядку определителя, что знак его
положителен. Индукция выполняется при фиксированном хп > 0 и
последующем стремлении уп к оо.

Необращение в нуль выражения C.1) устанавливается, если
показать, что любая функция вида

lat вещественное, / = 0,1,...,п, где 2^-^^) ДопУскает самое
большее п различных вещественных нулей. То, что
экспоненциальный многочлен вида C.2) имеет самое большее п нулей с учетом
кратности, доказывают по индукции, рассматривая функцию

-щ- {wn+x (у) ехр (— Хп+\У)} и применяя теорему Ролля.
Это свойство представляет собой, конечно, специальный случай

классического результата, согласно которому тождественно не рав-
п

ный нулю экспоненциальный многочлен V qt (у) е1У, где qt(y) есть обык-

новенный алгебраический многочлен с вещественными коэффициентами

-1 нулей с учетом степени kb допускает самое большее V (kt + 1)

кратности (см. Полна и Сеге [1925], т. II, стр. 38, задача 75).
Пример 2. Элементарные операции,

сохраняющие характерные свойства Г-си-
с т е м. Существует много простых преобразований, которые
изменяют данный набор функций и0> uiy . . . , ип, но сохраняют
справедливость любых неравенств, которым удовлетворяют
определители A.1). Следующие две элементарные операции переводят
Г-систему в новую Г-систему.
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a) Если функция г (/) положительна и непрерывна для t ? [а, Ь],
a {Ui}^ является Т-системой, то функции vt(t) = r{f)ut{t), i=*
«= О, 1,,. #, п, образуют Г-систему, так как

<•; л-(П'«Уг; ;)•
b) Если г (f) есть строго возрастающая и непрерывная функция,

определенная на [с, d] со значениями в [а, 6], то система функций
wf (t) = ut (г @), / = 0,1,..., п, является Г-системой на интервале
[с, d], если только {ajg есть Г-система на [а, Ь].

Пример 3. 74 ис темы, порожденные ГР-ядрами.
Большое многообразие различных типов Г-систем может быть
получено из ядер К (s, f), удовлетворяющих некоторым условиям,
накладываемым на определитель, таким, как в определении 2.2 или 2.3.
Например, если ядро K(s,t) принадлежит классу STPn+u где Г =
« [а, 6], то система {К (si9 /)}?-о, где s0 < st < ... < sn, образует
СГ-систему на [а, Ь], если /С (sb t) — непрерывная функция от t
для каждого sit i = 0, 1,..., п. Точно так же, если ядро К (s, t)
принадлежит классу ЕТРп+\ (t), где Т = [а, Ь], то {К (su 0}JL0 есть
?Г-система. Следующие два i римера конкретно иллюстрируют этот
метод образования Г-систем.

Пример 4. Ядро Кош и. Ядро К (s, 0 = */(s + 0
принадлежит классу STP всех порядков при s > 0, t > 0.
Определитель A.1) в этом случае сводится к определителю Коши,
значение которого вычисляется по формуле

/>/
_ 9

П b + tp
/./=0

Система щ (t) = l/(Sj + t) для t = 0,1,„ *., п, где 0 < s0 < st < ...
... < sn, является, следовательно, СГ-системой на любом
замкнутом подынтервале интервала @, оо).

Ядро Коши играет фундаментальную роль в установлении
хорошо известной теоремы Мюнтца в задаче о наилучшей
аппроксимации многочленами.

Пример 5. Ядро Гаусса. Ядро К(s,0 *= ехр[— (s — tJ]
принадлежит классу ЕТР (t) всех порядков на S *= Т = (— оо, оо).
В действительности ядро К (s, t) принадлежит классу ЕТР по обеим
переменным. Однако этот результат здесь не понадобится. Чтобы
доказать, что ядро K(sJ) принадлежит классу ETP(t)y прежде
всего сошлемся на C.1) и заметим, что ядро est принадлежит классу STP
на (— оо, оо). Теперь, записав К (s, t) в виде К (s, t) — ехр (— s2) х

\ *о> • • * > *n/
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X expBsf)exp(— *2), можно утверждать, как в примере 2, что ядро
К (s, t) принадлежит классу STP. Далее покажем, что любая функ-

п

ция вида vn(t) = V afexp[— (s,— О2] имеет самое большее л ве-

щественных нулей с учетом кратности, если 80<81<в2< ... <sn,
п

при условии, что at все вещественны и V af > 0. Чтобы доказать

это, запишем

vn(t)=e-t'2^-s]e2s" C.3)
и используем факт, указанный в примере 2, что любая функция

п .

вида V V ' имеет самое большее /г нулей с учетом кратности.

Отсюда следует, что ядро К (s, t) принадлежит классу ЕТР и что

WS°' *#"М>0, C.4)
если

s0<s4<...<sn; f0^flfs...^fn. C.5)

Пример 6. Собственные функции
интегральных операторов, ядра которых
принадлежат классу ЕТР. Более фундаментальный класс
примеров Т-систем и СТ-систем получается следующим образом.
Возьмем К (s, t) из класса С°° и ЕТР всех порядков при s и /,
содержащихся в [а, 6], и определим линейный оператор Г с областью
D (Т) = L2 [a, b] посредством равенства

ъ

а

Спектр оператора Т состоит из счетного набора простых
положительных собственных чисел %0 > ^ > . . . , стремящихся к нулю
с ростом п. Если через ф0, Фь . . . , фп, . . . обозначить
соответствующие собственные функции, которые определяются однозначно
с точностью до постоянного множителя, то система {ф*}о является
?Т-системой с точностью до знаков функций. То есть для каждого
фиксированного п определители

ч° ;)•\tQ, • • • , lnJ

где Ф (l9 t)= q>i(t), имеют строго постоянный знак еЛ. Если
умножить каждую из функций подходящим образом на ±1, то эта
система преобразуется в истинную ?Г-систему.
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Общий класс ядер, удовлетворяющих требуемым условиям,
включает ядра вида

оо

К («, 0=| ехр [и (s) а (г))] exp [v (t) 0 (л)] ф (л), C.6)
о

а ^ s, / ^ 6,

где н, v из класса С°°, u' (s) v' (s) > 0, а (т)) и |J (л)— строго
возрастающие функции, а (л — а-конечная мера с бесконечным числом
точек роста. Проверку того, что при этих условиях ядро C.6)
принадлежит классу ЕТР, и анализ осцилляционных свойств
соответствующих собственных функций {ц>г} можно найти у Карлина
[1967] (см. также Карлин [1964 с]).
Пример 7. Собственные функции

операторов Штурма — Лиувилля. Задачи на собственные
значения операторов Штурма — Лиувилля также приводят к
примерам Г-систем и ГР-ядер. Пусть оператор L (ср) определяется как

Ш — -Ь(р%) + <П C-7)
(функция р непрерывна и положительна на [а, &]). Рассмотрим
задачу на собственное значение Ly = tap при граничных
условиях

Ф (*) sin а — р (х) -5^- cos а \х=а = О,
C.8)

dx

Ф (дс) sin р + р (х) -^ cos р \х=ь = 0.
Соответствующая функция Грина имеет вид

*(,,,)-(*<*>*W' *^*^У^Ь> C.9)
Ж</)х(*)> а^У<х^Ь,

где ур и % удовлетворяют граничным условиям при а и Ь
соответственно. Гантмахер и Крейн [1950] показали, что ядро C.9)
принадлежит классу ТР при условии, что \|? (х) % (х) > 0 для всех
а ^ х ^ Ь (последующие результаты приведены у Карлина [1967]).

Если итерация К}г) (х, у) ядра К (х, у) принадлежит
соответствующему классу непрерывности Сп и ЕТРп+х на (а, Ь) X (а, 6),
то собственные функции ф0, Фь . . . , фп дифференциального
оператора C.7), подчиненные граничным условиям C.8), образуют
?Т-систему на любом замкнутом подынтервале интервала (а, Ь).

Вышеприведенные результаты обобщаются на случай некоторых
линейных дифференциальных операторов более высокого порядка.
Для этого зададим последовательность дифференциальных
операторов первого порядка Lvw (х) = (rv (х) и (*))', v = 1,, • •, 2ft, где rv (х)
напрерывна и положительна на [а, Ь].
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Предположим, что rv (х) = r2ft+i-v (*)» v = 1, 2, •.., k% и
рассмотрим дифференциальный оператор

Ми = (—1)к(]]и\и. (ЗЛО)
В случае k = 2 выражение (ЗЛО) сводится к выражению,
описывающему классический дифференциальный оператор источника
колебаний.

У Карлина [1967] доказывается, что при определенных
граничных условиях, при которых оператор (ЗЛО) допускает только
положительный дискретный спектр, соответствующая функция
Грина G (х, у) вполне положительна. Соответствующие
собственные функции образуют систему Чебышева, как и в случае
оператора Штурма—Лиувилля.
Пример 8. Композиционная формула. Для

того чтобы облегчить построение (см. пример 2) новых Т-систем
из типовых, отвлечемся от обсуждения специфических примеров,
с тем, чтобы представить на рассмотрение важную
композиционную формулу. Эта формула послужит удобным инструментом для
сглаживания Г-систем до ?Т-систем.

Предположим, что К, L и М — функции двух переменных
и что эти функции связаны равенством

M(s,t)= J Я (s, т|) L(r), t) ф (я), C.11)
где \х—а-конечная мера на интервале [с, d]. Предполагается,
что интеграл в C.11) существует для каждого (s, t) ? S X Т.
Тогда можно выразить определители, включающие функцию М>
через определители, включающие функции К и L, посредством
формулы

Mh м=
Vi у

e<4i<tb<...<t|jk« \ "' 'ft/ *
(ЗЛ2)

%<s2<...<sft, ^</2<...</fc и (s„^NS X T,

ч 1 == 1» • • • t к*

Если каждая из переменных s, t и х\ дискретна и конечна, то
равенство C.11) соответствует произведению матриц, а равенство
C.12) сводится к формуле Бине— Коши для вычисления миноров
М через миноры К и L. Для доказательства формулы C.12)
отсылаем читателя к Полна и Сеге [1925], т. I, стр. 48, задача 68.
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В некоторых приложениях формулы C.12) будет необходим
ее усиленный вариант, допускающий равенства среди значений t.
Если для каждого s?S и tj? [с, d\ функции М (s, t) и L (r\, t)
принадлежат классу непрерывных функций С^Ча, Ь] по переменной / и

.iLA!(s,0~f ^(s,n)(^-L(fi,0)rf|*(r|), ' = 0,1 ft-1,
то

где sx <&><...< sh и a ^ tx ^ ... ^ ^ ^ b.
Формулы C.12) и C.13) в дальнейшем будем именовать

основными композиционными формулами.
С помощью формулы C.12) можно вывести некоторые

неравенства относительно определителей, включающих функцию М, из
аналогичных неравенств относительно определителей, включающих
функции К и L. Например, если функции /С и L принадлежат
классу STPk, то функция Му очевидно, обладает тем же свойством,
если мера \i имеет спектр, состоящий по крайней мере из k точек.
Если щ с\ а и Р — строго возрастающие непрерывные функции
на (— оо, оо), то, согласно неравенству C.1) и примеру 2, ядра
ехр [и (s) а (г))] и exp [v (t) р (ц)] принадлежат классу STP всех
порядков, поэтому функция

ъ

М (s, 0 = J ехр [и (s) a Otf] ехр [v (t) р (л)] dr\ C.14)

принадлежит классу STP всех порядков.
Введение формул C.12) и C.13) преследует две цели. Пусть

S = {0,1,. ¦ •, п) и K(i9t) = ut (t) для i = 0, 1,..,, п, и * 6 U*. 6];
определим функцию

МО-J Мл) ь (я. 0*1- (ЗЛ5)

Равенство C.12) в этом случае сводится к следующему:

п
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Если ядро L (т), t) принадлежит классу STP порядка п + 1
(определение 2.2), а система {щ}о является Т-системой, то новая
система {vt}o является также Г-системой. Этим способом новые Г-си-
стемы могут быть легко образованы из типовых подстановкой
множества различных ядер L (r\, t).

Формулы C.12) и C.13) будут использованы и для второй,
возможно, более важной цели. Они снабдят нас стандартным
процессом возмущения или сглаживания, который даст возможность
преобразовывать WT-системы или Т-системы в ?Т-системы,
аппроксимируя исходные системы с требуемой точностью. Например,
если возьмем

1°^=^г^[—И^Л' а>0, (ЗЛ6)
то (так как ядро C.16) принадлежит классу ETP(t) всех
порядков (пример 3)) из C.13) следует, что если {и^ является Г-систе-
мой, то система {vt{t, a)}J, полученная из C.15), является ?7Чис-
темой. Кроме того, легко проверить, что lim vt (/, а) = ut (t) для

всех / в открытом интервале (а, Ь). Процедура, которую мы
выберем в конкретном случае, должна будет доказать требуемое
свойство для модифицированной системы {vt(t9 a)}g, а затем использовать
предельный переход при а->0, чтобы вывести этот же результат
для первоначальной системы.

Аппарат ядер Гаусса для аппроксимации Т-систем ?Г-систе-
мами уже использовался Шенбергом [1953], Гантмахером и Крей-
ном [19501 и Карлином [1967] для подобных целей.

Пример 9. Треугольное ядро. Ядро, определенное на
S х 7\ где S = Т = (— оо, оо), как

жм) = {!' SJ'; (за?)
принадлежит классу ТР всех порядков. Покажем, что для sx<
< s2 < ... < sk и ti < t2 < #,. < th определители

/sv s2,..., sk\

равны нулю, за исключением случая ^ ^ s± < t2 ^ s2 < .. . < tk ^
^sh, когда их значения равны единице.

Если Si < tu определитель C.18) равен нулю, так как первая
строка имеет все нулевые компоненты. Следовательно, для
получения ненулевого значения требуется, чтобы ^ ^ s{. Если ti < t2Hg
^ st, то первые два столбца являются идентичными, с
компонентами, равными единице, и определители C.18) равны нулю.
Остается проверить возможность tt ^Si < /2. В этом случае первая
строка имеет все нулевые компоненты, за исключением первого

C.18),
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элемента, и тогда

/sv sa,..., sh\

t2f.*tk

(jrn
X ,

0,

Продолжая этот процесс снижения порядка, видим, что
определители C.18) равны нулю, если Только не выполняются неравенства
h ^ 5i < h ^ % < * • * < ** ^ sh» а в 9Т0М случае значение C.18)
равно единице.

Для ядра К (s, 0» определенного в C.17), положим щ (t)= К (t, &),
I = 0,1,..., м, где ?0 < gx < ... < 1п> Простая проверка показывает,
что функции и0> alf.. ., ип линейно независимы. Система {иг}"
является, очевидно, WT-системой на любом интервале [а, 6], когда

Пример 10. Усеченные степенные
функции. Если определить для фиксированного неотрицательного
целого т функцию

х>°> C.19)
*<0,

то система функций {af}g, где ut(t) = (t — У™, f = 0, 1,..., n и
Eo < ?i < • • • < ?n фиксированы, образует 1РТ-систему на любом
интервале [а, Ь] при условии, что а ^ ?0 и gn ^ Ь. Заметим, что
пример 9 есть специальный случай данного, когда т =¦ 0.

Чтобы доказать, что функции (/ — gt)|?, i = 0, 1,..., л, образуют
И^Г-систему, покажем, что функция

ml

0, *<0

(Р > 0), обладает тем свойством, что gm (х — у) принадлежит
классу ТР всех порядков на (—оо, оо). Функции с этим свойством
известны как частотные функции Полна (см. Шенберг [1951]). Выбор
Р = 0 немедленно приведет к желаемому результату.

В этом разделе мы впервые отмечаем, что если функции f(x) и
g (х) таковы, что f (х — у) и g (х — у) принадлежат классу ТР на
(— оо, оо), то свертка

/(*) = fg(x-z)f(z)dz C.20)
обладает тем же свойством при условии, что интеграл существует.

оо

Ядро / (х — у) = f g (х — w) f (w —у) dw представимо в форме (8.11);
—оо

применяя основную композиционную формулу C,12), можно
показать, что 1(х — у) принадлежит классу ТР.
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Если теперь рассмотреть функцию

e-**> * > О,

о, *<0,

то можно сделать вывод, что g0 (х — у) принадлежит классу ТР на
(— оо, оо), так как она представима в виде g0 (х — у) =* ег^х^К (х, у),
где К(х,у) — ядро, определенное в C.17).

Применяя операцию свертки, определяемую соотношением C.20),
к g (х) =* ?о (*) и / (*) = 8т-\ (*)> найдем, что для х > 0

ос х

zm-l

gQ (х - z) gm-i (z) dz = J H*~> (wg„ щ *-*tfz
о 0

ml *-** = ?m (*)•

Простое доказательство по индукции далее показывает, что gm (х — у)
принадлежит классу ТР всех порядков.

Функции

А@«рто(О + 2М'-Ь)?. C-21)

где рт (t) — обычный многочлен степени самое большее /л,
называются сплайн-многочленами степени т с узлами ?0, . . . , ?Л.
Функции этого типа обладают многими из свойств обычных
многочленов и встречаются в исследованиях, связанных с теорией
аппроксимации, интерполяции и механических квадратур (см. § 9
гл. XI).

Пример 11. Сплайн-многочлены. Результат,
доказанный в примере 10, согласно которому функция (х — у)™ для т > 0
принадлежит классу ТР на (— с», оо), может быть использован для
доказательства того, что система функций

Г,Г1 U,C-*i)+ . (t -x2ft,...,(/-xr)t C.22)

где — 1 < xx < хг < ... < xr < 1, образует WT-систему на
интервале [— 1, 1].

Из того, что L (ху у) = (х — у)"} принадлежит классу ТР,
следует, что если — 1 ^ /0 < tx < ... < tm+i ^ 1, то система

ut (s) =* (tt — s)™, i = 0,1,. ¦., m + r,

является №Т-системой на [— 1,1]- Если выбрать значения s0 =* s^...
• ¦ * « Sm =* 1 и sm-H = хи i = 1,..., г, то можно показать, как
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при установлении соотношения B.6), что
т— 1

0й(- l)W»»№х U*(°9 if • • • •т + г) = П (т - О*-'X\s0, slf..., sm_j.r / 11
1=0

Ift- DW tfe — l)"*-1 . . . 1 (*0-*i)? ...ft>-*r>? I

Теперь из замены первых т столбцов их соответствующими
линейными комбинациями следует, что система функций C.22)
является 1#Т-системой.

Чебышевский характер сплайн-кривых в неявном виде
используется Шенбергом [1963], де Буром, Гревилем [1964 а, Ы, Уол-
шем, Албергом и Нильсоном [1963] и другими авторами в связи
с некоторыми интерполяционными задачами (см. также §§ 9 и 10
гл. XI).
Пример 12. Общая конструкция ?Г - с и-

с т е м. Пусть w0, wu . . . , wn— положительные функции класса
Сп на [а, Ь]. Определим функции

и0 (х) = w0 (*),
X

щ. (х) = w0 (х) J wx (|x) d&,
a

* It

u2 (x) = w0 (x) J wx &) j w2 &) dl2dlv C.23)

X it °n—I

«nW = wo (x) J Щ Ei) J ^2 (ia) • • • [»n (in) db»... <&•
a a a

Рассмотрение систем функций, образованных таким способом, будет
проведено в § 5 гл. VIII и в гл. XI. Заметим, что степенные
функции 1,?, ...,/п могут быть образованы таким способом, если
положить а = 0, w0 (х) = 1 и Wj (х) = const =/, / = 1, 2,..., п.

Непосредственными выкладками можно получить формулу для
определителя Вронского

W (и0У и„ ..., ик) (х) = К (*)]*+Н (x)]k... [wk (х)]. C.24)

Отсюда понятно, что определители Вронского W (и0, uv ..., uh)f
k = 0, 1,..., я, положительны на [а, Ь] при & = 0,1,..., п. Оказы-
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вается, что положительность определителей Вронского достаточна,
чтобы гарантировать, что система {И|}2 является ?Т-системой на
[а, Ь] (см. теорему 1.2 гл. XI).

Если ввести функциональные операторы

ТО

Wj+\ = DjDj-x ... D0 и/+ь / = 0, 1, ..., п — 1,

и может быть показано с помощью формулы C.24), что функции
Wj выражаются как некоторые отношения определителей
Вронского C.24) (см. замечание 1.3 гл. XI).

В главе XI представлено обширное исследование конуса
функций С (и0, ui9..., ип), состоящего из таких непрерывных функций <р,
для которых система {uQi uv ..,, ип> ф} является WT-системой. Если
Ф из класса Сл, то ф 6 С (u0J uv ..., ип) тогда и только тогда, когда

DnDn-X... ?>оФ > 0. C.25)

Заметим, что C(l,t) совпадает с классом выпуклых функций и
C.25) сводится к условию ф" (х) > 0.

Конусы С (и0у ии . . . , ип) естественным образом возникают
при изучении теории моментов, дифференциальных уравнений и
теории неравенств.

Появление Г-систем в качестве решений линейных
дифференциальных уравнений /г-го порядка, как описано в этом примере,
неявно подразумевается у Полна [1922]. Другие применения этих
идей можно найти у Карлина и Новикова [1963], Карлина и Циг-
лера [1966] и Циглера [1966]. Относящиеся к этим вопросам
результаты собраны в книге Беккенбаха и Беллмана [1961], гл. 4.
Пример 13. Периодические Г-системы. В

качестве последнего примера предлагаем систему 2т + 1 функций

1, cos/, sinU ...» cos mt, sinmt,Q^t< 2я. C.26)

Эти функции — периодические на [0, 2я]. Система C.26)
является Т-системой на любом интервале [а, Ь] длины, меньшей чем
2я. Более общее понятие периодических Т-систем будет
рассмотрено в гл. VI.

§ 4. Эквивалентное определение Т-систем
для многочленов

Определение 4.1. Пусть система функций определена на
п

некотором интервале [a, ft]. Функцию вида и = ^агщу где а^— ве-
щественные числа, будем называть и-многочленом или, для краткости,
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просто многочленом. Говорят, что многочлен нетривиален, если

Если {wJJ — Г-система, то нетривиальный многочлен, имеющий
п заданных нулей t0 < /х < ... < tn-u конструируется с помощью
явной формулы

\to>tv..,tn_i,t I

Многочлен и, очевидно, меняет знак, как только t проходит через
каждое значение tu принадлежащее (а, Ь). В случае, когда {ut}* —
— ?Т-система, можно рассмотреть п точек t0 ^ tx ^ ... ^ tn-\ и
образовать многочлен

u(t) = U*l0'l-'-n-l>n).

Этот многочлен — нетривиальный, и множеством его нулей с учетом
кратности как раз служит набор {tQ, tv ,. ., *n_i}.

Если {щI—Г-система, то функции и0, , ..,иЛ, очевидно, линей-
п

но независимы, так что любой многочлен и =^ ^гщ однозначно оп-
0

ределяется набором коэффициентов а0, ... ,ап. Действительно,
необращение в нуль определителя

и(° п )

для а ^ t0 < ... < tn ^ Ь означает, что многочлен определяется
своими заданными значениями в любых п + 1 различных точках. В
частности, это означает, что любой нетривиальный многочлен и имеет
самое большее п различных нулей.

В этом параграфе будет показано (теорема 4Л), что если сис-
п

тема {ut} такова, что любой нетривиальный многочлен Vfl|M| имеет
о

самое большее п различных нулей, то {щ}^ — Г-система.
Две эквивалентные формулировки Г-систем, первая — в форме

требования выполнения некоторых неравенств для определителей,
вторая — в форме требования на число нулей и-многочленов,
имеют свои сравнительные преимущества. Обе формулировки
предполагают другие определения более сильными или более слабыми,
чем определение Г-системы. Определение Г-системы в терминах
неравенств определителей обладает тем преимуществом, что оно
дает возможность легко образовывать новые Т-системы из типовых,
или изменять Г-системы и получать ?Г-системы, используя
основную композиционную формулу (см. C.13)).
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В случае обычных многочленов существует целый ряд
ограничений на число нулей, сформулированных в терминах вариаций
в знаках коэффициентов. Простейшее ограничение состоит в том,
что число различных нулей не может превышать степень
многочлена. Обобщение этого свойства приводит к понятию Т-системы.
Если функции ut достаточно гладкие, то имеет смысл понятие
кратности нулей, и становится оправданным понятие ?Т-системы.

Обычные многочлены также обладают свойством, которое
известно как правило знаков Декарта (см. следствие 4.4), и легко
установить общую формулировку этого понятия. Различные
вспомогательные понятия также оказываются полезными, включая

определение СГ-систем, и т. д. Примеры такого рода встречаются
во многих контекстах.

Определение 4.2. Число различных нулей
непрерывной функции / на [а, Ь] обозначается через Z (/).

Покажем теперь, что если {и^ является системой непрерывных
функций на [а, Ь] и Z(u) ^п для любого нетривиального
многочлена и> то определители

W • •.. v

сохраняют строго постоянный знак при любых наборах а ^ t0 <...
...<*п^=Ь. То есть система {ajj является Г-системой (см.
теорему 4.1).

Действительно, можно заметить, что определители

где значения tt из множества а ^ t0 < tt < . . . < tn ^ b, не
могут принимать как отрицательные, так и положительные

значения, не обращаясь в нуль для некоторого набора {/JS- Это
является непосредственным следствием того факта, что не
обращающаяся в нуль непрерывная функция, определенная на связном
множестве, необходимо сохраняет постоянным знак.

Резюмируя вышесказанное, сформулируем следующую теорему.
Теорема 4.1. Если {и(}% является Т-системой, то Z(u)^n

для любого нетривиального многочлена и. Обратно, если система
{ui}q непрерывных функций на [а, Ь] удовлетворяет условию Z (a)-S п,
где и (t) ф 0, то {щ}^ является Т-системой с точностью до
знака одной из функций1).

*) Необходимость только доказывает, что определители нигде не обращаются
в 0. Следовательно, согласно определению 1Л, все, что мы можем, собственно,
утверждать, это то, что либо {и0, иъ ... , un_v ип}, либо [щ, uv... , «n_lf— ип)
является Г-системой.
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Следствие 4.1. Если {иь}о является СТ-системой, то для

любого k = О, 1,..., п справедливо неравенство ZI V atUi J ^k, если
к

все at вещественны и удовлетворяют условию ]?#/>0.
о

Выводы теоремы 4.1 могут быть усилены путем проведения
различия между двумя типами нулей многочлена, узловыми и
неузловыми нулями. Эти понятия соответствуют в случае

дифференцируемых функций нулям четной
или нечетной кратности
соответственно. Заметим, что в
теоремах 4.1 и 4.2 предполагается, что

-** функции и0, ии . . . , ип просто
* непрерывны и не обязательно

дифференцируемы.
Рис. 1. Определение 4.3. Для

любой непрерывной функции f
на [а, Ь] изолированный нуль /0? (а, Ь) функции / будем называть
неузловым нулем, если функция / не изменяет знака в /0. Все
другие нули, включая нули в граничных точках а и Ь, называются
узловыми нулями. Число нулей функции /, когда узловые нули
считаются один раз, а неузловые нули — дважды, обозначается
через Z (/).

На рис. 1 точки ti и t3 — неузловые нули, в то время как t2
и граничная точка а — узловые нули.

Теорема 4.2. Если {ut}o — Т-система, то Z(u) ^п для
любого нетривиального многочлена и. Обратно, если {ut}o— система
непрерывных функций на [а, Ь] и Z(u) ^п для любого
нетривиального многочлена и, то {и{)^ — Т-система, с точностью до знака
функций х).

Доказательство. Вторая часть теоремы содержится в
теореме 4.1. Чтобы доказать первую часть, предположим
противное, т. е. что Z (и) > п + 1 для некоторого нетривиального
многочлена и. Можно также предположить, что и имеет по крайней
мере один неузловой нуль, в противном случае результат следует
из теоремы 4.1. Обозначим различные нули и через /ь . . . , tk
и добавим к этим точкам точку tt + ? для каждого неузлового
нуля tt, а также точку tt — е для первого неузлового нуля. Для
достаточно малого е добавленные точки отличаются от ti9 . . . , tk
и содержатся в [а, Ь]. Следовательно, полученный набор содержит
по крайней мере п + 2 точки. Расположим эти точки в
возрастающем порядке и переобозначим первые п + 2 из этих точек как

х) См. сноску к теореме 4.1.
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s0, st,... , Sn+i. Значения и fo) должны тогда чередоваться в знаке,
в том смысле, что и (si) ^ О для * четного и и (st) ^ 0 для i
нечетного, или наоборот. В любом случае

"(s0) ti{sx) ... u(sn+l)

"o(so) Msi) • • • uo(sn+\)

Un(So) un(sl) • • • un (Sn+0

= o,

так как первая строка есть линейная комбинация последующих строк.
Разлагая определитель по первой строке и используя чебышевское

свойство системы {mJo, получим V и (st) at = 0, где at строго че-
/=о

редуются в знаке. Отсюда следует, что u(sj) = 0 для / = 0, 1, ...
..., п -\- 1. Таким образом, Z (и) > п -\- 1, и это противоречит
утверждению теоремы 4.1. Следовательно, наше первоначальное
предположение ложно, и доказательство теоремы завершено.

Теорема 4.2, в частности, утверждает, что если {щ}°п есть Г-си-
стема, то, считая дважды каждый нуль многочлена, который
соответствует нулю нечетной кратности, общее число нулей никогда
не может превысить п.

Определение 4.4. Если функция /, определенная на
[а, й], достаточно гладкая, то число нулей с учетом кратности
обозначается через Z* (/).

Если для каждого многочлена и мы можем рассчитать точную
кратность его нулей, то имеет место следующая теорема.

Теорема 4.3. Если {ut}o — ЕТ-система, то Z* (и) ^п для
любого нетривиального многочлена и. Обратно, если ut?Cn [a,b],
i = 0, 1,. .., л, и Z* (и) ^п для любого нетривиального многочлена
и, то {ut}o—ЕТ-система с точностью до знака одной из
функций1).

Доказательство. Первая часть теоремы следует из
того факта, что если Z* (и) > п + 1 для некоторого
нетривиального многочлена и, то

U */0,1, . ,п
о,

гДе ^о ^= h ~ - - • — *п являются любыми п + 1 нулями. Это

противоречит условию, что {щ}о есть ЕТ- система.
Обратное утверждение теоремы доказывается следующим образом.

Если Z* (и) ^я для всех ищ^О, то, в частности, Z(u)^n для

г) См. сноску к теореме 4.1.
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любого такого и, поэтому по теореме 4.1 определители

^/0,l,...,/i

при а ^ t0 < t{ < . . . < /Л ^ й сохраняют строго постоянный
знак. Для определенности положим, что эти определители
положительны. Из неравенства B.6) известно, что

/о, 1,...,п \
и*[ )>0. D.1)

/0,1,....я

Теперь, если в D.1) выполняется равенство для некоторого
множества значений tu то, очевидно, можно построить нетривиальный
многочлен и с нулями в точках tt соответствующих кратностей,
поэтому Z* (и) ^ п + 1 в противоречии с гипотезой.
Доказательство обратного утверждения, следовательно, выполнено.

Заметим, не вдаваясь в подробности, что теорема
промежуточного типа может быть установлена для случая, когда система
{щ}% является ?Т-системой порядка р.

В заключение этого параграфа докажем теорему, относящуюся к системам
Декарта (определенным ниже), которая является аналогом теорем 4.1—4.3.
Эта теорема не понадобится в дальнейшем, однако она имеет значение для
указания связей некоторых неравенств с определителями и природой нулей
многочленов.

Определение 4.5. Система {u4}q непрерывных функций на [а, Ь]
называется системой Декарта или D-системой, если для каждого k = 1, 2,..., п + 1
определители

у /1о> к* • • • »t'/г-Л

сохраняют строго посгоянный энак eft = ± 1 всякий раз, когда а <[/0 <[ tt...
. .. < ^—i^ ^ и lo> li» •••» ik— 1 — произвольные целые числа, удовлетворяющие
условию 0 < ?0 < iY < .. . < ^—1 < д.

Заметим, чго это определение сильнее, чем определение СГ-системы. То есть
если принять (?0, iv. . ., ik__{) ^= @, 1, .. ., k — 1), то D-система является СТ-сис-
темой при условии eft = 1.

Теорема 4.4 (Гантмахер и Крейн [1950]). Система {u.}q есть
D-система ткда и тэлько тэгда, когда

2ал
/=о

< 5 (а0, ах

при условии 2 а^> 0 (S (а0, av .. ., ап) обозначает число перемен знака в по-
следовательности а0, ах, ..., ап после того, как нулевые члены отброшены).

Доказательство. Пусть {иь}^ — D-система. Предположим, что для не-
п п

которого многочлена и = \ atu., ^ а\ > 0, имеем 5~(а0, av . .., ап) =* р, я и
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обращается в нуль в р + 1 различных точках t0, . .., tp. Так как S (аъ> <*v • • •
..., а ) = р, то можно разбить последовательность а0, . . ., ап на р + 1 групп
{«о» • ". *Vl}> К1+Р • • • > flv,>» • • •» К +1' • • ¦» а*Ь где каждое а* в первой
группе является, скажем, неотрицательным, каждое at во второй группе
является неположительным и т. д., и, следовательно, при этом существует по крайней

п

мере один ненулевой элемент в каждой группе. Далее, так как ^ aiui (tj) = О,
/=0, 1, . . ., р, имеем

/«о

2(-!)*+• 2 i«ii"j(9=o- /«<u.. р, D.2)

'-V.+1

где v0 = — 1 и vp_|_! =п по соглашению. Предположим, что мы рассматриваем
D.2) как однородную систему линейных уравнений, для которой A, —-1, ...
...,(— 1)р~* ) является решением. Тогда из известного результата линейной
алгебры следует, что определитель системы

/=0 /=v +1
Р

должен обращаться в нуль. Однако это невозможно, так как для некоторого
набора инде

ределители
набора индексов /0, .. ., / произведение | а... . а, | положительно, и все оп

U .^о /р

имеют строго постоянный знак для всех наборов О </0<С h<C • • •' <^«

Это противоречие означает, что если {ajg является D-системой, то

2 ( 2 aiU* I < 5~~ (ао> • • • > °п) при условии У а] > 0.
Чтобы доказать обратное утверждение, прежде всего рассмотрим функции

им nit> • • •» M,-t .По теореме 4.1 и ]
*и *1 *fc—1

<|&—1, заключаем, что определители

U\

37

. . По теореме 4.1 и из того, что 5 (а( , at , . . ,, at )*



имеют строго постоянный знак е (t'0, iv .. ., *fc_i)> не зависящий от выбора t0,
tv-'tk-v где fl<'o<*i< • • -<Л-1 <&• Теперь, если а<*0<...
.. • <С V-1 < &» то многочлен

Vo ^*_р ^ ) ^ Vo <*-l/ '' (О
имеет & различных нулей tQ<it1<^ . ••<C^—i«

Следовательно, так как 2 j ^ а/^ • I < ^ (ао> • • • > а&)» то &+ 1 коэф-
фициентов вышеприведенного многочлена должны иметь k строгих смен знака.
Следовательно, знак определителя

До» • • •» */—1» */-*-! lh
[to, ..., **_,

не зависит от / = О, 1, .. ., k. Тогда можно утверждать, что е (*0, ilt.. ., ik_i) =
= е A, ..., k) = e зависит только от /г. Этим и завершается доказательство.

Так как {/ *}J является D-системой (см. пример 1), то получаем следующее
Следствие 4.4. Число различных нулей на открытом интервале (О, со)

п п

любого многочлена ^ а^ 1> г^е 2 а/^^ и ао» av • • •» ап — возрастающая

последовательность вещественных чисел, не превосходит S~~ (я0, . . ., ап).
Матричный вариант теории, ограничивающей число смен знака и

фигурирующей в/утверждении теоремы 4.4, впервые был предложен Шенбергом. Теорема 4.4
в том виде, как она сформулирована, принадлежит Гантмахеру и Крейну [1950].
Обобщения понятия систем Декарта до тщательно разработанной теории знако-
регулярных ядер интенсивно развиваются в работах Гантмахера и Крейна [1950]
и Карлина [1967].

§ 5. Многочлены с заданными нулями

Перейдем теперь к задаче построения неотрицательных
многочленов, имеющих заданный набор нулей. В случае обычных
многочленов построения тривиальны благодаря тому, что для функций
1, /, t2, . . . , tn процесс факторизации нулей возможен. Эта
особенность отсутствует в случае общих Т-систем. Кроме того,
дальнейшее осложнение состоит в том, что базисные функции не
обязательно предполагаются дифференцируемыми.

Теоремы 5.1 и 5.2, установленные ниже, являются решающими
для доказательств многих теорем в последующих главах. Эти
результаты могли бы быть также установлены путем сглаживания
системы {щ}" с целью получения ?Т-системы и последующим
переходом к пределу, как в § 3 (см. выражения C.15) и C.16)).

Пусть Т = \tu . .., tk}— возрастающий набор различных
точек на [я, Ь]. Если требуется построить неотрицательный
многочлен, который обращается в нуль в каждой точке из Т9 то каждая
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внутренняя точка tt необходимо будет неузловым нулем, в то
время как, если граничные точки а или Ь принадлежат 7, эти точки
будут узловыми нулями по определению. Следовательно, каждой
точке tu принадлежащей Т, приписывается вес со (tt),
определенный как

B, t.€(atb), со tt) =
[\, tt—a или Ь.

Если {иi)l — Г-система, то для того, чтобы существовал
неотрицательный многочлен, который обращается в нуль на Г, необходимо

k

в соответствии с теоремой 4.2, чтобы \(o(tt)^п.

Теорема 5.1 (Крейн [1951]).
п

a) Если {ut}o — Т-система и У]®^)—п» то существует не-
/=i

тривиальный неотрицательный многочлен и, обращающийся в
нуль только в точках из Т = {tu ..., tk}- Единственное
исключение состоит в том, что если п = 2т и как раз одна из конечных
точек а или Ь принадлежит Т, то и (t) может, кроме того,
обращаться в нуль в другой конечной точке,

b) Если какое-либо одно из последующих условий выполняется,
то всегда может быть построен многочлен, который обращается
в нуль только при tv ..., tk\

1) {«Jo^1 (т. е. набор функций и0, щ, и2,..., ип-ь за
исключением ип) является Т-системой.

2) {иг}о — Т-система на интервале [а',Ь'\, содержащем [а,Ь],
где а'<а<Ь<Ь'.

3) {иь}о — ЕТ-система порядка 2 на [а,Ь].
Доказательство. Будем различать случаи четного и

нечетного м.

I (п = 2т + 1). Рассмотрим первый случай, когда а < tx < /2<...
... < tk < b. Присоединим к последовательности {^}* точки a,t\,
{? • • •»t'm-v ] ото ые удовлетворяют условию tk < t\ < t'2 < ...
...<^~/г<Ь. Теперь рассмотрим ряд {Sj(e)}?m+1, состоящий из
точек

«1. tv к + е, t2, tz + г,..., th, th + e, t\, t[ + e,..., tm_k, t'm__k + e

E.1)
с e > 0, выбранным достаточно малым, так, чтобы
последовательность E.1) была расположена в возрастающем порядке. Образуем
многочлен

ue(t) = u@'1 Ы' 2m+1Y E.2)
\sl's2' ' • ' »s2m-fb^ /
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Так как {wJ|J образует Т-систему, то uz(t) обращается в нуль
точно на множестве {si} и каждый нуль является узловым. Кроме
того, для t<S2m+u очевидно, имеем а8@>0. Из этого следует, в
частности, что

ue(t)>0, hi-\<t<s2i (*= 1,2, ...m),
E.3)

"eW>0, s2m+l<t<?b.
Раскрывая определитель E.2) по элементам последнего

столбца, получим

мо = 2а*(8)М/)- E*4)

Многочлен ue(t) может предполагаться нормированным (это
достигается путем соответствующего умножения на положительную кон-

п

2

станту) в том смысле, что Уа/(е) = 1 Допуская, что е ф 0, выбе-
л

рем предельный многочлен и @ =* 2 atui @ B а' = О' К0Т0Рый
/г=0

неотрицателен в соответствии с E.3) и обращается в нуль на
множестве

{a, tif t2,..., th, t'v f2,..., fm_k}. E.5)

Так как точки из множества {ti}\\]{t\}^k определяют неузловые
нули, то из теоремы 4.2 следует, что последовательность E.5) за-
ключает в себе полное множество нулей и (t).

Подобным же образом можно построить неотрицательный
многочлен u* (t)9 множество нулей которого точно совпадает с
множеством {tif t2, ..., thy f{, t"r ... fm_k, b}> где пересечение {Q П [t]) nyc-
то по условию. Многочлен u{t) = a (/) + u* (t), очевидно,
представляет собой неотрицательный многочлен, обращающийся в нуль
точно на заданном множестве {ti)kv

Построение многочлена u(t) требуемого типа для других
возможных множеств {ti} осуществляется аналогично. Возможно,
только случай а = t{ < t2 < . • - < 4-i <stk = b требует
некоторого пояснения. Как и раньше, увеличиваем последовательность
путем добавления t\, t'y ..., t'm_k+v удовлетворяющих условию tk-\ <
<f,<tk {l?j^m-k+\).

Рассмотрим теперь последовательность {st}*m+l = {а = t^ ^ +
+е, f2, /2-f е,.„, 4-ь 4-i+e, t\> t\+z,,.», 4-ft+p t'm-k+i + 8' ftb Снова
8>0 выбирается достаточно малым, и образуется многочлен E.2).
Процесс выбора, аналогичный проделанному выше, определяет не-
тривиальный неотрицательный многочлен и (/), обращающийся в нуль
4»



в точках множества {а = tit t2,..., tk = b, t[, fr .»., Ci-H-ib Можно
утверждать, что и (t) не может обращаться в нуль в других точках,
иначе нарушается заключение теоремы 4.2. Далее строим и* (/),

заменив дополняющее множество {f.} на {/J}. Тогда u(t) = ы (t) +u*(t)>
очевидно, имеет желаемые свойства.

II (п = 2т). Доказательство выполняется способом, сходным
с вышеприведенным доказательством п. I. Стоит предупредить о
несколько более слабом заключении в случае, когда только одна
из граничных точек а или Ь содержится в 7\ Не было решено,
можно ли этот особый случай исключить из теоремы.

Результат, как и в п. I, достигается, если какое-либо одно из
дополнительных условий 1), 2) или 3) выполняется. Формальные
детали не представляют трудностей. Например, если выполняется

п

условие 1), можно случай, когда Vco (tt) нечетна, сразу же свести

к анализу п. I при ограничении нашего рассмотрения системой
{щ}*-х. Подобные аргументы пригодны и в том случае, когда либо
условие 2) либо условие 3) выполняется.

Замечание 5.1. Почти во всех случаях, представляющих
интерес, система {щ}^ является СГ-системой, откуда, в частности,
следует, что условие 1) пункта Ь) выполняется. Утверждения для
п нечетного или четного тогда идентичны.

Анализ, подобный предшествующему, приводит к следующей
теореме.

Теорема 5.2. Пусть {ut}% — Т-система. Рассмотрим
множество Т = {ti9 /а,..,, th}, приписывая каждой точке вес <о (tt) = 1 или
2, подчиненный ограничению, что если tt является одной из
граничных точек а или Ь, то всегда о (tt) = 1; и предположим, что
k

V о) (tt) <?п. Тогда существует многочлен и (t) такой, что и (t) ф0
/«1

для t?(a,b)\T, utt является узловым или неузловым нулем в
зависимости от того, со (tj) = 1 или со (tt) = 2 соответственно.

Кроме того, при любом из условий Ъ) теоремы 5.1
вышеприведенный многочлен обращается в нуль точно на множестве Т.

§ 6. Задача интерполяции

В этом параграфе обсуждаются некоторые задачи
интерполяции. Решение этих задач будет дано в одном из доказательств
теоремы Маркова — Крейна в гл. III, так что читатель может
отложить чтение этого параграфа до гл. III. Так как используемые
здесь построения подобны построениям в предыдущем параграфе,
кажется целесообразным, чтобы эти два параграфа были
представлены вместе.
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Будем предполагать, что функции и0> ии . . . , ип и Q
удовлетворяют следующему условию.

Условие 6.1. Система {ut}^ — СГ-система, Q (t) >0 для
16 [а, Ь] и {а0 (/), e,.,uh(t),Q (t)} — Г-система для каждого k =
= 0, 1,2, ...,л.

Введем функции

u>i(t) = Щ{)> f = 0, 1,...,и.

Пусть {и0, и{,,,», afe, Q} — Г-система и Q (t) > 0, тогда для а ^ ^<
< h < • • • < 4+2 ^= ^ справедливо неравенство

oU'i) М'г) • •• ^0(^+2)
<M*i) «МУ ••• ^1(^+2)

wh(*i) wh(h)
1 1

fc<'*+2)

>o, F.1)

k = 0,1,..., n.

В дальнейшем будет необходима следующая лемма,
представляющая и некоторый самостоятельный интерес.

Лемма 6.1. Пусть условие F.1) выполнено. Тогда

<-!)'•

^о (*i)
o>i (к)

"о (tk-r+2) wo 0*-,+3> • • • юо ('*+2>
^i(^r+2) «Mfc-H-з) l(W

^fe (У
1

'fc(Wf2> wfc(^+3)
0

Л+2)
.. 0

= (— \)rMr,k>0, O^r^k+l^n+l, F.2)

гд^ г обозначает число нулей в последней строке. Заметим, что
нулевые компоненты расположены друг за другом вслед за
последовательным рядом из единиц.

Доказательство. Доказательство проводится
индукцией по г. Заметим, что F.1) выражает справедливость F.2) для
всех k, когда г = 0. Кроме того, имеем

\Г2, Г3, . • . , Гл_|_2 /

Предположим теперь, что неравенство F.2) выполняется для г — 1
и всех k и для г, когда k = г — 1, ...,/ — 1,и рассмотрим F.2)
с г нулевыми компонентами и k = /. Применяя тождество
Сильвестра к Мг,1 (tif . . . , ^+2), где вспомогательный блок
образуется исключением последних двух строк первого и последнего
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столбцов, получаем

\w

f/+I

F.3)

Умножая это соотношение на (— 1) и используя предположение
индукции, видим, что правая часть, очевидно, положительна, так
как каждый член в разложении положителен.

Очевидное преобразование определителя в F.2) приводит к
следствию.

Следствие 6.1. При условиях леммы 6.1

Wv (tif.,,, 4+2) =

I a>o('i) — ^oW o>o('v-l> - wo(Q> wo(tv+l)> Wo^v+2)—» шо(^+2)

»Л(«-ЮЛЛ)...м »fc('v-i) ~^^v)' wfc('v+l>' <»fc«v+2)--' юЛ+2)
>0 F.4)

Перейдем теперь к обсуждению важной интерполяционной
задачи, решение которой будет существенным инструментом в выводе
теоремы Маркова — Крейна (теорема 2.1 гл. III).

Предположим, что условие 6.1 имеет место. Пусть п + 1
точек, заданных на [а, й], удовлетворяют условию

a^ti<t%<...<th<%i<%2<...<Th^b F.5)

х) Частный случай тождества Сильвестра, который здесь используется,
состоит в том, что если Л (/, /) определено для t, / = 1, 2,..., л, то для 1 < i <
</<л и 1 < & < / О имеем

1,2,

1,2,, ,п/Л 1, (ffc_ l.fc+1,. ..,/- !,/ + !: .... л/
1 / — 1. / -Ь 1 Л'
1, ...,/- 1,/+1,..., п

1, ...,i'— U+ 1, ...,/!'
1 /— 1, /-f- 1,...,л

1, ...,*— 1,6 + 1,

1, ...,* — 1, *+ 1,. ., Л

,6 — 1,6 + 1 п)

Второй определитель в левой части равенства упоминается как вспомогательный
блок.
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Пусть {ар} определяются как решения системы уравнений
п

р=0

F.6)

2арир (т?>) = О, / = !,.,.,*.
р=0

Матрица системы F.6) не вырождена (так как {Uj}% — Г-систе-
ма), и, следовательно, вектор коэффициентов {ар} определяется

однозначно.

Деля на Q, можем переписать
F.6) в виде

*?apwp (tt) = 1, f = 1,.. •, й,
р=0

Рис 2.
F.7)

Записывая решение для последнего коэффициента аЛ и
обращаясь к лемме 6.1, заключаем, что

(-iL>o. F.8)

Пусть W (t) = У apwp (t. Общий вид многочлена w (t) в случае

h = 4 и k = 5 показан на рис. 2.
Для удобства дальнейшего изложения разделим рассуждения на

ряд этапов.

1) Мы утверждаем, что W (t) = 1 на сегменте [а, т4] только в точках
{t]}h{. Действительно, предположим противное, т. е. что существует
точка t0 ф tt (i = 1,..., Л), а ^ t0 < т4, для которой IF (/0) = 1. (Ясно,
что W (tj) =0.) Предполагаем, что k > 1, так как утверждение для k=0
очевидно. Пусть {st} представляет собой набор точек {ti9..., thJQ>
хи ,.., %k-\), переставленных в возрастающем порядке. Тогда

2apwp(s0= 1, /= 1, ...,й+ 1,
р=0

F.9)

^сср^р (si) = °> / = А + 2,..., л + 1.
0=0

Находя ссп из F.9) и снова обращаясь к лемме 6.1, заключаем,
что

(_ !)*-'«„ >0. (б.Ю)
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Очевидно, условия F.8) и F.10) несовместимы, что и доказывает
утверждение 1).

Аналогичным образом можно доказать
2) W (t) обращается в нуль на сегменте [thy b] только в точках

{Tj, т2, . . .,т*}.
Следующее свойство является фундаментальным.
3) Точки {^},=1 — узловые нули W (t) — 1 и {tt}kiaml — узловые

нули W (t) — 1 и {tJ^Lj —узловые нули W (t).
Доказательство. Рассмотрим множество точек ti{,..., tir,

в которых W (f) — 1 изменяет знак, и множество точек xiv ... , t,s,
в которых изменяет знак W (t). Не считая точек ti и т&, набор
{Uv . • •»tir> 2"  (th + т*), Tip ..., iis} содержит не более п точек.
Теперь применим теорему 5.2 и определим и (t) как многочлен,
который имеет узловой нуль в каждой из этих точек, изменяет знак
с положительного на отрицательный при t = 2"  (th + т{) и не
обращается в нуль в других точках открытого интервала (а, Ь). Из
этого следует, что We(t) = W(t) + г (и (t)/Q (/)) при достаточно
малом е > 0 является таким, что We (t) — 1 обращается в нуль по
крайней мере однажды в окрестности каждой точки tt и по
крайней мере дважды вблизи th если tt — неузловой нуль W (t) — 1.
Аналогично функция We (t) обращается в нуль по крайней мере
однажды вблизи каждой точки rt и дважды, если xt — неузловой нуль
W(t).

Если W (t)— 1 имеет неузловой нуль в одной из точек tiy то,
используя F.9), можно прийти к противоречию, как в
вышеприведенном утверждении 1). Это доказывает, что т^, / = 1, ..., k,
—узловые нули W(t).

Предшествующий анализ доказывает следующую теорему.
Теорема 6.1 (Крейн [1951]). Пусть условие 6.1 выполнено

и п+\ точек заданы, как в F.5). Тогда существует единствен-
п

ный многочлен и (t) = V aJuj @ tnanou, что u(t) — Q (t) имеет
h /==0

точно h нулей {/J^i на [a, rj, каждый из которых является
узловым, и u(t) имеет точно k нулей {t/}/=i на [th> Ь], которые
также узловые. (Если ^ = а или Tk = Ь, то эти точки будут
узловыми нулями по определению.)

Пусть теперь Т {^, . .., ?fe} — множество различных точек из
[а, Ь], расположенных в возрастающем порядке, и припишем вес со (?*)
каждой из точек, как в теореме 5.1, т.е. положим

Л , B, 6, € (а, Ь),
[1, t,t — а или Ь.

Тогда, используя результаты теоремы 6.1, можно доказать
следующую теорему.
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Теорема 6.2 (Крейн [1951]). Пусть условие F.1)
выполняется и Т = {|1э. .., lh} — множество точек, удовлетворяющих ус-

k

ловию *S © (Si) ^ л + 2; m/c/лб еце ?io 6 Г f) (fli 6).

a) ?слы lt0 > Si, mo существует многочлен и* (/), обладающий
следующими свойствами:

1) Q (/) > и* @, f €[а, S^l» причем равенство достигается в
точках Si, S2> ..., S^; 2) а* @ ^ 0, / 6 [S*0> &], причем равенство
достигается в точках liQ, ..., lk.

b) Далее, для любой точки S* , принадлежащей Г, существует
многочлен u**(f) со свойствами:

Г) и** (О >Q@,*6 [а, ё*0], причем равенство достигается в
точках Si,S2> ..., S*oJ 2') а** (/) > О, * ? [|г-о, 6], причем равенство
достигается в точках ?,,,,..., 5л-

'ОТ**

Доказательство, а) Эти результаты получаются предельным
переходом, аналогичным доказательству теоремы 5.1. За счет
добавления дополнительных точек, если это необходимо, можно считать,

k

что V со (It) > п + 1. Мы дублируем точки из Т, за исключением
/=i

S* . Таким образом, рассматриваются два множества точек

Si, Si + е, S2, S2 + 8, • • • , ?/„_,, 6,^! + 8 F.11)
и

E/e+1.6/o+1 + e Ел, Eh + e F.12)
с условием, что если Si = а, то ^ + в исключается, и аналогично,
если Sb = Ь. Общее число точек, включая точку &0, равно либо п>
либо п + 1. Если это число равно п, то добавляем точку а + е,
так что в обоих случаях имеем точно /г+ 1 точек. По теореме 6.1
существует многочлен и*г (/), удовлетворяющий условию

и;(Г)=о(Г).

«; &о) = °. FЛЗ>

«; (Г) = о,

где |' принадлежит множеству F.11), а ?" — множеству F.12).
Легко доказывается, что коэффициенты {ар(е)} из соотношения

п

М0 = 2<М8)М0

равномерно ограничены. Это является следствием того факта, что
us(t) по теореме 6.1 заключен на интервале (/л + е, tJ между О
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и Q(t). Следовательно, мы можем ограничить многочлены ue(t) в
п + 1 заданных точках. Теперь для решений с коэффициентами
{<Xj (e)}g следует, что они равномерно ограничены по е. Переходя к
предельному многочлену и* (t) (при е ->¦ 0) и вспоминая осцилляцион-
ные свойства ue(t)y которые описаны в теореме 6.1, заключаем, что
и* (t) обладает свойствами, описанными в п. а) теоремы.

Доказательство второй половины теоремы проводится аналогично,
единственное изменение в F.13) состоит в условии и*е* (lt) = Q(lt).

k

Следствие 6.2. Если V <о (&)>/*+1, то и*, Q—а*,а**,Q—а**

могут обращаться в нуль на открытом интервале (а, &) только
в точках |j, которые задаются в формулировке теоремы.

Доказательство. Проверим это утверждение только для
многочлена и*. Если Q — и* или а* обращаются в нуль на
открытом интервале (а, Ь) в некоторой точке, отличной от точек 1-и...
• ••>?/_! и &»•••» ?*р соответственно, то многочлен а = а* + и (в) >
> и @ > 0, ? ? [а, 6] таков, что и ий — а имеют суммарное
число нулей, равное п + 2. Однако это невозможно, так как, если мы
определяем многочлен и из F.6), как имеющий п + 1 из этих
нулей, то справедливы утверждения 1) и 2) на стр. 44, 45, и
дополнительный нуль у многочленов и или Q — а не может существовать.

В заключение подчеркнем, что интерполяционные результаты
(теоремы 6.1 и 6.2) принадлежат Крейну [1951], но
доказательства, приводимые здесь, отличаются от доказательств Крейна.
Лемма 6.1 представляет и определенный самостоятельный интерес.



Глава II

МОМЕНТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА, ИНДУЦИРОВАННЫЕ

Г-СИСТЕМАМИ, И ДВОЙСТВЕННЫЕ К НИМ

В этой главе мы исследуем моментные пространства Мп+\ (см.
уравнение A.1) ниже), индуцированные чебышевской системой
{ttjg. Это пространство можно охарактеризовать как наименьший
выпуклый конус, содержащий кривую, порожденную точками
(и0 (/), Ui (t), . . . , ип (/)), когда / изменяется внутри интервала
1а, Ы

По теореме Каратеодори каждая точка в Мп+\ может быть
представлена как линейная комбинация с положительными
коэффициентами по крайней мере из п + 2 точек этой кривой. В случае
Г-систем мы покажем, что каждая точка внутри Мп+\ имеет одно
параметрическое семейство выпуклых представлений, которые
включают приблизительно (п + 2)/2 точек кривой.

Будут также подробно изучены перемежаемость, свойства
монотонности и другие характерные черты этих представлений.

Мы рассмотрим также двойственное пространство Фп+и состоя-
щее из всех неотрицательных многочленов. При изучении Фп+х
будут доказаны (§ 10) некоторые теоремы, которые обобщают
классический результат, состоящий в том, что обычный
неотрицательный многочлен может быть представлен как сумма квадратов двух
многочленов.

Геометрический подход к теории моментов восходит к
Каратеодори [1907]. Он в особенности исследовал природу области
коэффициентов для множества аналитических функций, определенных
в единичном круге с положительной вещественной частью. Приемы,
связанные с выпуклыми множествами и выпуклыми конусами,
играли существенную роль в этих исследованиях. Важную роль
играли также хорошо известные для случая /г-мерного евклидова
пространства теоремы относительно числа слагаемых в
представлении точки в выпуклой оболочке ее через множество крайних
точек.

Геометрическое изучение обобщенных моментных пространств,
индуцированных Г-системами, было систематически развито в
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классической работе Крейна [1951]. Независимо и одновременно
Карлин и Шепли [1953] разработали геометрию приведенных мо-
ментных пространств, т. е. моментных пространств, порожденных
специальной Г-системой {1, /, /2, . . . , tn). Точка зрения и методы
Карлина и Шепли, с одной стороны, и Крейна, с другой, сходны
и являются первоначальным источником для большей части
материала этой главы.

Некоторые обобщения упомянутого геометрического подхода
на случай общих систем (не обязательно Г-систем) и на случай
бесконечномерных пространств были даны Рогозинским [1958].
Другой исключительно плодотворный вариант этой теории с
большим числом приложений к классическому анализу можно найти
у Розенблюма [1951].

Классическое в аналитическом духе изложение обычных
моментных пространств, неравенств для моментов, доказательства
существования решения проблемы моментов и т. д. дано у Шохата
и Тамаркина [1943] (см. также приведенные там ссылки) и у Ахие-
зера и Крейна [1962]. Эти две последние работы очень полно
изучают задачу об определенности или неопределенности проблемы
моментов. Последняя оказывается тесно связанной с
исследованиями граничных задач для дифференциальных операторов второго
порядка. Случай моментов является по существу дискретным
вариантом этой теории. Превосходное изложение этого аспекта
теории моментов содержится в книге Ахиезера [1965]. Здесь методы
гильбертова пространства используются красиво и удачно.

§ 1. Определение и общая структура Мп+\

Пусть {ut}% — чебышевская система на интервале [а, 6]. Момент-
ное пространство Мп+\ по отношению к {ajg образуется
следующим образом:
Мп+\ = {с =¦ (с0, сь .»,, сп) 6 RnM\ct =

ь

= jM*)da(/), / = 0,1,...,/г}, A.1)
а

где a(t) принадлежит множеству всех неубывающих, непрерывных
справа функций ограниченной вариации.

ъ

Заметим, что нормировка f do (t) = 1 в определении не предпо-
а

лагается выполненной, так что Мп+\ является конусом в
евклидовом /i+l -мерном пространстве #n+1, т. е. если с?Мп+ь то
кс ? Мп+\ для всех Я, > 0.

Конус Мп+\ не содержится в м-мерной гиперплоскости.
Действительно, если /0»'i» —»*п является л+1 различным значением на
[а, Ь\ то точки с1 = (и0 (tt)f,.,, ип (tt)t i = 0,..., п) все принадле-
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жат к Мп+\ и по чебышевскому свойству эти точки являются
линейно независимыми.

Теорема 1.1. Моментное пространство Мп+\ является
замкнутым выпуклым конусом.

Доказательство. Что Мп+\ выпукло и является конусом,
п

очевидно. Покажем, что Mn+i замкнуто. Пусть и (t) = 4%9aiui (t)

обозначает строго положительный многочлен, существование которого
гарантируется теоремой 5.1 гл. I. Далее предположим limc(r) = c,

где c^ZMn+i- Тогда для некоторой константы М
п Ь Ъ

М >У c(pat = f и (*) do(') (t) > (min и (т)) f da<'> 0), A.2)
Я a °^b i

что показывает, что o^(t) имеют равномерно ограниченную
вариацию. Применяя принцип выбора Хелли и связанные с ним
теоремы непрерывности, мы получим представление

ь

ЦШС(г)=С|= [Ui{t)d0(t)y
а

где o(t) — возрастающая функция ограниченной вариации. Таким
образом, с принадлежит к Мп+\- Мы сейчас рассмотрим другую
характеризацию Мп+\. Пусть C/+i есть кривая в Rn+l, что может
быть представлено в параметрической форме следующим образом:

Сж = {yt = ("о ('). «4 @, ..., ип (t)) | а < / < Ь). A.3)

Пусть G (Cn+i) обозначает наименьший выпуклый конус,
содержащий Сп+1- Мы требуем, чтобы G (Сп+\) был замкнут и чтобы
каждое у, принадлежащее G (d+i)» могло быть представлено в форме

Yi —2M#('i). ' —0, 1 л A.4)

(lj > 0, а < tj < 6, / =- 1,..., п + 2).

Ясно, что множество Г всех векторов у вида A.4) содержится в
G (Сп+0 и вследствие классической теоремы Каратеодорих) всякий
вектор в конусе Сп+\ представим в виде A.4). Следовательно,
Г яв G (Crt+i)- Что Г замкнуто, доказывается аналогично в теореме 1.1.

В следующей теореме мы покажем, что Мп+\ = Г = G (Ci+i).
Рис. 3 показывает «разрез» Мп+ь где с0=*1, в случае ui(t) = ti>

О Упомянутая теорема Каратеодори утверждает, что каждая точка,
принадлежащая выпуклой оболочке данного множества А в евклидовом п+|1-
мерном пространстве, может быть представлена как линейная комбинация л+2
точек из А с суммой коэффициентов, равной 1.
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i = 0,1,2, и [a, b] = [0,1]. Жирной линией изображена кривая
(t, t2) или A,М2), где t пробегает интервал [0,1], и очерченная
поверхность является сечением Мп+ь получающимся для с0 = К
Соответствующее сечение для кривой (l,f,/2,/3) при ty
изменяющемся в [0, 1], изображено на рис. 4.

Теорема 1.2. Мп+\ является внутренней конической
оболочкой G (Cn+i) из Сп+\-

Доказательство. Ясно, что G (Cn+\)czMn+\- Предположим,
что с0 ? Мп+ь но c°6;?(CVt-i). Рассмотрим гиперплоскость, строго

Рис. 3. Рис. 4.

отделяющую с0 от С (Сп+\). Она существует, так как 6 {Сп+\)
является замкнутым выпуклым конусом. Иначе говоря, существуют
действительные константы аь i = 0,1,... ,п, не все равные нулю,
и действительное d, для которых
п п

2^o + d<0, 2а^ + ^>0, Тб?(Сп-и). A.5)

В частности,
п

^aikUi(t) + d>0, a<.t*?b, \>0. A.6)
/=о

Ясно, что d>0, иначе A.6) было бы несправедливо для К = 0.
Первое соотношение в A.5) может быть записано как

$(^YaiUi(t))do°(t) + d<0.
С другой стороны, интегрируя A,6) относительно a°(t) и выбирая

b

% = f do0 (t) > 0, мы приходим к противоречию. Следовательно,

Мп+\ ж 0 (Crt+i).
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Определение 1.1. Сечением Мп+\ будем называть всякое
подмножество S множества Мп+\ со свойствами: S находится в
линейном многообразии, и, если с°?Мп+\ и с°Ф0, то существует
единственное X (А,>0) такое, что Xc°?S. Сечения Мп+\ получаются с помощью

п

следующих построений. Зададим многочлен и (t) = ^а(и( О» СТР0Г0
/«о

положительный на [ауЬ]. Тогда множество всех с?Мп+ь удовлет-
п

воряющих равенству \ агсь = а > 0, определяет сечение. Мы

можем показать, что каждое сечение S может быть получено таким
п

образом. Предположим, что S лежит на гиперплоскости ^а^^а,
п

где а >0 и ^а?>0. В этом случае а > О, так как из а = О
п

следует, что *S аьиь (t) = 0 для всех t ? [а, Ь\ что противоречит
1=0
п п

предположению У^>0. Многочлен и= \ atut может тогда ис-

пользоваться для определения сечения S. Каждое сечение выпукло
и ограничено.

§ 2. Граница и крайние лучи Мп+\

Из теоремы 1.2 и уравнения A.4) мы знаем, что каждое с?Мп+\
допускает представление в форме A.4), содержащей не более п-\-2
точек кривой Сл+1- Вообще говоря, существует много таких
представлений. Мы покажем в § 3, что для Г-систем каждое с из
внутренности Мп+\ допускает представление в форме A.4), которое
включает приблизительно (п + 2)/2 точек кривой Cn+i- Однако
перед анализом такого представления внутренних точек мы
исследуем представление граничных точек Мп+\- Следующее определение
вводит важное понятие.

Определение 2.1. Индексом I (с) точек с в Мп+\
называется минимальное число точек из Сп+и которые могут
представить с как выпуклую комбинацию, причем при подсчете каждая из
точек (и0 (&),..., ип ф)) и (и0 (а),..., ип (а)) считается за
половину, a (u0(t)y..., un(f)) при а<*< Ъ — за единицу. (Смысл
вышеприведенной процедуры подсчета станет ясен позднее).

С помощью этого определения мы можем охарактеризовать
очень просто границу.

Теорема 2.1. Вектор с°?Мп+\ (с0=7^0) является граничной
точкой Мп+\ тогда и только тогда, когда I (с0) < (п + 1)/2, Бо-
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лее того, каждая граничная точка с0 допускает единственное
представление

с° = j^M^)> ' = 0,1,... ,п, B.1)

где Р<Ц^- и ^>0, /=1,2,..,,р.
Доказательство. Предположим, что с°?йШ,н-1 (с0:т^0).

Тогда существует опорная гиперплоскость к Мп+\ в с0. Она может
п

быть задана вектором {ajg и d, причем 2^^^' ^ля этих точек
справедливо неравенство

п

2^i + d>0, B.2)
л

где cg/l^-i и ^aic°i+d = 0.
/=о

Покажем, что d = 0. Это геометрически ясно, так как Л1л+1—
конус и любая гиперплоскость, которая является касательной и
опорной для конуса, должна проходить через начало координат»
Формальное доказательство проводится следующим образом. Ясно,
что d > 0, так как с = @,..., 0) ? Мп+\. Если d > 0, тсгда

2^i^<0, так как выполняется уравнение ^а^ + ^ = 0. Од-
нако, так так Яс°6^п+1 для всех А,>0, мы должны иметь

п

^ 2 a'c? + d < 0 для достаточно больших Я, что противоречит B.2).
/=0

Следовательно,

2 Wi > 0 для всех с 6 Лл+ь

2<v? = «-
Г B-3)

/=0

Теперь определим п° @ = V atut (f). Сравнивая с B.3),

видим, что и0 (t) > 0 для а < * < Ь и fa0 (/) do0 (t) = 0, где
с° = f a j (/) do0 (t). Следовательно, u° @ = 0 в каждой точке
роста о°. Это означает, что спектр а0 содержится вне носителя
u°(t).
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Таким образом, так как и0 (t) > 0, то имеем 2/ (с0) = Z (и0) (где
со

обозначение Z(u°) согласуется с обозначением определения 4.3
гл. I). Однако по теореме 4.2 гл. 1 Z(a°)<n, так что /(с°)<
<(я+1)/2. Далее рассмотрим представление с0 вида B.1), где
Т = {tj}  — корни и0 (t)y так что Т содержит п + 1 различных
точек. Так как det \\ut (t) || > 0, мы выводим, что коэффициенты %j
однозначно определяются по с0. Обратно, пусть с0 обозначает
вектор из Мп+и Для которого /(с0) < (п + 1)/2. Таким образом, с0
допускает представление вида B.1). Согласно теореме 5.1 гл. I мы
можем построить неотрицательный нетривиальный полином и0 (/),
образующийся в нуле на Т = {tj}> где tj соответствуют точкам
Сп+и входящим в представление B.1). Ясно, что коэффициенты
полинома и0 (t) определяют опорную гиперплоскость к Мп+\ в с0 и,
следовательно, с0 лежит на границе с Мп+\. Доказательство
теоремы 2.1 завершено.

Следствие 2.1. Для п > 2 граничные лучи Мп+\ предала-
вимы в форме Хс, где % > 0 и с лежит на Сп+\-

Доказательство. Согласно теореме 1.2 мы имеем Мп+\ =
= G (Сп+\), так что достаточно провести опорную гиперплоскость
к Мп+ь которая касается только вдоль луча (ku0(t),... ,Xun(t)),
А,>0, t фиксировано. Если t?(ayb), то мы применяем теорему 5.1
гл. I, которая утверждает существование неотрицательного
многочлена и с единственным нулем в t. Заметим, что нам необходимо,
чтобы п > 2, так как Z (и) = 2 < п. Коэффициенты этого многочлена
дают нужную опорную гиперплоскость1). Если t = а, то
существует неотрицательный многочлен, обращающийся в нуль в граничной
точке а и, возможно, в другой граничной точке t = b.
Предположим теперь противное, что (и0 (а),..., ип (а)) не принадлежит
граничному лучу. Тогда

("о И,.» • ип (а)) = ас»> + A - а) с<2>, B.4)

где точки сA>, сB> и (и0 (а),... ,ап (а)) лежат на различных лучах.
Если о{ и а2 —меры, соответствующие с*1) и сB), тогда их
объединенный спектр должен содержать точки открытого интервала (а, Ь).
При этом условии мы приходим к противоречию, так как, согласно

О = и (а) = a f и doi + A — a) f и dov
а а

в то время как многочлен и не обращается в нуль на (а, 6).

1) Мы будем часто говорить об опорном многочлене, подразумевая, что
коэффициенты многочлена определяют опорную гиперплоскость в /1п+у
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§ 3. Внутренность Мп+\

Определение 3.1. Значения t^ входящие в представление

c? = 2Mi@). * = 0, 1 л, ^>0, 1</<р, C.1)

называются корнями представления. Мы также иногда будем
говорить, что с0 содержит tu . . . , tp. В записи C.1) мы будем всегда
подразумевать, если не оговорено противное, что {tj} расположены
в возрастающем порядке. Возрастающую функцию а, которая
изменяется только в точках {tj} с относительными весами Xjy
назовем ассоциированной мерой представления. Индекс множества
T = {tu • • . , tp) определяется как число, получающееся при
подсчете внутренних точек с весом 1 и граничных точек а к b с весом
1/2. Индексом меры а, порождающей с0, мы будем называть индекс
ее корней в представлении C.1). (Заметим, что имеется некоторое
совпадение между определением 3.1 и определением 2.1.)

Относительно представления внутренних точек Мп+\ мы имеем
следующий важный результат.

Теорема 3.1. Пусть с0 — внутренняя точка Мп+\. Для
каждого t*, а < t* < ft, существует представление

^ = 2^^ / = 0,1,..., я, ^>0, /=1,2, ...,р,
/=1

с индексом (п + 1)/2 или (п + 2)/2, которое содержит точку t*.
Доказательство. Рассмотрим сечение S„+i множества Мп+\

такое, что с0 — внутренняя точка в S/»+i (внутренность
рассматривается относительно линейного расширения Sn+i). Проведем прямую
L из c*(XuQ(t*)9 ... ykun(t*)) в Sn+\ через с0, где значение к опре-
деляется таким образом, чтобы c*?Sn+i- Пусть с=^=с* будет второй
точкой Мп+и гДе L пересекает границу Мп+\ в Sn+\- Ясно, что

с° = ас+A — а) с* C.2)

для некоторого а @<а<1). Более того, /(с)равно(п— 1)/2или
я/2, ибо в противном случае /(с0) < (п + 1)/2, что приводит к
тому, что с0 принадлежит границе Мп+и в противоречии с
предположением. Требуемое представление получается из C.2).
Представление с0, даваемое теоремой 3.1, с индексным значением (п + 1)/2
или (п + 2)/2, является единственным для любого заданного **,
а < t* < Ь.

Доказательство этого факта откладывается до обсуждения
результатов теоремы 3.2.

Определение 3.2. Пусть с0 — внутренняя точка Mn+i>
Представление для с0 с индексом / (с0) = (п + 1)/2 называется
основным, а всякое представление с индексом /(с0) <? [п + 2)/2 —канониче-
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ским. Каноническое или главное представление будет называться
верхним, если оно содержит конечную точку Ь, и нижним в
противном случае.

Теорема 3.1 утверждает, что для всякого с0 ? Int (Мп+\)
существует каноническое представление, содержащее произвольную
заданную точку t* с положительным весом. Мы покажем, что
только два из этих представлений являются основными, одно из
них — верхнее, другое — нижнее.

Замечание 3.1. Если мы прибавим к Г-системе {ujg другую
функцию ип+\ (t) такую, что {иi}n+l образует снова Г-систему, то
каноническое представление с индексом (п + 2)/2 внутренней точки
(eg, е°,... , е°) будет соответствовать основному представлению точки
(eg, с°{, ..., с°, сп+1) при всяком е„+1. Верхнее и нижнее основные
представления (eg, е°,..., с°) с индексом (п + 1)/2 соответствуют
однозначному представлению верхнего и нижнего граничного значений
величины Cn+i (см. § 6).

Случай I (л = 2/я). Имеется по крайней мере два основных
представления; опишем их, классифицируя по корням.

Первое основное представление получается при применении
построения теоремы 3.1 с /* == а. Так как всякая точка &М,п+\ имеет

индекс, меньший (п + 1)/2 = m + 1/2, то мы должны иметь / (с) =

= т в C.2). Также представление с не может содержать й, так как

иначе / (с) не целое. Итак, для /* = а представление C.2) имеет
индекс т + 1/2, и, следовательно, является главным. Второе
главное представление получается аналогично при t* = b. В итоге
для с0 6 Int Mn+i существуют ровно два главных представления
с корнями

а = /;<^<...<с+1<*,
C.3)

s;<s;<...<s;+1 = &.
В соответствии с определением 3.2 главное представление,
содержащее Ь, называется верхним, а другое главное представление —
нижним. Эти названия будут обоснованы в § 6 (см. также
замечание 3.1).

Случай II (п =* 2т + 1). Придавая /* значение а, мы
получаем основное представление, которое автоматически также

содержит Ь, так как здесь мы имеем / (с) = т + 1/2. По
определению это представление является верхним основным
представлением и его корнями являются

a = s;<s;<...<s;+l<s;+2 = 6. C.4)
Другое основное представление строится иначе. В этом случае мы
рассмотрим часть кривой d-н» именно Сп+\ (d) = {vt = (ut (t),...
...»un (t)) | d < t < 6}, и обозначим Mn+\ (d)> d >a, выпуклый конус,
натянутый на кривую Сп+1 (d). Мы утверждаем, что существует
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d! >я, для которого с°?<$Мп+\ (d')- Если это не так, то мы можем
разбить (а, Ь) на два непустых открытых множества Ai (J Л2, где
А{ = {d | с0 6 Int Лл+i (d)} и Л2 = {d | с0 6 Лл+i (d)}. Таким образом,
получается противоречие, так как открытый интервал (а, Ь) —
связное множество. Следовательно, с0 ? $Мп+\ (d') для некоторого
d'?(a,b). Но из c°?0Mn+\(d') и c°6Int./Mrt+i по теореме 2.1
вытекает существование представления с индексом т + 1/2
относительно [d', 6], которое не содержит Ь. Таким образом, d! входит в
представление. Относительно интервала [а, Ь] это представление
имеет индекс т + 1 и корни

<;< s <-..< с»., <° <';.?»<*)• <3-5>
Нижнее главное представление таким образом определено.

Мы будем обозначать меры, индуцированные верхним и
нижним представлением, через а и а соответственно. Следующие две
теоремы показывают, что имеется только два главных
представления, и выделяют связи между корнями этих представлений.
Более точно, мы анализируем связи между корнями двух
независимых канонических представлений. Нам будет нужна следующая
лемма.

Лемма ЗЛ. Пусть c°?lntMn+u и пусть о* и а — две раз-
личные меры, удовлетворяющие условию f utuo* = Г utda = c°t, где
о — каноническая мера, т. е. о имеет индекс (п+1)/2 или
(п+ 2)/2. Тогда для каждой пары точек tj, tj+u в которых
сосредоточены массы меры а, существует точка роста меры а*,
лежащая в открытом интервале (tjt fy+1). Если о имеет индекс
(п+ 1)/2, то это остается справедливым при условии tj = a или
tj+\ = Ь.

Доказательство. Пусть tj9 tj+x — два последовательных
корня а. Если а имеет индекс (п + 2)/2, то будем считать, что
корни расположены на открытом интервале (а, Ь), а если а имеет
индекс (п + 1)/2, то тогда будем допускать, что один из них лежит
в конечной точке. Если о не растет внутри (tj, tj+\), то мы
построим, согласно теореме 5.2 гл. I, полином

КО, *€Pj, */+i].
обращающийся в нуль на (а, Ь) только на корнях а. Заметим, что
tj и //4-1 являются узловыми корнями. Ясно, что

0= J и (<)(** —da) = jw(/)da* =
= ^u(t)do* + J u(f)do*>0. C.6)

Соотношение C.6) возможно только в случае, когда а* изменяется
только в корнях а. Но а имеет менее чем п + 1 корней (п > 1)
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и, следовательно, а и а* совпадают, что противоречит условиям
леммы. Отсюда вытекает, что а* изменяется на интервале ((,-, tj+x),
что и нужно было показать.

Следствие 3.1. Для каждого с0 6 Int Мп+\ существует
ровно два основных представления. Между каждыми двумя корнями
одного представления лежит ровно один корень другого.

Доказательство. Мы уже выделили два основных
представления а и а для каждого c°?IntMn+\- Корни этих
представлений должны строго перемежаться (по лемме 3.1).

Предположим, что существует другое главное представление,
отличное от двух уже построенных. Если п нечетно, скажем
n = 2m+l, и это представление имеет т + 1 внутренних корней
а < t\ < *., < t'mM < 6, то эти корни должны лежать между
корнями C.5). Не теряя общности, мы можем предположить, что
f{ < t*. Мы построим нетривиальный полином и с неузловыми
нулями в t\, i = 2,... , m + 1, и узловым нулем в t\ и такой, что
и (t) > 0 для t^t\. Тогда 0 = Г и do — f и do = f и do > 0, что
абсурдно. Во всех других случаях представление о должно
содержать один или оба конца а и Ь. Так как а и b являются корнями
а и а, то, следовательно, существует два главных представления,

имеющих по крайней мере одну из граничных точек. Мы сразу же
придем к противоречию, используя лемму 3.1, если сравним корни
этих двух представлений.

Теорема 3.2. Пусть c°6lnt^(rt+1. Рассмотрим два различных
представления о' и о" точек с0 с индексом не большим, чем
(п + 2)/2, корнями которых соответственно являются {fy? и {f\}^
/п. е.

c°i = 2 XiUi ('/} = II ty* (Ф* *' = 0, 1, ..., п. C.7)
Тогда

п + 2

] < р, q < п+2 + 1

([г], как обычно, обозначает целую часть г). Корни {f)p и {t")p в
(а, Ь) строго перемежаются и могут быть одной или обеими
граничными точками а и Ь. Более того, если t\ — t"{ = а, то К{ ф^[
и А/ > А," тогда и только тогда, когда t'2 > fr Аналогично, если
t'p = f = Ь, то А/ Ф АГ и к'р > X" тогда и только тогда, когда

Доказательство. Соотношение C.8) легко
устанавливается проверкой различных ситуаций, которые могут возникнуть,
когда п четно и нечетно.

Чтобы показать, что внутренние корни {t')p и {f^ строго
перемежаются, мы разберем возможные случаи сначала для п не-
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четного и затем для п четного. Во всех случаях число внут^нних
точек среди {t'f}p и {f^ отличается, самое большее, на единицу,
так что корни должны строго перемежаться (по лемме 3.1).
Заметим, что случай, когда оба представления главные, был полностью
разобран в следствии 3.1. Мы теперь допустим, что индекс о§
равен (п + 2)/2 и что t\ = /j = а, Если а" имеет индекс (п + 1)/2,
то тогда (по лемме 3.1) t">t\ так что о должна иметь точку
роста Ъ (f, Q. Если а" также имеет индекс (п + 2)/2, то мы можем
предположить без потери общности, что f2 > t'2. Мы можем
построить на основании теоремы 5.2 гл. I нетривиальный многочлен,
имеющий узловые нули в t'2> а также в конечной точке 6, если
fp = by и неузловые нули в других t'i% / = 3,..., р. В обоих случаях
п = 2т или п=2т + 1 этот многочлен имеет точно п нулей, если мы
считаем неузловые нули дважды и узловые один раз. По теореме 4.2
гл. I многочлен обращается в нуль точно в точках tj} j = 2,,., ,р, и
мы можем задать и (а) = — 1. Мы то да имеем

и'2м

Требуемое неравенство Х'{ > A,j следует из того, что

j udo">0,
[t2,b]

С помощью аналогичных соображений доказывается f = t'p = b.
Следствие 3.2. Пусть с06 IntМп+\> тогда для всякого /*,

а < t* < 6, существует единственное каноническое представление
с0, содержащее t*. При особом выборе t* каноническое
представление оказывается основным.

§ 4. Экстремальная характеризация канонической меры

Каноническое представление может быть охарактеризовано о
точки зрения экстремальных задач. Пусть c°6lnt^+i. Мы опреде-

п

лим функционал % (и) = V с* at для всякого полинома и (t) —
п

= У atut (f). Рассмотрим следующую задачу. Определим полином,

доставляющий минимум

(/0 фиксированно, а < f0 < Ь)% где ^n+i обозначает множество всех
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неотрицательных многочленов и S (и)/и (t0) считается равным + «>>
если u(t0) = 0. (Мы пишем минимум в D.1), так как ниже будет
показано, что нижняя грань достигается.)

Ясно, что если с° = f ut (t) do (t), i «= 0,,., , ny то тогда для
h6#Wi имеем

S (и) = J и (t) do (t) > о ({t0}) и (t0), D.2)
где o({t0}) обозначает меру множества, состоящего из точки. Это
показывает, что

inf ТТ7Т > SUP ° Wo»» D.3)

где верхняя грань берется по множеству всех мер,
представляющих с0, т. е,

К (с») = {а | с?= J uf da, i = 0, 1, ... 9n). D.4)
Пусть ot0 есть мера единственного канонического (или главного)

представления с0, которое содержит t0 для tQ?(ay 6), и главного
представления, содержащего t0t когда *0 = а или / = Ь.

Разбирая различные случаи для п четного и нечетного, мы
видим, что можно, согласно теореме 5.1 гл. I, построить
многочлен и*?#>п+ь который обращается в нуль на всех корнях а*0,
кроме точки t0 и такой, чтои*(/0)>(Х Для этого специального
многочлена имеем

TF«3"eaWo>)
и, сравнивая с D.3), мы видим, что

IFluT > inf ТШГ > ^Р ° Wo» > *. ({'о».

Следовательно,

p('o) = <M(U) = шах а0({М).
a€V(c°)

Более того, из D#2) ясно, что нижняя грань в D.3) достигается,
только если и обращается в нуль во всех корнях а*0, исключая t0.
Если *0 не внутренний корень одного из главных представлений,
то многочлен и* имеет п нулей, если считать неузловые нули дважды
и узловые нули один раз, т. е, Z(u*) = n. Если {txjg является
?Т-системой порядка 2, то многочлен и*, доставляющий минимум
в D,1), является однозначно определенным с точностью до посто-
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янного множителя. Если t0 — внутренний корень основного пред-
ставления, ToZ(a*) = n—1. В этом случае, если мы ограничим
рассмотрение множеством #>п всех неотрицательных многочленов,
построенных по {^Jjp1, то и* является однозначно определенным,
если {и^-1 является ?Т-системой порядка 2.

Итоги предшествующего анализа мы подводим в следующей
теореме.

Теорема 4Л (Крейн [1951]).
(a) Пусть с0 ?lntMn+u тогда среди всех o?V(c°) единствен-

нал мера, обладающая максимальной массой p(t0) в точке t0,
является канонической мерой ot0, имеющей скачок в t0, при условии,
что tQ?(a,b) (см. следствие 3.2), и основным представлением со
скачком в tQ, когда tQ = а или Ь. Более того, р (*0) может быть
вычислена по формуле D.1).

(b) Пусть {ut}n будет ЕТ-системой порядка 2 и предположим,
что t0 не является внутренним корнем главного представления с0.
Тогда многочлен а*?^п+ь нормированный так, что и* (t0) = I,
доставляющий минимум в D.1), однозначно определяется условием,
что и* обращается в нуль в корнях а*0, исключая tQt

Если t0 является внутренним корнем главного представления
и {ui}*-1 является ЕТ-системой порядка 2, то и* (удовлетворяю-
щий и* (f) = 1 и доставляющий минимум в D.1)) однозначно
определяется в Фп — множестве всех неотрицательных многочленов,
построенных по {«Ло-4*

§ 5. Свойства непрерывности канонического представления

Пусть с0 = (eg, с°{, с°2,..., с°п) 6 Int Mn+i* Ниже обсуждаются
результаты для случая п = 2т и формулируются без доказательства
соответствующие утверждения для случая п = 2т + 1.

Рассмотрим два главных представления с0, описываемые их
корнями:

a = fx<t\< ... < С+1 (нижнее), E.1)

s\ < s*2 < - < s;+1 = b (верхнее), E.2)
где

';<s;<Ch<s;+i (/=1> 2—>m)- <5-3)

Приведем утверждение, обратное тому, что корни в главных
представлениях с0 перемежаются, как в E.3).

Теорема 5.1 (п = 2/п). Пусть два множества точек вида
E.1) и E.2) удовлетворяют E.3). Тогда существует единственный
луч ta°, c06lntyMrt+i» такой, что два главных представления с0
имеют корнями E.1) и E,2), Аналогичное утверждение
справедливо для п = 2т 4- 1.

61



Доказательство. Пусть {rk}nk+\ = {t* }Дl (J{s* J™*1 и эти
точки расположены в возрастающем порядке. Рассмотрим систему
из п + 1 уравнения с п + 2 переменными {afe}??f

2а^* (гь)=° l=°>- •п- <5-4)

Матрица ?/ =||^ (rft) цимеет ранг л + 1, и компоненты
единственного решения E.4), с точностью до постоянного множителя,
пропорциональны алгебраическим дополнениям, полученным
вычеркиванием одного из столбцов и. Так как {иг} составляет 7-систему,
мы заключаем, что ak строго различны по знаку. Зафиксировав
нормирующий множитель, мы можем записать E.4)" в форме

т-\-\ m-f-1

2 ц ut Vf)= 2а*Ui {Sj)' l=°*1 • - ¦п" E-5)

где К* > 0, а* > 0 (/ = 1, 2, ..., т + 1). Компоненты вектора с0
тогда равны величинам из E.5). Ясно, в силу теоремы 2.1, что
с0 — внутренняя точка в Мп-ы*

Замечание 5.1. Для фиксированного сечения S
множества Мп+\ доказанная выше теорема утверждает, что существует
взаимно однозначное соответствие между парами строго
перемежающихся корней E.1) и E.2) и Int S. Тот же самый результат
справедлив для п нечетного, если мы возьмем корни C.4) и C.5).
Легко показать, что это соответствие непрерывно в обе стороны.
Если и0 (t) э= 1 и мы зададим сечение S = Мп условием, что
с°=1, то, как будет показано в гл. III (см. теорему 2.1 гл. III),
веса {Ц}™+1 и {а*}^1, соответствующие E.1) и E.2) для данной момент-
ной точки с 6 Int Мп, удовлетворяют условию

k k fe-fi

°<2x/<2fl/<2A'/f ^==1>->m
/=i /=i /«l

(m-H m-fl \

2Ч-2Ч-1)-
Можно также показать, что написанные выше неравенства определяют
единственную моментную точку с ? Int Мп со свойствами, что
{К* }™-Н и {а* }™+1 являются весами нижнего и верхнего главного
представления с (см. Карлин и Шумейкер [1966]). В дальнейшем
мы начнем изучать свойства непрерывности канонической меры. Для
этой цели введем интервалы

/i = (*;,s;), /=1, 2,...,т+1,
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Рассмотрим l^Ji- Мы хотим более полно описать природу корней
(МШй1 канонической меры 0|.

Теорема 3.2 о взаимном расположении, примененная к
множествам E.1), E.2) и {tt (|)}, означает, что tt (Q? Jiy i = 1, . . .
. . . , m + 1 (tt (I) = |). Более того, из критерия единственности
вытекает, что когда ? пробегает Ji непрерывно и монотонно слева
направо, то tt (?) изменяется на J{ непрерывно и монотонно слева
направо. Конечно, корни канонической меры являются
непрерывными функциями любого из них при непрерывном его изменении.

Далее рассмотрим ^ в /Ci. Снова, так как корни перемежают
множества E.1) и E.2), и, имея в виду, что каждое I
принадлежит к некоторой канонической мере ag, мы находим, что

'о©=*. ti®=l tt®eKi, 1 = 2,...,т

'«+¦© = *.

Снова, на основе единственности канонической меры и теоремы
3.2, выводим, что, когда ? пробегает К\ непрерывно слева направо,
tt (I) пробегает Kt непрерывно слева направо. Вес А,0 в t0 (Е) = а
представления возрастает монотонно от нуля к максимальной массе
р (а), вто время как вес А,т+1 в /w+i (?) = Ъ уменьшается непрерывно
от р (Ь) до нуля.

Непрерывность tt (?) как функции ? также ясна из
геометрических построений теоремы 3.1. Что веса изменяются непрерывно,
становится очевидным, когда мы представим их как решение
неособой системы линейных уравнений, у которой коэффициенты
матрицы изменяются непрерывно и она остается неособой.
Монотонность вытекает из единственности.

В случае п = 2т + 1 мы сформулируем результаты без
доказательства.

Два основных представления имеют вид

';<<;<.-.< C+i (нижнее), E.6)

а = s\ < s2 < - < Сц < sm+2 = b (верхнее), E.7)

и s;</;<s;+1, /=1,2, ,,.,/n + i.
Рассмотрим интервалы

Ki = (s*1t*i)i /= 1,2,... ,m+ 1,

</*=(';>*;+,)> /=l,2,.„,m+l.

Для каждого KzKt каноническая мера а^ имеет корни **(?N#*>
i = 1, 2,..., т + 1 и tm+2 A) = b. Корни пробегают непрерывно и
монотонно эти интервалы. Более того, веса А,т+2 в tm+2(Q = b в
представлении с0 изменяются непрерывно от р(Ь) до нуля.
Аналогично для ? 6 Jt каноническая мера о^ имеет корни t0 (?) = а.
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'i (I) = 5 и U (Ю 6 Л (* = 2,... ,m 4- 2), которые изменяются
монотонно и непрерывно на этих интервалах. Более того, вес ^0 в
*о(%)— я увеличивается непрерывно от нуля до р(а). Заметим, что
/(-интервалы всегда связаны каноническим представлением с точкой 6.

§ 6. Иной подход к каноническим мерам
и одномерным сечениям

Все изложение в §§ 2—5 следует Крейну [1951] и Карлину и
Шепли [1953] с некоторым изменением порядка и отдельными
усовершенствованиями. Общее определение важного понятия
канонических мер дается следуя Крейну [1951]. Разумеется,
канонические меры, связанные с моментной точкой, родственны в
классическом случае понятию «квазиортогональных многочленов»
(см. гл. IV), которые играют важную роль при изучении проблемы
моментов. Характеризация максимальной массы в § 4 следует
Крейну. То же справедливо для обсуждения свойств
непрерывности канонических мер. То, что непрерывность свойственна
мерам, следует ожидать ввиду единственности характеризации
канонических мер. Теорема 5.1, по-видимому, является новой.

В этом параграфе дается геометрическая интерпретация
канонических мер, причем изложение близко к изложению Карлина
и Шепли [1953].

Определение 6.1. Каноническое представление назовем
верхним, если его корни принадлежат {Kt}- Интервалы Kt и Jt
будем называть верхними и нижними каноническими интервалами
соответственно. Это совпадает с нашей предшествующей
терминологией (см. определение 3.2).

Мы укажем другой метод конструирования канонических мер,
соответствующий случаю, когда Г-система {ut}^ может быть
расширена до Г-системы из п + 2 функций

Щ (/),   @,..., ил @, ип+х (t) = Q (/). F.1)

Моментное пространство, введенное F.1), обозначим через Мп+\»
Пусть с0 = (eg, c°v ..., с°) принадлежит Int Мп+\-
Определение 6.2. Интервал R(c°) есть множество величин

J Q@ da @ (oeV(c% F.2)
а

образованное в результате изменения а в множестве всех мер,
представляющих с0. Этот интервал будем называть одномерным
сечением.

Нетрудно доказать, что R(c°) ограничено. Мы представим
интервал в форме

Я(с°) = {т: V<Y<V}. F.3)
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Очевидно, с = {с°0, с°,,. t . , с°, у} и с = {c°Q, с°, ..., cj|, 7}
являются граничными точками и, следовательно, каждая допускает
единственное представление с индексом, меньшим чем (я+1)/2
(согласно теореме 2.1). Индекс каждой точки есть (п+ 1)/2, ибо в
противном случае предположение, что с0 находится в Int^fn+i»
привело бы к противоречию. Так как c°?lntMn+u то она имеет
в точности два различных представления с индексом (п + 1)/2 так,
что интервал F.3) не может выродиться в точку. Поэтому с
отлично от с. Представление сие приводит, очевидно, к двум
различным главным представлениям, связанным с с0. Мы докажем,
что с соответствует верхнему (с — нижнему), т. е. представление с
включает точку Ь. В этом случае пусть {s*, а* }?{, и {/* X* }г
означает корни и веса, входящие в представление сие

соответственно. Так как представления сие являются главными для с0, то
мы знаем (следствие 3.1), .что множества {t*} и {s*} разделены
так, что их объединение содержит в точности п + 2 точки. Более
того, Ъ входит в одно из этих представлений.

Теперь мы имеем

0-е? —с0-2а;а,(^) —^XJa!^;),
/-1 /=1

F.4)

i = 0, 1,... ,/г.

Мы можем записать F.4) в форме

п+2

0= 2а*мгь)> *«"(>, 1,..., л,
Л=1

/г+2
F.5)

k=l

где {rk} обозначает объединение {t*} (J {s* } точек, расположенных
в порядке возрастания, и ак являются соответствующими
коэффициентами, Решение F.5) дает

/0, 1.....П Ч

an+2 = (V-V) /о, 1,...,я+Т\ >0,
\/ » / » ••• » ^-{-2 /
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Это неравенство имеет смысл, только если ап+2 = а*, и поэтому
гп+2 = s* = 6, как и ожидалось.

Название главных представлений верхним и нижним основано
на геометрическом факте, что верхнее связано с с, а нижнее — ее,
когда на самом деле у > у.

Каноническое представление с0 связано с F.3) следующим
образом. Для каждого у (v< 7< V) мы рассмотрим

c(Y) = (^^...,^TNlnt^+2. F.6)

При этом в Мп+2 существует два главных представления
с (у), т. е. представления с индексом (п + 2)/2. Они, разумеется,—
различные канонические представления с0, одно из которых
является верхним, а другое нижним (см. определение 6.1).

Мы легко вывели, что когда у пересекает R (с0),
соответствующая пара главных представлений, относящихся к Мп+2* покрывает
набор всех канонических представлений с0 непрерывным образом.

Проведенный выше анализ позволяет параметризовать
интервал R (с0) следующим образом.

Теорема 6.1 (Крейн [1951], Карлин и Шепли
[1953]). Пусть с°? lntJAn+i> и пусть I является замыканием одного
из верхних или нижних канонических интервалов. Тогда
каноническое представление ot (главное, если t = а или Ь) индуцирует
непрерывное взаимно однозначное отображение у (t) интервала I на
интервал R (с0), определяемое формулой

ь

y(t)=i^un+l(x)dot(x).
а

Функция y(t) возрастает на I = Jt и убывает на I = К и

§ 7. Двумерные сечения

В этом параграфе мы полагаем, что {wjg+1 является такой
системой функций на интервале [а, 6], что {щ}* есть Г-система
для ft = n, /г+1, п + 2. Для фиксированной моментной точки
c°?lntMn+\ мы рассмотрим множество

Г(с°) - (<?„+„ сп+2) \ct= J utdo, i = n + 1, n + 2, a6 V(c°)L

Множество Г(с°) будем называть двумерным сечением. Аналогично
тому, как это сделано в теореме 6.1, рассмотрим, в какой связи
находится множество Г (с0) с теми мерами o?V(c°), которые имеют
индекс (п + 3)/2,

S6



Пусть fx и t\ (t°[ < $ являются двумя последовательными
корнями верхнего главного представления о точки с0 и для каждого
? 6 (tu $) Р (О является массой в f канонической меры ot точки с0.
Определим двумерное множество

B = {{t\X)\t't{tltl), 0<А,<р(/')}.
Теорема 7.1. Для каждого (/', А,) ? 5 существует

единственное представление o(t\t\X) для с0, имеющее индекс (п + 3)/2 и
включающее конечную точку b и точку V с весом X. Отображение
ф: В-^Г(с°), определяемое соотношением

ф(*'Д) = (сл+1, с+г),

где cfe = [uk (t) do (t\ t\ X), k= n+1, /2+2, взаимно однозначно, не-
a

прерывно и покрывает внутренность области Г (с0).
Замечание 7.1. Можно ожидать, что возможно следующее

обобщение теоремы 7.1 на сечения более высокого порядка.
Предположим, что функции и0, ии ..., ип, ип+\>..., ип+т таковы, что
каждая система {щ}* для k = п, п+I,... ,п + т является Г-системой.
Для фиксированной с0 ? Int Мп+\ положим

Гт (с0) = 1(Сп+и - . Сп+пд I ci = j М<*,

t = n+l,...,n + m, a6V(c°)|.
Теперь естественно задать вопрос, может ли множество Гт(с°)
быть параметризовано при использовании мер a 6 V (с0) индекса
(/я + /г + 1)/2. Это справедливо, но оказывается, что
соответствующее множество В очень трудно описать в обозримой форме.

Доказательство теоремы 7.1. Для каждого %? @, р (/'))
точка

(с;,..., <) = (eg, ..., с») -X(в, (Г),..., ып (/')) G.1)

лежит во внутренности Мп+\ и, следовательно, принадлежит
верхнему главному представлению, включающему точку Ь. Это
представление не может включать /', так как в противном случае при
переносе члена Х(и0 (/')»•••» ип (/')) в левую часть G.1)
получающееся представление (с°, ... ,с°) имеет индекс (л+1)/2, включает
точки 6 и /' и отличается от а. Это невозможно в силу
следствия 3.2.

Перенося второй член, получаем представление (eg,... ,с?)
индекса (п + 3)/2, включающее конечную точку b и точку /' с весом
%6 (О, Р (О)* Мы обозначим соответствующую меру через o(t;t\K).
5* 67



Существует только одно такое представление, ибо если бы было
два, мы могли бы получить два верхних главных представления
(с;, ...,<) из G.1).

Для окончания доказательства мы ограничимся случаем /г=2/п-[-1.
Случай четного п может быть рассмотрен аналогично. Полагая, что
а = s\<is*2<Z ... < s^+1 < s^+2 = Ь являются корнями а, как это
полагалось в E.7), видим, что любое представление с0 индекса
(п + 3)/2, содержащее конечную точку Ь, необходимо имеет корни
а = ^1 < s2 < • • • < sm+2 < sm+з = &t которые перемежаются с
корнями а, т. е, имеем

а < s2 < s*2 < s3 < ... < s;+1 < sm+2 < b. G.2)
Это следует из леммы 3.1.

Отображение ф, следовательно, является «отображением на»,
ибо любая точка (с°0,... , с°+2) 6 Int Мп+& имеет верхнее главное
представление а' индекса (п + 3)/2, содержащее единственный
корень ? из интервала (t°u tl). Соответствующий вес X должен быть
меньше чем р(/) ввиду характеризации p(t') как максимальной
массы, принадлежащей каноническому представлению оt> (см. § 4).
Так как представление индекса (п -\- 3)/2 с весом X в /' и весом
в b единственно, как было показано, представление а' должно
совпадать с a (t\ f Д).

Отображение ф — взаимно однозначное; это следует из того,
что при ф (f, X) = ф(/",X) = (сп+{, сп+2) с необходимостью о (t; ?Д) =
= а(/;ГД), так как (eg,... , с°, сп+и сп+2) имеет единственное
верхнее главное представление. Вывод этот, однако, несостоятелен, так
как любое представление точки (с0, ...,сп) индекса (я + 3)/2,
имеющее вес в точке Ь, имеет единственный корень в интервале (/?, tl).

Непрерывность ф доказывается следующим образом. Если
(t{n\X{n))-+(tf Д), то требуется показать, что a(t\tin\X{n)) сходится
к o(t\t'yX). В этом случае мы выбираем подпоследовательность
o(t; *(Л,Д(Я)), сходящуюся к некоторой мере а. Из свойства
перемежаемости G.2) следует, что мера а имеет вес X в /' и имеет
индекс (/г + 3)/2. В противном случае точка с* = (cj,... , с*) в G.1)
должна была бы иметь индекс л/2, что невозможно согласно
теореме 2.1, так как с* является внутренней точкой Мп+\.
Следовательно, из свойства единственности, доказанного ранее, мы
заключаем, что a (t) =o(t;t'yX). Таким образом, каждая
подпоследовательность o(t\t{n),Xin)) сходится к а(/;^'Д), что и требовалось
доказать.

Отметим теперь некоторые дальнейшие факты, вытекающие из
приведенного выше анализа. Большинство из утверждений
получается непосредственно и не потребует детальных доказательств.

Отображение ф непрерывно на границе Г (с0) в том смысле,
что, когда X \ О, веса и корни a (t\ t\ X) стремятся к весам и
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корням представления а точки с0; и в аналогичном смысле, когда
Х\ p(t') мера o(t\t\K) стремится к канонической мере Ot>.

Область Г (с0) замкнута, ограничена и выпукла. Более того,
когда f пробегает интервал [/?, *§], канонические меры Of
отображают границу Г (с0) начиная с точки, индуцированной а', и
продолжая в направлении часовой стрелки. Для фиксированной
*'€(*1»*г)» когда вес Я изменяется от р (f) до нуля, точка (сп+ьсп+2)
движется вдоль дуги во внутренности Г (с0), которая соединяет
соответствующую граничную точку и точку, индуцированную а.

Приведенные выше доводы, в которых использовалось главное
верхнее представление, могут быть повторены с использованием
нижнего представления. Здесь рассматривается /', изменяющееся в
интервале между двумя последовательными корнями в нижнем
главном представлении а точки с0. В конструкции o(t\t',X)
используется нижнее главное представление точки (с*0, ,>. , с*), определенное
формулой G.1).

§ 8. Монотонность корней некоторых главных представлений

Пусть {щ}^ является Г-системой на интервале [a, b]9 w(t,x) —
весовая функция, которая зависит от параметра т и определяет

ь

с (т) = (с0 (т),.,>, сп (т)) по формулам ct (т) = { ut (т) w (t, т) dt. Всюду
а

в этом параграфе будем предполагать, что w(t,%) >0 для t?(ayb),
параметр т принимает значения из интервала (т4, т2) и ct (т),
i=l,...,n, конечны и непрерывны для r^fa,т2). Следующие
теоремы обобщают результат Маркова [1886] относительно
монотонного изменения нулей многочленов, ортогональных с весом w (t, т).

Теорема 8.1. Если {ut}^ является Т-системой на [а, Ь] и
w (t, т) есть ТР2 (см. определение 2.2 гл. I) для t?(a,b) и т ? (тА, т2),
то внутренние корни верхнего и нижнего главных представлений
с(т) являются неубывающими непрерывными функциями т на (ть т2).

Доказательство. Проведем доказательство только для
нижнего главного представления в случае нечетного п= 2т— 1,
так как остальные случаи рассматриваются в основном аналогично.

Пусть

S = {&,..., tm> Xi9..., Кп) | а < tt < ... < tm < ft, X, > О,

/*= 1,2, ...,m}.

Рассмотрим отображение / из S в Мп+и определяемое следующим
m

образом: ch =» ^ uh (tt) К> & = 0,1,,,>, п. Из предшествующих рас-
смотрений нам известно, что / отображает S взаимно однозначно и

69



непрерывно на внутренность Мп+\- Обратная функция f \
отображающая Int Мп+\ на S является также непрерывной. Доказательство
состоит в следующем. Пусть Нтс(Л)=с, где с и c(fe) для ?=1.2,...

fe-^oo

Ak) >i(k)содержатся в Int Д,+1. Тогда, если f (с( ') = (f, ,..., tm , л,
...Дт*), то сходимость и существование строго положительного
полинома предполагает (как в A.2)), что %{Р ограничены по k.
Непрерывность f~l теперь легко следует из того факта, что с
принадлежит Int Мп+\ и обладает единственным нижним главным
представлением.

Непрерывности f~~l доказывает, в частности, так как Cj(%)
непрерывны по <г, для т6(т1э <с2) и с (%)? Int Мп+ь что корни tt(%),
<с=1,... ,m, в нижнем главном представлении с(т) являются
непрерывными функциями т. Остается доказать, что tt (т) —
неубывающие функции.

Предположим противное, что t-h (%') > ijo (т") для некоторого /
и т1<т'<т<т2. В силу непрерывности tt (т) мы можем считать
без потери общности, что tt (%") > tio (%') для i > /0, и tt (%') <
< '/о(тЛГ) Для *</о- Ссылаясь на теорему 5.2 гл. I, определим

п

и = V а(их как многочлен, имеющий корни второй кратности в

t0 = 2~l (tj0 (%') + tj9 (г")), первой кратности в tt (г') для i < /0 и
ti(%") для i > /0. Отметим также, что многочлен w не обращается в
нуль больше нигде на открытом интервале (а, Ь) и что он
изменяется от отрицательных значений к положительным в точке t0.

Отсюда следует, что функция

является

далее

Тогда
МО*!

А(т)= \u{f)w{t,%)dt = 2 и (*,(*)) М*) (8-1)
/=1

отрицательной в %" и положительной в %'. Определим

1и@, t>t0,

Ф» = ф? @ — " @.

hi (г) = С ф| @ и/ (/, <с) df, i=l,2.

(«')-М«")М*') =
6 'о

= J Jti(s)<M<) t^(s, т') w(s, т") d/ds. (8.2)
s=tf t=a

Так как А(т")<0, ft(<t')>0, h{%)^hi(%) — ht(%) и Af (т) > 0,
t= 1,2, то заключаем, что 0< /ц (<*")< й2(ч0 и 0< K(%f)<^hl (г').
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Отсюда следует, что левая часть (8.2) строго отрицательна. Однако
правая часть очевидным образом неотрицательна, ибо ф4 (t) > 0 на
[t0, Н Ф2 @ > 0 на [a, t0] и w есть ТР2, что означает
положительность определителя в подынтегральном выражении. Мы пришли к
противоречию, которое завершает доказательство.

Более жесткие предположения относительно весовой функции
w (t> т) приводят к следующим результатам.

Теорема 8.2. Если {ut}^ является Т-системой на [а,Ь] и
w (t, т) есть STP2 (см. определение 2.2 гл. I), то внутренние корни
верхнего и нижнего главных представлений с(т) являются строго
возрастающими функциями т ? (т4, т2)

Доказательство. Мы снова ограничимся случаем
нижнего представления для п = 2т — 1 и заметим, что утверждение
о непрерывности tt (т), i = 1, . . . , m, остается справедливым без
изменения доказательства. Далее, если для некоторого т' < т" и
для некоторого / мы имеем tj (х") < tj (%') и и определяется так
же, как и выше, то можно заключить, что функция h (т) из
уравнения (8.1) такова, что h (т') >0 и А (т") ^ 0. Это сразу же
приводит к заключению, что левая часть (8.2) неположительна. С
другой стороны, S77VcBoflcTBo w (/, т) предполагает, что правая
часть (8.2) строго положительна, что приводит к противоречию,
как и при доказательстве теоремы 8.1. Поэтому мы должны иметь
(/ (т') < h (х") Для всех / ПРИ т' < %"•

Если наложить более строгое требование, что {щ}% является
ЕТ -системой порядка 2 и что

Шт('»Т) t U \ д ,. чч

— юзрастающие функции t, то мы достигнем следующего усиления
результатов теоремы 8.2.

Теорема 8.3. Если
(О (и*}3 является ЕТ-системой порядка 2 (см. определение 2.4

гл. I),
(ii) w(t, т) непрерывно дифференцируема по т,

(iii) производная у ct (т) задается равенством
ь

у^(т)= [ui{t)wx(t%4)dt,
а

и непрерывна по т,

(iv) для каждого х?(т;их2), wx(t,x)/w(t,%) является неу бываю-
ющей функцией t и не есть тождественная константа,

то внутренние корни верхнего и нижнего главных
представлений имеют непрерывные производные, которые строго положи-
тельны для т^(хи т2).
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Доказательство. Рассмотрим только нижние
главные представления для нечетного случая п = 2т — 1. Пусть /
является функцией, определенной при доказательстве теоремы
8.1, которая отображает S в Int Мп+i- Мы утверждаем, так как
и б С1, что частные производные первого порядка / непрерывны.
Действительно, якобиан преобразования / легко вычисляется и есть

(-l)[m(w+1)]/\., Дт(У* О, 1,... ,2/п —2,2т—1\
т

Это выражение отлично от нуля вследствие ?У-свойства
системы {«Jo- Используя теорему об обратном преобразовании (см. Апостол
[1957], стр. 144), видим, что Г  = g непрерывна и имеет
непрерывные частные производные.

Так как (д/дх) сг (т) непрерывна по т, то (д/дх) tt (с (%)) и
(d/dx)Xt(x) существуют и непрерывны для x?(xi9x2).

Пусть и= 4*?aiui —произвольный многочлен. Имеем

т

т т

j и (о wx (t, т) л = 2и' в(т)) *> w + 2и ft w)*v <т)-
Выбирая теперь в качестве и нетривиальный многочлен, имеющий
простые нули в //0 (т), двойные нули в tt (т) для 1Фи и
неотрицательный для t < tj0 (т), получаем

J и @ ич (*, т) Л = а' @. (т)) Ги (т) Я/в (т).
Левую часть этого равенства можно переписать в виде выражения

J«w(
wT(t, (т), т)

^('^-«Ум.х)»^))*.v /о v

которое является строго отрицательным при наших предположениях

относительно wT (/, т)/ш (/, т). Поэтому a' (t/0 (т)) ^ (т) Х/о (т) < 0 и,
так как и' (tifj (%)) должно быть меньше нуля вследствие ?Т-свойства
{iii}** и свойств и, то ff (t) > 0.

Следствие 8.3. Если {ut}^ является ЕТ-системой порядка 2
и w (t, %")lw (tt т') не убывает и отлично от константы, какими
бы ни были %' < т, то корни верхнего и нижнего главных
представлений с(т) строго возрастают по т.

Доказательство. При любых т' <<t" для функции w (t, т) ==s
= A — %)w(t, %') + *w (t, %") выполняется равенство
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так, что w (t, т) для т ? @, 1) удовлетворяет условиям теоремы
8.3. Следствие доказано.

В частном случае ортогональных многочленов Марков [1886]
(см. также Сеге [1959]) использовал результаты теоремы 8.3,
чтобы установить монотонное изменение корней многочленов Якоби
РМ) (/) При изменяющихся параметрах а и р.

§ 9. Двойственный конус tPn+i

Для данного выпуклого конуса G, содержащегося в п + 1-
мерном евклидовом пространстве, двойственный конус {?+
определяется следующим образом:

G+=*{*?l?+l\(&9c)>0 для всех с ?#},
п

где (а, с) = 2а*с*- Непосредственными рассуждениями легко про-

верить, что <?+ является замкнутым и выпуклым. Для полноты мы
включили здесь следующую элементарную характеризацию
двойственного выпуклого конуса. __

Лемма 9.1. Если G—выпуклый конус, то G = 6J+~*\ где G
означает замыкание G.

Доказательство. Из определения следует, что если cczG,

то (а, с) > 0 для всех а ? G* и eg ?++.Следовательно, G а ?++.
Замыкание # является замкну!ым выпуклым конусом и, так как

замкнуто, то GaG++. Теперь, если yg6', то существует
вектор a.?Rn+l такой, что (у, а) < (с, а) для всех с66". Так как G
является конусом, то заключаем, что (у, а) < 0 < (с, а) для всех
с?С. Следовательно, a?G+ и yg?++. Доказательство завершено.

Двойственная теория для выпуклых конусов встречается в
чрезвычайно многих областях. Для моментного пространства мы
увидим ниже, что двойственный конус может быть отождествлен
с пространством неотрицательных многочленов. Это геометрическое
толкование позволяет дать интуитивное решение для различных
экстремальных задач, связанных с многочленами (см., в
частности, гл. IX, X).

Определение 9.1. Если {ut}^ является Г-системой, то
обозначим множество всех неотрицательных многочленов и через #>n+i.

Так как каждый многочлен единственным образом определяется
вектором своих коэффициентов, мы можем отождествить ^„+1 с
множеством векторов а6#"+1, для которых

п

2 ^%Щ (О > 0 при всех / ? [а, р],
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Если а6ЛСя+ь то yy,aict>^ Для всех сб/ln+i. В частности,
/«о

п

«(/)=У а^? @ > 0, а 6 #л-н- Обратно, каждый многочлен и ? Фп+\

определяет некую точку в Мп+\- Следовательно, имеем Мп+1=Фп+\*
Так как множестю Мп+\ замкнуто, то использование леммы 9.1
дает следующую теорему.

Теорема 9.1. Если {иt}^ является Т-системой, тоМп+\=Фп+\

Следующая лемма понадобится в гл. IV.
Лемма 9.2. Если {ut}^ является Т-системой на [а, Ь]9 то
(i) с0 = (с°0,. „,, сО) ? Мп+\ тогда и только тогда, когда
п п

2 а%с\ > 0 для любого многочлена V atut ? ^Vt-ь
*~0 *=0

п

(й) сР 6 Int/|п-|-ь если и только если 2а*и'?^я+1 ^ля /са5/с"
г=0

дого нетривиального многочлена.
Доказательство. Пункт (i) леммы является простой

перефразировкой равенства Мп+\ = Фп+\* Доказательство пункта (и)
проводится следующим образом. Если

п

C°6lnt^n+1 И И@ = 2а«И*(')>0'
п п

где 2а? >0» то yFiatui(^o) >0 для некоторого t0 и можно про-
/«0 /=0

интегрировать и (t) на промежутке [а, 6] по отношению к
канонической мере с°, имеющей положительную массу в tQ, чтобы полу-

п

чить 2а*^?>°* Если с°й^Мп+ь то существует (а0,... ,an),
л л л

2 af > 0, обладающий тем свойством, что V atc9 ^ 0 и ^Sa^i > 0
i=0 i=0 *=0

для всех с ? Мп+ь В этом случае V а^ (/) > 0, в то время как
*=о

*=0

Теорема 9.2. Если {ut}^ является Т-системойу то граница
5Vfi состоит из всех многочленов и?$>п+и которые обращаются
в нуль где-либо на интервале [a, Ь\.
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Доказательство. Если многочлен и ? #>n+i обращается в
нуль в /0 6 [я, Н то ("о (У» "i Со)» — »"п('о)) определяет опорную
плоскость к fPn-|_i, содержащую а, так что и находится на границе
#>„+1. Обратное утверждение является следствием свойства,
состоящего в том, что если u(t) >0 для всех t?[ay b], то и принадлежит
внутренности Фп+\-

§ 10. Теоремы о представлении положительных многочленов

Для классических Г-систем ut(t) = t\ i = 0, 1, . . . , п на
[а, Ь] теорема Карлина и Шепли [1953] утверждает, что каждый
многочлен Ф (t) (степени я), который неотрицателен на [а, Ь] и
имеет самое большее п— 1 нулей в [а, 6], считая их кратность,
допускает единственное представление

m tn—l

а П (t - г2/-,J + Р (t - а) (Ь -1) П (/ - t2j)*,

п = 2т,
A0.1)

а('-а)П('-^J + Р(*-0П('-^1)а.

я = 2т+ 1,

где а > 0, C > 0 и а ^ /4 ^ ^2 ^ ... ^^л-1 ^Ь. Более того, Р (?)
строго положителен на [а, 6] тогда и только тогда, когда а< ^<..
,. . < /„_! < Ь. Используя этот результат, мы можем утверждать,

что для системы {^}о, определенной на [а, 6], граничные лучи 9Vh
образуются теми неотрицательными многочленами, которые имеют
п нулей на [а, 6], считая их кратность. Действительно, если Р {t)
не имеет п нулей, то представление A0.1) показывает, что Р (t)
не является граничным. Обратно, любой многочлен с п нулями
должен быть граничным, так как, если Р имеет п нулей, равенство
Р @ = Р\ (t) + Р2 (t) имеет место; когда все три многочлена
неотрицательны, то Р4 и Р2 с необходимостью имеют общие нули
с Р. При этих условиях Pi и Р2 не могут быть линейно
независимыми.

Если мы изучим равенство A0.1), например для п = 2т, то
мы увидим, что оба многочлена в правой части A0.1) имеют
максимальное число нулей (т. е. 2т), с учетом их кратностей и что два
множества корней строго перемежаются, когда Р (t) >0. В этом
случае оба многочлена проявляют максимально выраженные
осцилляции между нулем и многочленом Р (/) в том смысле, что
каждый из сомножителей обладает максимальным числом
различных нулей, и между каждой парой различных нулей и граничными
точками а и Ь они касаются многочлена Р (t) по крайней мере один
раз.

P(t) =
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Этот параграф будет посвящен построению аналога A0.1) для
общих Г-систем. Следствия, характеризующие граничные точки,
содержатся в следующем параграфе.

Кроме своего внутреннего интереса, теоремы о представлении,
рассматриваемые в этом параграфе, будут использоваться по
существу при решении некоторых экстремальных задач, в которых

6 t а

Рис. 5. Рис 6.

обобщаются неравенства Бернштейна — Маркова. Результаты
такого рода будут изложены в § 5 гл. IX.

Следующая основная теорема устанавливает для произвольной
положительной непрерывной функции существование двух
специальных многочленов, обладающих замечательными осцилляцион-
ными свойствами.

Теорема 10.1. Пусть {ut}l является Т-системой на [а, Ь],
и пусть f(t) является непрерывной и строго положительной на
[а, Ь]. Тогда:

а) существует единственный многочлен u(t)> удовлетворяющий
условиям:

(i) f(t)>u(t)>0;
(ii) и (t) обращается в нуль на множестве индекса л/2 (т. е,

Z(u) =л);
(iii) f (t) — и (t) обращается в нуль по крайней мере один раз

между каждой парой соседних нулей и (t) и по крайней мере один
раз между наибольшим нулем и граничной точкой Ъ и между
наименьшим нулем и граничной точкой а;

(iv) и ф) > 0;
(Ь) существует единственный многочлен и (/),

удовлетворяющий условиям (i), (ii), (iii) и (iv) и (b) = 0.
Общие свойства и и и отражены на рис. 5 и 6 для п = 5 и я=6.
Доказательство. Мы разберем только случай л= 2/п,

так как случай п = 2т + 1 аналогичен.
Построение полинома и в части (а) производится следующим

образом. Допустим сначала, что {ut (t)}o является ^Т-системой, и
построим для каждого g в m-мерном симплексе 2т = /| == (?о,. • ¦
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... ,Ы I h > 0,1,..., m, 2 & » b — а} полином u% (t) = J 0*(§)M').

который неотрицателен, нормирован посредством равенства 'Satfe) = 1

и обращается в нуль кратности 2 в каждой из т точек:

(Если р точек tt совпадают, то эта общая точка должна иметь
кратность 2р.) Полином u^(t) задается определителем

г 7* (Ну Ну ••• у Ну Чу W-fb W+Ь • • • » *т» *т» *
\0, 1, . . ., п — 1,л

умноженным на константу так, что сумма квадратов коэффициентов
равна единице. Пусть б* (?) = min {б | б/ (f) > и^ (t), 16 [tt9 *ж]} Для
i = 0, 1,,,., m, где t0 = а к tm+\ = 6. Тогда, так как

B «¦)
где

1/2

ц гу* /Ч> Ч> • • • » *т> *т
\0, 1,...,* — 1,/+ 1, ... tt

то мы выводим, что функция б г (?) непрерывна по § и б? (?) = 0
тогда и только тогда, когда gf == 0. Это справедливо, так как, если

lh ->- g, то а% (lk) -+at (I) для каждого и так что ul{h) (t) ->- и& (t)
равномерно на [a, Ь]. Далее определим

^© = 8!©-min6fc®, * = 0,...m,

и множество Fm+i (g) = F0 (|). Заметим, что если не существует та-
m

кой точки Б, что /^ (^) = 0 для всех /, то тогда V /^ (Б) > 0 для
/=о

всех g. В этом случае определено непрерывное отображение,

s;- *wF) <*-<*). '—0 m.

симплекса Sm в себя,
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Применяя теорему Браузра о неподвижной точке, получаем
существование точки ?, для которой

Но для какого-нибудь g и для некоторого i будет выполняться
равенство Ft (?) = 0. Предположим, что Ft (?*) = 0. Это допустимо,
так как ?* является фиксированной точкой, такой, что/7/-! A)=0. Из
построения следует, что F/_i (?*) = 0. Используя это рассуждение
еще несколько раз, мы выводим, что Fx (g*) = 0 для всякого /, что

п

противоречит предположению, что V Ft (?*) > 0. Следовательно, су-

ществует по крайней мере одна точка ?*, такая, что bt (?*) = б для
i = 0,..., т. Из и(|)ф @ ^ 0 следует, что б > 0, откуда вытекает,
что ti, соответствующие ?*, являются различными, т. е. а < tt < ...
...<*т<&.

Полином м (f) = 8 1и6. (/) по своему построению удовлетворяет
требованиям (i), (ii), (iii) и (iv).

Дальнейший анализ приведенного выше доказательства
показывает, что мы можем задать второй полином и (t) в t0 = а и tm = b
с нулями кратности один и m— 1 других точек /4 -g... ^tm-\
каждая с кратностью два. В этом случае результирующий полином и (t)
удовлетворяет свойствам (i), (ii), (iii), (iv)'.

Рассмотрение случая, где {ut}o является только Т-системой и
доказательство единственности будет проведено только в случае
многочлена и в части (а). Если система {иJo является только Г-систе-
мой, мы рассмотрим вспомогательную функцию

ь

Щ (t\ о) = f G0 (t, х) ut (х) dx, i = 0, 1,..., /г,
а

где

С помощью основной композиционной формулы C.13) гл. I и факта,
что G0(t\x) является ETP{t) (см. также C.16) гл. I), мы можем
заключить, что система {ut (/, o)}q является ?Т-системой на [а, Ь] и,
следовательно, на всяком подынтервале [а',Ь']> где а<а'<6'<й.
Необходимо ограничить систему {ut (t, сг)}2 на некоторый
подынтервал [а',Ь] вследствие того, что в конечных точках t = а и t = Ъ
мы имеем lim ut (/; а) = 2~lut (/), / = 0, 1, „., п, хотя для 16 (а, Ь)
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lim Ui{t\o) = u>i(t). Теперь для каждого cr>0 произведем пред-

шествующее построение многочленам (/, а), удовлетворяющего
условиям (i), (ii), (iii) и (iv) на интервале [а',Ь']. Если

п

u(tio) = ^ai(a)ui(tfa)t
/=о

то мы можем выбрать последовательность aft->0; пусть t\k\ ..., tm
являются нулями и (ty aft). Дополнительно мы зададим т + 1
точку s[k\ ..., Sm+U каждая из которых лежит между точек {//ft)}?Lb
т. е. a'^s\k) < *jft)< ... < 4fe) <SmVi ^ b' и удовлетворяет соотношению

/ (sjfc)) _ и (s|«; ah) = 0, / = 1,2,..., m + 1.

Так как f(t)>u(t\o)^0 на [a', ft'], мы находим, выбрав
произвольные различные точки х01..., хп на [а',6'] и решив систему
уравнений

п

и (*,; о) = 2 а* И и* (*>; a)> ' = °> — > Л»

относительно at (a), / = 0,..., /г, что эти величины равномерно
ограничены. Выберем теперь подпоследовательность {а^} из {aft},
обладающую свойством, что при k' -> оо мы имеем

ММ-^я*» *' = 0, — »л.

sff)-+sh /= l,...,m+l,

a' ^ Si ^ ^ ^ ... ^ ^m ^sm+i ^ Ь\
п

Функция u(t,\a\bf) = ySaiui(t) обращается в нуль на точках
>=0

th I = 1,..., m, и равняется f (t) на s^, / = 1,..., m + 1.
Следовательно, так как u(t\a',b') является непрерывной, мы видим, что

a'^si<ti< ... < tm< sm+1 ^ 6',

и, следовательно, и (t\ a', 6') удовлетворяет свойствам (i) — (iv) на
отрезке [a, Ь].

Устремив а' \ а и V \ Ь, получим многочлен, удовлетворяющий
условиям (i) — (iv) на всем [а, Ь\

Вернемся к задаче, что и (t) является единственным многочленом,
для которого выполняются условия (i) — (iv). Предположим
сначала, что мы имеем другой такой же многочлен, скажем и (t). Тогда
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он имеет т внутренних нулей. Пусть ^<^2<--<^ш означают
нули u(t). Без потери общности мы можем предположить, что
первый нуль /' функции и (t) меньше t или t\ = t и u(t) = и (t)
неотрицательна на некотором интервале (t — е, /4), в противном
случае мы можем поменять ролями u(t) и и (/). Мы скажем, что g(t) =
= и_ (/) — u(t) имеем нуль на замкнутом интервале [с, d\ если g (t0) = О
для t0 ? (с, d), или g (с)=0 и g @>0 для / 6 (с, с + е), или g (d)=0
и ? @ > t для t?(d — &,d). При учете нулей, таким образом, ясно,
что g(t) имеет по крайней мере два нуля в каждом из интервалов
[f/_i, tt], t = 1,..., m, где t0 = а и по крайней мере один на
интервале рда, 6]. В итоге g(t) обращается в нуль по крайней мере п+1
раз. Заметим, что каждый неузловой нуль g (t) должен быть сосчи-
тан дважды, так что мы имеем Z (g) > п + 1 и, следовательно,
g(t) = 0 по теореме 4.2 гл. I.

Следствие ЮЛ (а). Если функция f(t) в теореме 10.1
является полиномом и (t), то тогда существует единственное пред-
ставление

u(t) = u (t) + u(t), и (t) > 0, и® > 0,

где нули u(t) и u(t) каждый имеют индекс п/2 и строго
перемежаются. Многочлен u(t) всегда обращается в нуль в точке t = Ь.
В случае степенной функции ut(f) = t\ i = 0, 1,..., /г, написанное
выше представление превращается в A0.1) при условии, что
P(t) = u(t)>0 на [а,Ь].

Доказательство. Если /(t) является многочленом, то
функция f(t)—u(t), очевидно, удовлетворяет условиям (i) — (iv), так
что из свойства единственности мы заключаем, что

f(t)-ujt)=-u{b).

Следствие 10.1 (Ь). Если система {ut}o+\ где «„+!(/) =
= /@> является Т-системой в добавление к тому, что {и(}1
является Т-системой, то разности f(t) — и (t) и f (t) —и(t)
обращаются в нуль на множестве с индексом (п + 1)/2.

Следствие 10.1 (в) означает, что:
(i) Если п = 2т, то тогда f(t) — и (t) обращается в нуль ров.

но один раз между каждой парой соседних нулей u{t), и если
^i» •••»tm — нули и (/), то f(t) — и (t) обращается в нуль ровно
один раз на каждом из интервалов (thti+i)9 i l,...,m—1, и
один раз в [а, /4) и (tm, b], причем нулем в одном из таких
интервалов может быть только крайняя точка а или Ь.

(и) Если п = 2т + 1, то тогда f (t) — и (f) обращается в нуль
ровно один раз между каждой парой нулей u(t) и наибольший
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нуль находится в точке Ъ. Аналогичное утверждение справедливо
для и (/).

В теореме 10.2 ниже мы построим два многочлена, которые
изменяются между двумя непрерывными функциями fug
специальным образом. Теорема 10.1 является частным случаем, в котором
g (/)==зО и v (t) является некоторым строго положительным
многочленом, удовлетворяющим f (t)>v (/). Заметим, что функция
g (t) не предполагается
многочленом, так что заключение

теоремы 10.2 не может быть
выведено из теоремы 10.1 простой
заменой f {t) на f (t) — g (t).

Теорема 10.2. Пусть
{и i}o — T-система и f и g—две
непрерывные функции на [а, Ь]
такие, что существует
многочлен v(t), лежащий между f и
g, т. е.

f(t)>v(t)>g(t), te[a9b]. Рис'7*
(а) Тогда существует единственный многочлен uf

удовлетворяющий свойствам:
(i) f{t)>u{t)>g{t)y te [а, b]\
(ii) существуют п+ 1 точки st < s2< ,..< sn+\ такие, что

U (Sn+i-i) = f (s„+i_/),
g (Sn+i-/),

/ = 0,2,4,...,

i = 1, 3, 5, ...
A0.2)

(b) Условие (ii) может быть заменено условием (ii)',
получающимся из A0.2) переменной местами функций fug.
Тогда существует единственный многочлен и, удовлетворяющий
(О и (И)'.

На рис. 7 приводится изображение многочленов и, и и v для
случая /2 = 5.

Доказательство. Мы снова ограничимся только случаем
п = 2т.

Предполагая сначала, что {ut (/)} является ?Т-системой, мы
действуем, как в теореме 10.1. Для каждого ? в л-мерном
симплексе S точек 6 = (?0, *.. yln) с It > 0 и Sgf = Ь — а мы строим мно-

п п

гочлен #? (t) = V at (?) ut (t), где V a\ A) =*1, который обращается
в нуль в каждой из точек

/=о

/-1

^==а + 2^' ' = 1»-»/1#
*=о

6 С. Карлин, В Стадден 81



Знак u^(t) задается соглашением, что u^(t) неотрицательно дчя
t?(tt, tt+i)f когда i четно. Теперь для / = 0, 2, 4, ..., п мы
определим

8/ F) = min {818 (f (t) - v @) > щ (t), 16 [*«, *ж]>.

где /0 = а и ^Л+1 = Ь, а для / = 1, 3, ..., п — 1 определим

6, (I) = min {б | щ @ > б йг (*) - о @), / 6 Pi, *i+i]}.

Так же, как в теореме 10.1, мы образуем Fk (I) = 6ft (?) — min бг-.

Снова предположение, что V Ffe (?) > 0 для всех I приводит к про-
fc=0

тиворечию. Следовательно, существует ?*, для которого б^ (?*) = б,
i = 0, 1, ..., л. Ясно, что б > 0 и что многочлен и (/) = б ^. (/) +
4- v (f) удовлетворяет условиям теоремы.

Многочлен и (t) строится тем же самым способом. Мы определяем
и. (t) как отрицательный многочлен, уже вводившийся прежде, и
делаем очевидные изменения в определении б* (?). Остальные
соображения те же самые, что и раньше.

Доказательство случая, когда {ut (t)} — просто Т-система, и
единственности проводится, как в теореме 10.1.

Следствие 10.2. Если f — многочлен, то f — и и f — и
обращаются в нуль на множестве индекса п/2.

Мы сейчас расширим теорему 10.1 на общий случай, когда {и$
является ?Т-системой, f^Cn и разрешается иметь, самое большее,
п — 1 нуль, учитывая их кратность. Если и{ (t) = /', / = 0, 1, ..., п,
на интервале [а, Ь] и / — неотрицательный многочлен с г ^ п — 1
нулями на [а, 5], то желаемое расширение достигается просто
представлением / в форме f(t) = Qr(t)P (t), где Qr содержит все нули
/ (/) на [а, Ь] и Р является строго положительным многочленом на
этом интервале.

Применяя теорему 10.1 к Р, мы получаем f(t) = Qr(t)[u(t) +
+ и (/)], где нули u(t) и и (t) лежат строго друг между другом
и каждый имеет индекс (п — г)/2. Этот метод доказательства
несправедлив для Т-систем, так как для них процесс выделения
нулей / (/), вообще говоря, невозможен.

Теорема 10.3. Пусть {u^q является ЕТ-системой и f (t)?Cn —
неотрицательная функция, определенная на [а,Ь], и пусть Z*(/) =
= г</г. (Напомним, что Z* (/) обозначает число нулей /,
учитывая их кратность.) Тогда:

(а) существует единственный многочлен и (t), удовлетворяющий
соотношениям:

(i)f(t)>u(t)>oy
(ii) и (t) имеет п нулей, учитывая их кратности.
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(iii) если tlv ..., tin_r —нули и (/), которые остаются после
удаления г (г<п) нулей f(t), то f(t) — u(t) обращается в нуль по
крайней мере дважды (учитывая кратности) в каждом открытом
интервале между соседними парами различных tik и по крайней
мере один раз в каждом из интервалов [a, tit) и (tin_r, b]\

(iv) нули tit>..., tin_r условия (iii) образуют множество
индекса (п — гI2\

(vMi„_,<*
(b) существует единственный многочлен и, удовлетворяющий

условиям (i) — (iv) и (v)' tin_r = b.
Доказательство. Пусть Qu ..., Qp — различные нули f(t)

р

кратности mif..., тру где 2т* = г < п — 1; обозначим разность
/=о

п— через п'. Доказательство теперь становится аналогичным
доказательству теоремы 10.1, где п заменяется на п'. Так как нечетный
и четный случаи до некоторой степени одинаковы, мы разберем сейчас
нечетный случай п' = 2т + 1. Построение и в части (а)

производится следующим образом. Для каждого ? 6 5т мы строим многочлен
п п

иъ № = 2 а* ® Ui О» 2 а' ® == *' котоРы^ имеет НУЛИ кратностей
1=0 *=0

mlf... ,mp в точках Qi,... ,QP, нули кратности два в f/+i«=a +

+ 2 ?*> * ^ *» •••»m» и НУЛЬ кРатн0СТИ °ДИН в h = a- Теперь
определим

б, (|) = min (б | 8 > -^-, * 6 Pi, /ж]}
для i = 1, 2,..., т' + 1 (/т'+г538 &)» гДе отношение ws// оценивается
по правилу Лопиталя, как

/(m/) (ер

в нулях 0!, ¦.. ,9Р функции /(/).
Рассматривая отношение u^/f сперва вблизи каждой из точек

61? ...,6р, а затем на оставшейся части [а,Ь], легко видеть, что
если S^-^l, то

/W ~* /@

равномерно на [а, 6]. Следовательно, каждая из 8|(?) непрерывна
по I и 6j (I) = 0, тогда и только тогда, когда lt = 0. Соображения,
приведенные в теореме 10.1, теперь показывают, что для некото-
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рого I из внутренности Sm' мы имеем 6j(?) = б >0 для f = 1,...
..., т! + 1. Легко проверить, что функция и (t) = 6"~V @ обладает
свойствами (i), (ii), (iv) и (v). Чтобы показать, что она также
удовлетворяет условию (Ш), мы заметим, что {/,,,..., tt } = {ti9...
... >fm'+i} и что если /f = fy для некоторого /, то тогда uAf) имеет
нуль в 0j- кратности, превышающей кратность нулей /(/); так что
б строго больше, чем и^ (t) [f (t)]  в некоторой окрестности 6;«. Это
означает равенство б = и^ (t) [f (t)]~l для некоторого / в каждом из
открытых интервалов (tiyt2), ... ,(fm'.'«ч-О и (*т'+ьЧ- Таким
образом, в каждом интервале (thti+{) или / @ — б" ^ @ обращается в
нуль не в нулях f(t), или кратность общего нуля f(t) и 8~~{u^(t)
увеличивается на 2. В интервале (tm>+ub\ f(t) — S~lu*(t) может
обращаться в нуль в b с кратностью только на единицу большей,
чем нуль f(t) в этой точке.

Многочлен а @, когда п' =2т' + 1, строится аналогичным
образом, задавая Ь вместо а как один из нулей.

Чтобы доказать единственность, мы допустим, что другой
многочлен v (t) удовлетворяет тем же самым свойствам, что и и (t).
Доказательство единственности для u(t) проводится аналогичным образом.
Без потери общности мы можем также допустить, что первый нуль
f—v, отличный от нуля /, меньше или равен первому нулю f — и.
Мы положим h(t) = (u — v)/f. Нуль h(f) на одной из точек tu
i = 2, ..., п' + 1, обязательно должен быть кратности по крайней
мере 2. В этом случае мы выделим один нуль в каждом из
интервалов [ti—i,ti] и [tu //-и], где jfm/+2 = Ь. При такой процедуре
подсчета, учитывая осцилляционные свойства и и v, мы выводим, что
h (t) имеет по крайней мере три нуля на [a, t2], по крайней мере
два нуля в каждом из интервалов \tt, ^+iL i = 2, ..., m', и по
крайней мере один нуль на [tm'+ub\ Ясно, что все эти нули являются
отличными от нулей /, так что и — v имеет по крайней мере
3 + 2 (т' — 1)+1 + г = л+1, учитывая кратности. Из этого
следует, согласно теореме 4.3 гл. I, что и = v.

Следствие 10.3. Если выполнены условия теоремы 10.3 и,
кроме того, f является многочленом, то существует единственное
представление

f (t) «, u(t) + u (t),

где и и и — неотрицательные многочлены, имеющие п нулей,
которые лежат строго друг между другом, при этом нули f (t) не
рассматриваются. Многочлен и обращается в нуль в точке t = ft.

Доказательство. Если f (t) —многочлен, то мы строим и_{t)>
как в теореме 10.3, а затем проверяем, что f(t)—u(t) удовлетворяет
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условиям (i) — (iv) и (v)', так что / (/) —и (t) + u(t). Свойство
корней лежать строго друг между другом вытекает из построения u(f).

Замечание 10.1. Из теоремы 10.3 видно, что результаты
теоремы 10.2 могут быть распространены на случай, когда /—g
имеет некоторое число нулей.

Замечание 10.2. Результаты теорем 10.1 — 10.3 могут быть
обобщены в другом направлении. Например, предположим, что
{Ut}o — ^-система на интервале [с, d\ где [а, Ь] а [с, d]. Для
произвольной, но фиксированной непрерывной функции / (t) > 0, t? [a, b\
мы рассмотрим полином и (t), удовлетворяющий условию / (t) >
> и (t) > 0 на [а, Ь] и который имеет предписанные нули в k
различных точках (k<C.n) zu ... ,2* в [с, d]\[a, b]. Теорему 10.1 можно
приспособить к этому условию, если величину п заменить на п—k.
Соображения, аналогичные использовавшимся в теореме 10.1,
гарантируют существование точно двух многочленов v и v, обращающихся
в нуль в zt,... ,zft и обладающих следующими свойствами:

(i) f(t)>u (t) > 0 на [а, Ь]\
(ii) Z[ayb](u) = n— k (см. определение 4.3 гл. I);
(Hi) f (f) — и (t) обращается в нуль по крайней мере один

раз между каждой парой соседних нулей на [а, 6], наибольшим
нулем и (t) на [а, Ь] и граничной точкой Ь, наибольшим нулем и
граничной точкой а.

Теория представления в § 10 принадлежит Карлину [1963].
В частном случае простых многочленов соответствующая теория
была развита Карлином и Шепли [1953]. Более ранние и грубые
формулы представлений, выражающие определенные полиномы
как суммы квадратов, встречаются у Лукача (см. Полиа, Сеге
[1925], т. 2, гл. 5, и Брикман [I960] и ссылки в них).

Сложность аргументов в выводе формулы представления для
общих д-многочленов Г-систем проистекает из факта, что мы не
можем выделить нули, как в случае простых многочленов. Другая
трудность состоит в том, что нужно избавиться от недостаточной
дифференцируемости.

§ 11. Крайние точки ^n+\

Конструкция множества в начале § 10 позволяет нам
охарактеризовать крайние лучи двойственного конуса ^п-н множества
Мп+\. Вспомним из теоремы 9.2, что граница 5Vn> где {ut}l
является Т-системой, совпадает с множеством всех неотрицательных
многочленов, обращающихся по крайней мере один раз в нуль.
Следующие две теоремы устанавливают факт, что если {и,}о является
?Т-системой, то крайние лучи Фп+х соответствуют
неотрицательным полиномам с п нулями, учитывая их кратность.

Теорема 11.1. Если {иь}1 является Т-системой ии?Сп, f=0,
1,...,л, то экстремальные лучи Фп+х содержатся в множестве

85



всех неотрицательных многочленов с п нулями, учитывая их
кратности.

Доказательство. Достаточно показать, что если п —
произвольный многочлен менее чем с п нулями, учитывая их кратност-,
то и (/) может быть представлен в форме u(t) = v (t) — w(t), где
v (t) и w(t) линейно независимы и принадлежат SP*+i. Чтобы
получить это представление, мы положим r(t) фиксированным
положительным многочленом. Тогда по теореме 10.1 мы имеем u(t) +
+ fTxr (t) = и (/, k) — и (/, k) для k = 1, 2, 3,..., где и (/, k) и u(t, k)
каждый имеют п нулей, учитывая их кратности. Как и в
доказательстве теоремы 10.1, величины at (k) и bt(k), / = 0,... ,п>
встречающиеся в выражениях

и(*, k)=j?ibi (k) щ @, u(t9 k) = ^at (k) ut (t)
равномерно ограничены no k. Мы можем, следовательно, выбрать
подпоследовательность &'-*оо такую, что bi(k)-+bi и ^(й')-^*
для i = 0, 1,..., п. Очевидно, что r-е производные (г = 0, 1, ..., п)
и (t, k') и и (ty k') сходятся к соответствующим производным
предельных многочленов, которые мы обозначим через

п п

V = 2 aiUi И W== ^biUt'

Многочлены v (t) и w (t) имеют n нулей, учитывая их кратности,
так как аппроксимирующие многочлены обладают этим свойством.
Более того, v (t) и w (t) линейно независимы, так как, если v (t) =
= aw (t) для некоторого а, то и (t) имеет п нулей. Мы имеем,
следовательно, представление u(t) =v (t) + w (t), где v и w линейно
независимы, a v и w принадлежат к fPn+i. Доказательство закончено.

Теорема 11.2. Если {ut @}о — ЕТ-система, то u(t)^^n+i
имеет п нулей, учитывая их кратности, если и только если и (t)
принадлежит крайнему лучу Фп+\.

Доказательство. Необходимость доказана в теореме 11.1.
Чтобы доказать обратное, мы предположим, что и (t) имеет п нулей,
учитывая их кратности, и не содержится в крайнем луче. Тогда
u(t) = v (t) + w(t), где v (ЦфО и хюффЪ принадлежат $>n+i
и линейно независимы. Так как v и w обращаются в нуль в п
нулях и (t) и и (t) ф 0, то существует некоторое t0, для которого
и ({о) v (^о) w (^о) > 0- При этом условии, однако, ?Т-свойство
системы {Ui (t)} приводит к тождеству

v ' w (t0) v '

так как разность имеет п + 1 нуль, учитывая кратности.



Глава III

ТЕОРЕМА МАРКОВА - КРЕЙНА И ЕЕ ОТВЕТВЛЕНИЯ

В этой главе мы будем в основном заниматься задачей
определения верхней и нижней границ для интеграла

ь

\ Q @ do (О,
а

где а пробегает множество всех мер, удовлетворяющих
определенным моментным условиям по отношению к Т-системе {и.}**. Как
правило, мы будем требовать, чтобы мера о имела заданное число
моментов с0 = (с°, c°v . . . , с°), т. е. o?V (с0) (см. D.4) гл. II).
Неравенства, полученные в процессе решения этих экстремальных
задач, относятся к категории результатов, объединенных под
общим названием чебышевских неравенств. На этот раз мы наложим
определенные ограничения на функции и0, uiy . . . , ип и Q. В гл.
XII—XIV будет предпринято глубокое исследование природы
общих чебышевских неравенств. Теория в этих главах будет
проиллюстрирована многочисленными конкретными примерами,
представляющими интерес в теории вероятностей и математической
статистике.

В § 1 этой главы воспроизводятся результаты § 6 гл. II для
облегчения ссылок. В § 2 детально разбирается первое
доказательство теоремы Маркова — Крейна (теоремы 2.1), которое
существенно опирается на теоремы интерполяции из § 6 гл. I. В § 3
предлагается другое, возможно, более ясное доказательство теоремы 2.1.

Экстремальные чебышевские задачи, описанные в §§ 1 и 2,
известны достаточно давно и первоначально поставлены для
случая Q (t) = 1. В этом случае задача сводится к определению
границ для меры а, имеющей заданные моменты. Теорема Маркова —
Крейна, сформулированная в § 2, служит обобщением
первоначальной теоремы Чебышева. В § 4 рассматриваются различные
обобщения; § 5 посвящен описанию другого класса неравенств, в котором
ограниченные меры соответствуют моментным точкам на
подмножестве из Мп+и а не обязательно одной точке. В § 6 будут
охарактеризованы крайние точки множества V (с0).
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§ 1. Экстремальные значения из /?(с°)

Пусть с0 содержится внутри моментного пространства Мп+\>
индуцированного Т-системой {wjo на интервале [а, Ь]. Первая че-
бышевская задача состоит в нахождении мер а, принадлежащих

множеству V (с0) = |<х | с° = f ut (t) do (t), / = 0, 1,,.,, n\, при
которых достигаются экстремальные значения

ь

max [Q(t)do(t), AЛ)
0€V(c°) J

b

min [Q(t)do(t). A.2)
a€V(c°) J

В случае, когда функции

Щ (*), Щ @, ..., ип (*), ип+1 (t) = Q @ A-3)

образуют Г-систему, эта задача уже была решена в § 6
предыдущей главы, где было рассмотрено одномерное сечение R (с0).
Сформулируем теперь полученный результат.

Теорема 1.1. Пусть {и.}% и расширенная система,
полученная присоединением функции Q, являются Т-системами. Тогда
A.1) достигается только на а, т.е. на мере, соответствующей
верхнему главному представлению точки с0, а A.2) достигается
только на а, т. е. на мере, соответствующей нижнему главному
представлению точки с0.

Замечание 1.1. Предположения теоремы 1.1 могут быть
ослаблены в том смысле, что {Ui}o должна быть Т-системой, но
{и0, и{,..., un,Q) может предполагаться просто 1#Т-системой, т. е.

д/и0,и„... и„Q \>0 для a^0<^<...</„+,??* A.4)

(заметим, что в A.4) допускается равенство). В этом случае
главные меры о и а остаются экстремальными мерами для A.1) и A.2)
соответственно, но при этом могут существовать другие
экстремальные меры.

Замечание 1.2. Представляет собой замечательный факт, что
максимизирующая и минимизирующая меры а и а соответственно
не зависят от функции Й при условии, что {и JS и {w*}2+1 (й (/) =
= ип+\ (t)) являются Г-системами.

Замечание 1.3. Предположим, что Q — непрерывная
функция, определенная на полуоткрытом интервале [а, Ь)> и что
функции A.3) образуют Т-систему. В этом случае рассмотрим
только такие меры а? V (с0), которые не размещают положитель-
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ную массу в точке Ь. Для таких мер а определим

?(а) = lim [Q(t)do(t).

Легко видеть, что а минимизирует Е(а) на множестве V (с0).

§2. Теорема Маркова—Крейна

Вернемся теперь к важной задаче определения максимума и ми-

нимума значений f Q (t) do (t) для a 6 V (с0), где ? фиксирована

(а<Ъ<Ь).
Если предположить, что й (а) > 0, то решение задачи поиска

максимума в случае ? = а однозначно дается либо мерой а, либо
мерой а, которые имеют максимальную массу в граничной точке а.
Когда Q (а) > 0, минимум для ? = а, очевидно, равен нулю и
достигается на другой мере, но в общем случае решение может быть
не единственным.

Для случая I Ф а вышеуказанная задача становится важным
обобщением задачи, рассмотренной в § 1. Формально заменим
функцию Q (/) в A.1) и A.2) модифицированной функцией

*Чйо!'
Q(t), t^l,

Заметим, что система u0i ui9... , unt дополненная функцией Q ,
вообще говоря, не образует ни Т-систему, ни даже WT-систему, хотя
функции и0,ии ... ,ип могут первоначально быть Г-системой.

В классической формулировке этой задачи функция Q (/)
тождественно равна единице, и соответствующая задача сводится

к задаче определения границ неубывающей функции \ da, где
а

мера а подчинена определенным моментным условиям. Например,
в теории вероятностей часто требуется определить точные границы
вероятности

Pr(X???) = | da,
где X — случайная величина с функцией распределения а, и первые

ь

п моментов f tldo (t) = ch i = 1,,.., n (c0 = 1) заданы.
a

На протяжении этого параграфа будем считать, что функции
и0,... unt Й удовлетворяют условию 6.1 гл. I. Это позволяет
использовать теорему интерполяции 6.2 гл. I, Вспомним, что условие
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6.1 гл. I требует, чтобы для любого k = 0, ... , я системы функций
{ut}o и {и0, ... ,uktQ} являлись Г-системами, а функция Q строго
положительна на [а> Ь]. (В § 4 некоторые из этих ограничений
будут ослаблены.)

Теорема 2.1 (Марков — Крейн). Пусть условие 6.1 гл. I
выполняется. Далее пусть с0 6 Int Мп+\, а о% обозначает соот-
ветствующую каноническую меру, включающую точку ?06(а, ft).
Тогда для любой меры о 6 V (с0), о Ф а* , оказываются
справедливыми следующие неравенства:

*о feo so *о

J Q @ dola @ < J Q @ da (<) ^ J Q @ da (/)< J Q (/) da|o (/), B.1)
a a a a

исключая случай, когда мера о^ имеет индекс (п + 2)/2, « ?0
является первым корнем меры о* . 5 з/тгсш особом случае может
иметь место равенство между первыми двумя интегралами в
B.1), причем только тогда, когда оба эти интеграла равны нулю.

Доказательство. Пусть точка 10 (а< ?0< Ь) фиксирована,
и пусть а. обозначает каноническую меру, соответствующую с0 и
включающую ?<,. Представим корни меры о^ как Т = {tly... ytp} и
обозначим tib = ?0. По теореме 6.2 гл. I и ее следствию, если lo^i»
то существует многочлен и* со следующими свойствами: Q (t) —
— и* (t) > 0 для / 6 [а, |0], причем равенство имеет место только
при /4,... ,//0—ь и u*(t)^0 для ^6[?о*Н причем равенство имеет
место только при //0, ...,/р. Для любого многочлена и и меры
<* 6 У (с0) имеем f и do = f и da. . В частности, для и = и* н меры

<* € V (с°)> отличной от меры а. , получим

j Q @ da^ @ = J w* @ da.o @ = J u* @ do^ (t) =
a a a

b %0 Ь 4

= j и* @ da @ - j u* (t) do (t) + j и* (t) do (t) < j a* (/) da (/) B.2)
a a t— a

(так как w* (/) < 0 на [?0, b]y исключая точки tio, ...,tp). Строгое
неравенство имеет место на основании леммы 3.1 гл. II, в которой
утверждается, что мера а содержит массу на открытом интервале
между каждой парой внутренних корней меры а^.

Случай 1о== ti имеет особенность. Действительно, если l0 = tu
то

j Q @ doh @ = 0.
90



Если о^ имеет индекс (п + 1)/2, то с0 является граничной точкой
моментного пространства, индуцированного системой функций {ut}o
на интервале [g0, b]. По теореме 2.1 гл. II точка с0 имеет
единственное представление на этом интервале, так что любая мера на [а, Ь\
отличная от меры а* , должна размещать некоторую массу на

полуоткрытом интервале [а, %)> и, значит, левое неравенство в B.1)

выполняется. Если а^ имеет индекс (п + 2)/2, то существует другое
представление точки с0, которому не соответствует масса на [а, |0),
так что оба члена в левой части неравенства B.1) обращаются в
нуль.

Аналогичное рассуждение, примененное к многочлену и = и**,
который построен в теореме 6.2 гл. II, приводит к выводу, что

-'0 $

J Q(t)do(t) < j Q(t)doln (t)t o?V(c% офо}v

§ 3. Другое доказательство теоремы Маркова — Крейна

Аналитический аппарат, примененный в § 2, заимствован из
работы Крейна [19511. В этом параграфе предлагается другое
доказательство теоремы 2.1. Хотя это доказательство может
показаться несколько более сложным, чем приведенное в § 2, но мы
докажем попутно несколько лемм, представляющих и некоторый
самостоятельный интерес.

Будем предполагать на протяжении этого параграфа
выполненными следующие условия.

Условие 3.1.

(a) {Ui}o — Г-система;
(b) \и01 ии ..., ип, Q} — Г-система и Q (/) > 0, t? [а, Ь\\
(c) ut(t)9 i=0, 1,„,,я, и Q(/) принадлежат классу С1 = Сг[а, Ь];
(d) функции

М0 = ;5- и. @dt [ Q@ 1 = 0, l,...,rt, C.1)

таковы, что {(— 1) "*" v0, v{> ... ,vn} является Г-системой.
Замечание 3.1. Множитель (— 1) ~*~ введен, чтобы быть

уверенными, что условия (Ь) и (d) согласуются. Условие (d)
является в известной мере следствием условия (Ь). Действительно, если
а^/0</1< ... </„+1^6, то, разделив i-Pi столбец определителя

«о (*о) . • • «о Pn+i)

К Со) ... ипЦп+\)

на Q(tt) и воспользовавшись п + 1

>0

раз теоремой о среднем,
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приходим к выводу, что

"о Со)
a (t0) Оо('о) ••• М'п)

1 о . о

>о,

где /|< /].< ^+1, / = 0, 1, „, , п. В этом случае определитель

у/0, 1, ..., л \
у о, ' b • • » , ^п /

имеет знак (— 1)л+1.
Определение 3.1, Говорят, что измеримая функция / на

[а ,Ь] имеет п существенных перемен знака S», {/) по отношению к
мере \i на [а, 6], если:

1) существуют множества At с [a, b\ i = О, 1,,.., я, такие, что

Л, < /4W, / = 0, 1,... ,л — 1, fx[ U АЛ = &— a, a / имеет проти-
\/-о /

воположные знаки на At и Лж> / = 0,1,...,/г—1 (Л<В будет
означать, что из х?А, у?В вытекает х< у> т. е. множество Л
лежит левее множества В);

2) существуют подмножества A*czAh i = 0, 1,,.. ,/z, такие, что
/@=^0 на л; и |х(Л;)>о.

Если функция / не удовлетворяет указанным выше ограничениям
для любого конечного /г, то полагаем S^if) = + оо. Всякий раз,
когда (л обозначает меру Лебега на [а, 6], мы будем просто
записывать Sl4(/)=S(/).

Лемма 3.1. Пусть условие 3.1 выполняется, и предположим,
что

с° = (с°,с°, ...,?# 6 Int/*„+,.

Рассмотрим множество всех мер абК(с°, с°,..., с°, у), w. е. все
жеры а, для которых
ь ь

с? = J и, @ da @, * = 0, 1, ..., л; 7 = J Q @ da @,
а а

где 7б#(с°) (см. равенство F.3) гл. II). Если oY и о2 — две
различные меры, принадлежащие множеству V (с°, с°,..., с?, у), то

/ © = J О @ (da* @ - daa @), а ^ 1 ^ 6, C.2)
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удовлетворяет условию S(J) > п + 1. (Заметим, с целью последую-

щих ссылок, что любая функция f Q(t)dOi(t), i=* 1,2, является
а

монотонно возрастающей, а также что если у— граничная точка
интервала Я (с0), то множество V(c°, .>. , с?, у) сводится к
единственной мере).

Доказательство. Интегрируя по частям выражение в
правой части равенства

г» uAt)

О = \ ^щ-0 @ (Лл - Жт2), / = О, 1,..., /г,
получим

0= [vt(t)fA)dt, / = 0,1,...,л. C.3)

Если S(f) = р^п, то существуют множества Л0< i4f< ...<ЛР
такие, что / имеет противоположные знаки на последовательных At
и ii([}Ai) = b — а. Согласно условию 3.1 (d) и теореме 5.2 гл. I
можно образовать нетривиальный и-многочлен, единственными
нулями которого на (а, Ь) служат узловые нули в точках

*i = sup{f|*6Af}, / = 0, 1 р— 1.

Очевидно, v(t)f(t) сохраняет постоянный знак и не равна тожде-
ь

ственно нулю, так что f v (t) f (t) dt=?0. Это, очевидно, противоре-
a

чит равенству C.3), откуда следует, что S (/) > п.
Лемма 3.1 может быть геометрически интерпретирована путем

сравнения графиков функций
1+

ft© = J Q(t)dat(t)t
i= 1,2.

Неравенство S (/)=S(ft—f2)>
>д+ 1 показывает, что
графики функций ft и /2 пересе- а)
каются по крайней мере п + Рис. 8.
4- 1 раз. Наиболее
интересный и полезный случай (см. лемму 3.2) имеет место, когда одна
из мер (скажем, oi) имеет индекс (п+3)/2. В этом случае ft (?) —
ступенчатая функция, как показано на рис. 8. Основные
характерные свойства функций ft и /2 изображены для случая п = 4.
График функции /2 начерчен как непрерывная кривая, хотя он
также может иметь разрывы.
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Заметим, что в каждом случае существует точно п + 2 = 6
значений, в которых функция / (?) может менять знак. Функцию
fi можно рассматривать как составленную из суммы п + 2
чередующихся горизонтальных и вертикальных сегментов, которые
определяют точки, в которых Д и f2 могут пересечься. Если
кривая /2 не пересекает каждый из этих п + 2 сегментов, то число
перемен знака функции / (t) = Д (/) — f2 (t) уменьшится по
крайней мере на два, так что мы имели бы 5 (/) <. я, что, согласно
лемме 3.1, невозможно.

Лемма 3.2. Пусть условия леммы 3.1 выполняются, и пусть
для фиксированной 1о (л<?о<&) °$ У* У) 6 V (eg,..., с°, у) обозначает
каноническую меру, включающую корень 10. Если а 6 У {с& ••• >с% У)
и а (t) ф olo (t\ у), то
sir ^ $ 4

J Q(t)dolo(t\y)<^ Q@da^J Q(/)da< J Q@da^;Y) C.4)
a a a a

при условии, что ^ не является первым корнем меры а^ (/; у).
Если же ?о — первый корень меры а. (?; v), /wo два интеграла,
стоящие слева в неравенствах C.4), могут обратиться в нуль.

Доказательство. Из леммы 3.1 известно, что функция

Ш = | Q@dtj@-J Q@*rb(';Y)
a a

изменяет знак по крайней мере /г + 1 раз. По определению меры

о. (/; y)» §"©== f Q @ da^ {t\ у) есть возрастающая кусочно-посто-
а

янная функция, которая может быть представлена как сумма
горизонтальных и вертикальных сегментов. Самое большее, п + 2 из
этих сегментов определяют точки, в которых /(?) может изменить
знак, так что S (f) ^ п + 2. Если ?0 — первый корень меры а^ (?; y)
то левое неравенство очевидно. В остальных случаях, если либо
левое неравенство, либо правое неравенство нарушается, то S(f)^n,
что противоречит лемме 3.1.

Следствие 3.2. Пусть условия леммы 3.1 выполняются, и
предположим, что с°= (eg, с°{,..., с°п) ? IntМп+\. Тогда для заданной,
точки go (a < ?0 < й)

max Г Q(t)do(t)^ max Г fi@da, (/; y),
o€V(c°)J a?o(/;v)€V(ce) J Co

min f Q(f)da(t)> min f Q(t)do.(t,y).
a€V(c°)J a^(<;v)€V(ce) ^ So
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Мера о^ (/; у) определена в лемме 3.2. Для yf равной граничной
точке R (с0), положим a. (t\ у) равной соответствующему
единственному верхнему или нижнему главному представлению.

Если добавить к условию 3.1 дополнительное ограничение, то
результат следствия 3.2 может быть усилен, и получена
теорема 2.1.

Условие 3.2. Системы {и0, ии ... ит) и {и0, ии ..., ur,Q}
являются Г-системами для всех г = 0, 1,..., л.

Заметим, что условие 3.1 (Ь) и условие 3.2 эквивалентны
условию 6.1, использовавшемуся при доказательстве теоремы 2.1 в §2.
Дополнительные требования в условии 3.1 (с) и (d) относятся к
системе функций C.1).

Используя только условие 3.1 (а) и (Ь), т. е. что {ut}o — Г-си-
стема, {и0,... ип, Q} — Г-система и Q (t) > 0, вместе с
дополнительными предположениями относительно системы C.1), приходим
к заключению, сформулированному в следствии 3.2, что экстре-

мальные значения интеграла f Q (t) do (t) для о 6 V (с0) доставляются
а

мерой индекса, самое большее, (п + 3)/2, содержащей
положительную массу в точке ?0. Для того чтобы сравнить значения этого
интеграла для мер индекса (п + 3)/2 и канонической меры о^, нам
в дальнейшем потребуется условие 3.2.

Рассмотрим два различных представления точки с°? Int Мп+\>
В частности, пусть

с" = 2 X'iUi (9 = 2 X'iUi W* ^ = 0,1,..., /г, C.5)

где первая сумма соответствует канонической мере а^ (индекс
^ (п + 2)/2), включающей точку ?0 6 (а, &), а вторая сумма
соответствует мере о индекса (п + 3)/2, также включающей точку Е0.
Множество {*y}(J{^-} = isk} содержит ровно п + 2 различные точки.
По лемме 3.1 гл. II это множество имеет по крайней мере п + 2
точки, и если исследовать различные возможности для п четного
или нечетного, то легко убедиться, что число точек не может быть
больше чем п + 2.

Перепишем C.5) в виде

п+2 п+2

О = 2 aKut (sh) = j bhwt (Sfc) (i = 0, 1,... n), C.6)

где bk = aftQ (sft) и Ш| (sft) = [и* (sft)]/[Q (sk)]. Кроме того,
зафиксируем знаки aky потребовав, чтобы коэффициент, соответствующий
?<,, был положительным. Другими словами, фиксируем знаки таким

95



образом, чтобы
К' Sh ^ ** » s* ^ ?о>

аА = < — ^> sft == '*» 5fe ^ 5о»

14—К* $* = &)•

Этого можно всегда добиться, потому что каноническая мера а^,
включающая точку &>, размещает (среди мер o?V(c0))
максимальную массу в точке ^ (см. § 4 гл. II).

Производя суммирование по частям, преобразуем C.6) к виду

2 В* (Wt (Sb) — Wi (S*+^ = — B"+2Wi (Sn+2)> I = 0, 1, ... , Л,
C.7)

где

5ft = 2&/, *= 1,2, ...,/1 + 2. C.8)

Утверждается, что величины Bu . . . , Вп+{ чередуются в знаке.
Действительно, записав решение системы уравнений C.7)
относительно Bh в виде отношений определителей (причем правая часть
системы C.7) считается известной), а затем выполнив некоторые
элементарные преобразования, приходим к следующей формуле:

В =(—\)n~~kB Wk(si>->sn+2)

где Wk (s{)..., sn+2) обозначает определитель

Wk (sif. . . , Sn+2) =

IЩ ($i) — Щ (h)> - . ®о («л—i) — Щ (sfc), Щ (sk+x), w0 (sfe+2),..., оу0 (sn+2)

Wn (Si) - Шп W ^n (SA-1> - Ш* <Sft>' Ш* (Sft+l)' Шп (W> - • ^n <W

Используя следствие 6.1 гл. I, заключаем, что величины Ви
Въ . . . , Вп+\ строго чередуются в знаке.

Теперь пусть индекс, соответствующий ?0, будет равен k0> т. е.
5*.= ?<>• Очевидно,

ako=Bko-Bko-{>0, C.9)

так как каноническая мера имеет максимальную массу в точке ?0«
Сравнивая полученный результат ?^.В*в_1<0 с неравенством C.9),
получим, что

В,о>0 и fift#-,<0. (ЗЛО)

(Заметим, что для k0 = 1 В0 не было определено.)
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Воспользовавшись соотношениями (ЗЛО), C.8), C.5) и
определением мер (Г|п и а, получим

*+ t+

J Q(/)da|o@ — J Q(f)da(f)>0, C.11)

в то время как, если k0 >• 2, то

J Q@dc^(/) — J Q@da(/)< 0. C.12)
a a

Другое доказательство теоремы 2.1.
Согласно лемме 3.2 достаточно проверить B.1) для любой меры а?
6 V (с0) индекса (п + 3I2. Но рассуждения, с помощью которых
мы получили неравенства C.11) и C.12), показывают, что и
первое из неравенств B.1) в этом случае справедливо. Левое
неравенство также имеет место, за исключением случая, когда ?0 является
первым корнем меры ag0. Этот особый случай может быть
рассмотрен отдельно точно так же, как и в первоначальном
доказательстве (ср. § 2).

§ 4. Обобщения

Материалы этого параграфа служат естественным дополнением
результатов § 3. Пример 4.2, приведенный ниже, принадлежит
фон Мизесу [1939], который использовал специальное
геометрическое доказательство. Мы трактуем этот пример как простое
применение теоремы Маркова — Крейна.

I. В первой части этого параграфа воспользуемся процессом
возмущения или сглаживания, рассмотренным в § 3 гл. I (см.
C.16) гл. I), и попытаемся ослабить условие 6.1 гл. III
теоремы 2.1.

Пусть {ut}o — 1РТ-система для k = 0, 1,... уп. Для любого б>0
определим функции

ъ

M';8) = ^j«p(-25r('-T)")««W<fc; D-1)
а

i = 0, 1, ..., п. Используя основную композиционную формулу C.13)
гл. I, находим, что {ut (t\ 6)}о является ?Т-системой на интервале
[а, Ь] при k = 0, 1,... ,/г.

Тот же процесс сглаживания показывает, что если {w0, ui9...
«,. ,иг, Q} — слабая Т-система при г=0, 1 /г и Q(/)>0 (Q(t)^b0)t
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то {ы0(*;6)» M<;6),... ,ur(f;6), й(/;б)} является ?Т-системой для
всех г = 0, 1,..., п и Q (*; б) > 0. Функция Q (/; б) определяется, как
в D.1), только с заменой щ на Q. Для дальнейшего полезно
отметить, что ut(t\b) и Q(^;6) сходятся равномерно к ut(t) и Q(/),
соответственно, на любом интервале [а, Р], где а < а < р < Ь.

Пусть с0 будет внутренней точкой Мп+и и пусть мера а?У(с°).
Для любого интервала [a, Р] видоизменим меру а, поместив массы,
содержащиеся в интервалах [а, а] и [j3, ft], в точки аир
соответственно. Полученную меру обозначим через a (t\ a, Р) и, используя
ее, образуем моментную точку с координатами

ъ

с? (а, Р) = J и* (f; e)da(f;af р), i = 0, 1,... ,/г. D.2)
а

По отношению к моментному пространству Mn+i (a, Р),
образованному системой {щ (t\ 6)}о на интервале [a, Р], мы теперь покажем, что
точка с координатами D.2) является внутренней точкой для всех б,
если аир достаточно близки к граничным точкам а и Ь. Это
утверждение будет справедливым, если нам удастся доказать, что
любая мера а?У(с°) имеет индекс по крайней мере (п + 1)/2.
Заметим, что нельзя непосредственно применить теорему 2.1 гл. II,
так как мы постулировали, что {иг}о является WT-системой и не
обязана быть .Т-системой. Однако если мера а имеет индекс, самое
большее, я/2, то можно построить (по теореме 5.1 гл. I) многочлен
п п

Vat (б)ut (t\6), удовлетворяющий условию 2[ai(8)]2=l, который
/«о /=о

обращается в нуль на спектре меры а. Если выбрать

последовательность 6Л-*0 такую, что aiFh)->ai9 i=0, 1, .¦. ,/z I 2a* = Ч *
n

то предельный многочлен 2a*w*W будет обращаться в нуль на
спектре меры а, так как

Нт1^(/,б) = |
6+0

[ut(t)t если t?(a,b),
I i = 0, 1, ..., п.
-jUi (t)j если t = а или ft,

Итак, многочлен ]9а^ определяет опорную плоскость к Мп+\ во
/«о

внутренней точке с0, что, очевидно, неверно. Следовательно, момент-
ная точка D.2) является внутренней точкой пространства Mn+i (а, В)
при а и Р, достаточно близких к граничным точкам а и Ь
соответственно. Так как функции u0(t\8),... ,un(t\ б), Q(/;6)
удовлетворяют условию 6.1 гл. I, то из теоремы 2.1 можно заключить,
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что

J Q(/,6)do«i(/;a,P)< J G (ft 6) do (ft a, P)^

^ J Q (ft 6) da (ft a, p)< J Q (ft 6) do* (ft a, p),
a a

где a? (/;a,P) обозначает каноническую меру, которая включает
точку ?о и удовлетворяет соотношениям D.2).

Из непосредственного доказательства компактности (при 6->0),
использующего, что Q (t\ б) и щ (t\ 6) равномерно сходятся на [а, р]
кй(/) и ut(t) соответственно, следует, что

J Q(/)dab(/;a, P)^J Q (/) Л № а, Р) й
а а

^j Q@da(fta,p)^J Q (t) da^ (ft a, P), D.3)
где

с, (a, p) = j и, @ da5o (ft a, P), / - 0, 1 n. D.4)
Теперь заменим нижний предел в интегралах из неравенств D.3)

на граничную точку а и выберем последовательности ссп \ а и р„ \ Ь
такие, что мера a, (ft an, Р„) сходится слабо к мере о. (/). Тогда
получим

*Г &о" tf *+

j 0(/)Лгь(/)й| Q(/)Aj@^J Q @ da @ ^ j Q@<tob(/). D-5)
a a a a

где a^6V(c°). Мера a^ имеет индекс либо (/z+l)/2, либо (л+2)/2
и должна обладать максимальной массой в точке ?0 в соответствии
со своей конструкцией. Заметим, что так как {и^о является только
WT-системой, то мера с максимальной массой в точке ?0 может
определяться неоднозначно.

Таким образом, мы доказали следующую теорему.
Теорема 4.1. Пусть {иг}о и {u0, ui9... ,Uh,Q} являются WT-

системами для k = 0, 1,..., пу и предположим Q (/)>0 для t?[a, b].
Если c°?lntMn+i, то неравенство D.5) выполняется для любой
меры a 6 У (с0), где мера ag €V(c°) имеет индекс (п+\I2 или
(az + 2)/2 и характеризуется максимальной массой в точке Ь,-
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II. Случай, когда Q(t) является положительным и-многочле-
ном, представляется важным. В этом случае справедливость
неравенства B.1) сохраняется, если предположить существование
п многочленов

«fc@ = 2Vft/^(/)' * = 0, 1,...,л—1. D.6)
/-о

таких, что функции

v*W = wW)' fe = 0,1 п~1' D>7)
образуют Г-систему. (Подчеркнем, что число функций в системе
D.7) равно к, а не /I + 1.)

Рассуждение, использовавшееся при доказательстве леммы 3.1,
здесь также применимо. Так как Q (t) — а-многочлен, то имеем

ь ь

fQdaSo= [Qdo.
а а

Пусть /(g;ои,a) =» f Qdo — f Qda^
a a

Тогда

0 - J uh {dot. - do) - J vh (t) f (t- ab> a) dt.
a a

Отсюда следует, как и при доказательстве леммы 3.1, что /(?; а^0, а)
имеет по крайней мере п смен знака. Кроме того, так как мера
а|0, которая заменяет меру a^ (t\ у) в лемме 3.2, имеет индекс
(п+ 1)/2 или (п + 2)/2, то из интерпретации свойства смены знака
(ср. рис. 8) следует, что неравенства C.4) справедливы с заменой
°1о ('» У) на а5# (О- Как и прежде, левое неравенство может
обратиться в равенство, если ?0 является первым корнем меры ag0, и
индекс меры о^ равен (п + 2)/2. Из проведенных рассуждений
следует

Теорема 4.2. Пусть Q(t)— положительный многочлен по Т-
системе {ut}^ и предположим, что существуют константы ykj>
j = 0,..., я, k =* 0,..., п — 1, такие, что система функций
{р$ГХ> определенная в D.6) и D.7), является Т-системой. Если
с0 (= Int Mn+i tioio — каноническая мера, включающая точку ^ ? (а, Ь)У
то для любой меры о?V (с0), которая отлична от мерыа^, имеем
г* г- 1+ +Ч) 60 so о

JO(<)*b< j G(')da^ j Q(t)da<^Q{t)do^ D.8)
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если только 10 не является первым корнем меры а^0, и индекс
меры а?0 не равен (п + 2)/2. В этом особом случае первые два члена
из D.8) могут быть равны нулю.

Пример 4.1. Ситуация, описанная выше, была подсказана
рассмотрениями Т-системы ut(t) = t\ i = 0,1,..., п. Если Q (t) г 1,
то, положив uh (t) = ^+1/(&+1), k=0, 1,..., п— 1, получим vh (t)=tk,
k = 0,1,... ,/г— 1. Для системы {/'}о соотношения D.8) сводятся
к неравенствам

oto № У) < о {[а, У} ^ а {[а, g0]} < а^0 {[а, У}, D.9)

где а|о и а различны, с? = f tldo (/), i = 0,1,. • •, n, а а^ — кано-
а

ническая мера, соответствующая моментной точке с0 = (с°, с°р ..., с°)
и включающая точку ?0. Если мера о%0 {[а, ?0)} равна нулю, то
мера о {[а, ?0)} тоже может быть равна нулю.

III. Пример 4.1 может быть обобщен на произвольные WT-си-
стемы с тем, чтобы получить следующий результат.

Теорема 4.3. Пусть {иг}о — WT-система для k = 0, 1,..., пу
и предположим u0(t)^0. Если c°?lntMn+u то неравенства D.5)
выполняются для любой меры o?V(с0), где мера о^ V (с0) имеет
индекс (п+ 1)/2 или (п + 2I2 и обладает максимальной массой в
точке ?0.

Доказательство. Определим Ui(t;6) (i »= 0, 1,..., п) в
соответствии с D.1) и положим

Система функций {vt(t\ б)}^1 является Т-системой на [а, Ь].
Доказательство этого факта приводится в гл. XI, где представлено
подробное исследование таких систем (см. § 3 и теорему 1.2 гл. XI).
Оставшаяся часть доказательства теперь следует доказательству
теоремы 4.1, за исключением того, что вместо теоремы 2.1 здесь
используется теорема 4.2.

Пример 4.2. Предположим, что g (t) и h (t) такие функции
на [а, Ь]> что система {1, g (/), h (t)} представляет собой СГ-систему.
Это предположение требует, в частности, чтобы функция g (t)
была строго возрастающей, и, кроме того, чтобы кривая

Г = {(g(*). h(t))\te [а, 61}, D.11)
была выпуклой. Следовательно, любой отрезок прямой на
плоскости пересекает кривую Г, самое большее, дважды.

Рассмотрим задачу нахождения точных границ для значений
интеграла

]da, D.12)
а
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где а — конечная мера на [а, 6], удовлетворяющая условиям
ь ь ь

J*r(f)»l, $g(t)do(t)=g0, Jft(')<fo(f) = Ao, D-13>
а а а

т.е. a?V = V (I, g0, h0). Предполагается, что точка A, g0f Л0)
лежит внутри моментного пространства Мг> образованного
функциями 1, g (t) и h (f)y так что множество V не вырождается в
единственную меру.

Обращаясь к теореме 4.3, заключаем, что

е0 €0 l0 s0

Jdj6e@^Jrf(T@^Jd(r@^JdOb@, a6 К, D.14)
a a a a

где a^ — каноническое представление точки A, g0f ft0),
сконцентрировавшее массу в точке |0.

В данном случае граничные значения в неравенствах D.14)
могут быть вычислены точно. Нижнее главное представление a
имеет массу в граничной точке а и еще в одной другой точке t2 6
6 (а, Ь). Точка t2 определяется продолжением отрезка прямой,
соединяющего точки (g (a), h (а)) и (g0, ft0), до пересечения с
кривой Г в точке (g (/2), h D)). Нижняя точка сосредоточения массы /4
верхней главной меры а характеризуется условием, что прямая,
соединяющая точки (g (b), h (Ь)) и (g0> А0), пересекает кривую Г
в точке (g (tt), h (ti)).

Теперь всякий раз, когда a<?0<*i (tzKlo^b), каноническая
мера (Х?0 имеет массу в точке ?0 и еще в одной другой точке т),
удовлетворяющей условию t2 < т] < Ь (а < т] < /t), в то время как
в случае tt < ?0 < ^2 мера а^ размещает массу в точке ?0 и в обеих
граничных точках а и Ь. Всякий раз, когда ?0 выбирается
совпадающей с одной из точек a, tl9 t2 или 6, то в качестве меры о%0
выбирается главное представление.

Соотношения D.14) сводятся к следующим:

О ^ о {[a, g0]} ^ 1 - g8{;~_g^o), a<So<*i. D-15)

г^-Ш-0^^-1' '2<So<*. DЛ6)

где

P^a{[a,g0)}^a{[a,iol>^P + <7. h<l0<t2, D.17)

?)-i|go —gF) g(io) —gF)| n = D~l \8<a)~g(b) Bo — gib)
\h0-h(b) ft (go)-A (« |ft(a) —fcF) ft„ —ftF)

|ft(o)-ftF) fc(Se)-A(*)
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§ 5. Множества мер, заданных моментными неравенствами

Содержание этого параграфа заключается в расширении
класса моментных неравенств. Начало исследованиям в этом
направлении было положено Розенблюмом [1951]. В §§ 1—4 мы имели дело
с задачей нахождения экстремальных значений для некоторого
функционала, заданного на множестве мер V (с0),
соответствующем единственной to4Ke c°?lnt Мп+\- В этом параграфе
рассмотрим связанные с этими вопросами задачи, когда ограниченное
множество состоит из всех таких мер, моменты которых по

отношению к системе функций {иг}о принадлежат некоторым
подмножествам Mn+i» Канонические меры здесь также играют важную
роль.

Пусть иь, О < / < п + 1,— непрерывные функции на
конечном интервале la, Ь], удовлетворяющие следующему условию.

Условие 5.1.

(a) {щ)Ъ и {я*}о+1 — Т-системы;
(b) для / = 0, 1,..., п + 1 определители п + 1-го порядка,

образованные функциями и0,..., ui-u И/-Н,.. • > *М-ь имеют все один
строго определенный знак гь т. е. существует число гь = + 1 или
— 1 такое, что

"о Со) щ (tx) ... w0 itn)

>0, * = 0, 1,..,м+11 U/+l(*o) «/+!&)

для всех a < t0 < t± < ... < tn < b,

c) ut(t)>0, te[a9b], i = 0, 1, ...,/i+l.

Теорема 5.1. Предположим, что для системы функций
(Wj}o+1 выполняется условие 5.1, и V обозначает класс мер на
[а, Ь], удовлетворяющих условию

utdo \^&i* /6В,
I > db i 6 C,

где A9 В uC образуют разбиение множества {О, 1, . . . , п}} a dt —
заданное множество положительных констант.

Если V не пусто, то
A) a = min f un+ldo

и минимум достигается единственным образом в V на мере о

ь
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индекса, не большего чем (л + 1)/2, которая не включает точку Ь,
если индекс равен (л + 1)/2.

B) Если A U В не пусто, то

а = max f un+\do < оо,

и максимум достигается единственным образом в V на мере о
индекса, не большего чем (п + 1)/2, которая включает точку Ъ, если
индекс равен (л + 1)/2.

Доказательство. Рассмотрим только вторую часть теоремы.
Так как А\}В не пусто, то ^utdo^dt для некоторого i?A[}B и
всех мер o?V. Учитывая условие 5.1 (с), легко видеть, что
I do ^k для всех мер agV, Так как функция un+\(t) ограничена

на [а, Ь], то отсюда следует, что <х< оо. Теперь можно
определить последовательность oik) такую, что lim f un+ido{k) = а, Приме-
нение теоремы выбора Хелли позволяет установить тот факт, что
значение а достигается на некоторой мере o?V. Теорема 1.1 и
свойство, согласно которому граничные точки в Мп+\ обладают
единственными представлениями индекса, не большего чем л/2
(см. теорему 2.1 гл II), показывают, что мера а имеет индекс, не
превышающий (л+ 1)/2, а если этот индекс равен (л+ 1)/2, то
а совпадает с верхним главным представлением.

Единственность меры а, доставляющей минимальное значение

а, доказывается с помощью леммы 5.1, которая приводится ниже.
Прежде всего определим

с% = ci (со> • • •»ci-u Ci+u ¦ ¦», cn+i) = inf [ utdo,

ct = ct (c0, ¦. ¦, c/_-i, ci+u • • • > Cn+\) = sup \ utdo,
o€V,-(c)J

где Vi(c) = {a\ ^Ujda = cj, О^/^л+l, j?=i}.
Лемма 5.1. Пусть для функций ut, 0 ^ i ^ л + 1

выполняются условия 5.1 (а) и (с). Если для фиксированных i и \ условие (Ь)
также удовлетворяется, то величины (—ly'^'efift и (—W^&fi
являются строго убывающими функциями координат Cj, \ф1*

Доказательство. Докажем только утверждение,
касающееся ct. Легко может быть показано, что ct — конечно и минимум
достигается для некоторой меры \х индекса, не большего чем
(л + 1)/2. Так как {и0, щ,..., н/_ь ш+и * • • > &iUn+i} и {и0,.. ., и,-_ь
Щ+и ..., ъ%ип+и (— 1)"—*"l eiMi} представляют собой Т-системы, то
мера \х всякий раз, когда ее индекс равен (л + 1)/2, является
верхним главным представлением при (—l)ri-/-H8i = —1 и нижним
главным представлением при (— 1)я""/+1е4 = 1. Теперь предположим,
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что все координаты с0,.. ¦, c/_i, с/-н». *. > <Vh> определяющие сь

фиксированы, за исключением /-й координаты Цфг), которая
возрастает до с' Пуст fx± — экстремальная мера, которая доставляет
новое минимальное значение с'г Несложное рассуждение
показывает, что общее число точек сосредоточения масс мер \i и [лА не
превышает п + L Пусть

E.1) f ukd\i — f ukd\ii = ^ Vp"ft (sp)» ft = 0, If • •. э я + 1э

где последовательность {Sp}?   состоит из точек сосредоточения
масс мер ц и |х1э расположенных в возрастающем порядке, и, если
необходимо, добавляются дополнительные точки, с тем, чтобы
получить в сумме п + 1 точку. Коэффициенты ур (р = 1,..., п -f 1)
служат соответствующими весами с надлежащими знаками (ур = 0
для любой из дополнительных точек,) Обращаясь к равенству E.1),
видим, что первый столбец в написанном ниже определителе
представляет собой линейную комбинацию остальных столбцов, так что

0 u0(sL) u0(s2) ... u0(sn+l)
0 m^Sx) Ms2) ••• MVi-O

= 0.

0 Un+\ (%) Un+\ (*2) • • • "n+1 (W
Разлагая этот определитель по первому столбцу и вспоминая, что
алгебраические дополнения ненулевых элементов этого столбца
имеют знаки е> и et соответственно, можно вывести свойство
монотонности, сформулированное в лемме.

Для того чтобы установить утверждение теоремы 5.1 об
единственности, предположим, напротив, что две меры а и а из класса
V доставляют максимальное значение а интегралу. Так как для
фиксированного множества моментов а порождается единственной
мерой, то отсюда следует, что f Uj do ф f Uj do для неко орого
/ = 0, 1,..., п. Однако если одна координата отличается, то,
согласно лемме 5.1, мы можем увеличить значение а, что
противоречит смыслу а. Доказательство теоремы 5.1 на этом завершается.

Сохранив обозначение теоремы 5.1, положим

2 = {' I [ Щ<to = du O^i^n^ 9
?> = {i\ \utdo = du 0< i<ny
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Следствие 5.1а. Пусть Vt (V{ =э V) представляет собой
класс мер а, удовлетворяющих условию

i Utda <df, ieB(]Dt

>du i?C(\D.

Тогда экстремальные меры о и о, фигурирующие в теореме 5.1,
обладают следующими свойствами:

A) а —единственная мера в Vit на которой достигается
значение

р = min f un+i do;
o€Vt J

B) если A\JB не пусто, то о— единственная мера в Уъ на
которой достигается значение

Р = max f ип+\ do,
a€V2 «J

где V2 определяется аналогично Vi с использованием D
вместо D.

Доказательство, Докажем только вторую часть теоремы.
Если A U В не пусто, а (А [} В) {] D пусто, то Л и подавно пусто и
[ufdoKdt для всех i?B. В этом случае Xo?V при 1 + е>А,>1
(е достаточно малое) и, следовательно, мера а не доставляет
максимум интегралу f un+\do в классе мер V. Далее, если (А [) В) П D

не пусто, то легко показать, по аналогии с доказательством

теоремы 5.1, что значение E достигается на некоторой мере. Пусть о
представляет собой любую меру, которая доставляет максимальное
значение р интегралу f un+\do. Эта мера должна иметь индекс,
не больший чем (п + 1)/2, и соответствовать верхнему главному
представлению, если индекс равен (п + 1)/2. Если *'6Д то,
согласно лемме 5.1, Г utdo = f utdo. Далее, если a?V, то p = a и о=о.

С другой стороны, если a g: V, то для некоторого * ^ D и i?B [} С
выполняется f utdo < dt < f Utdo, когда i ? В, и знаки неравенства

меняют направление, когда i ? С. По лемме _5.1 мы можем,
следовательно, увеличить одно из значений р или а, что, очевидно,
невозможно. Поэтому f utdo = f utdo для i = 0, 1,.»,, я, что
означает о = о.
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Следствие 5.1b. Пусть а, а, А, В, С, D и D те же, что
и в следствии 5.1а, и пусть {v0,...,vn} заданы так, что
{щ, • • • > *>7i» «n+i} удовлетворяют условию 5.1. Если et = f i^da и
/.== f t^da мри i = 0,l,.»M«i wo a (a) — единственная мера в
Wi(W2), на которой достигается значение

у = min f wrt+ida (y = max f un+\do),

где Wt — класс мер а, удовлетворяющих условию

\Vid0 {<*„ ieB{]Df

i

>eu teC[\D,

a W2 — класс мер о, удовлетворяющих условию

VidG\<fi, ieB(]D,
i>/, teen a

Доказательство. Докажем только утверждение, касающееся
а. Как и при доказательстве следствия 5.1а, можно показать, что
Y< оо, и это значение достигается на некоторой мере а индекса,
не большего чем (п + 1)/2. Если f vtdo Ф f vtda для некоторого
i = О, 1,,. * ,/i, то мы можем изменить любую из этих величин,
увеличив при_ этом одно из значений у или ji. Следовательно,
f vtda = f t^da для i = 0,1,,,,, n, что означает в =о.

Предположим теперь, что имеется возможность присоединить к
системе функций {и0>.,., ип+г) другую непрерывную функцию vi%
удовлетворяющую следующему условию.

Условие 5.2.

(a) {U0, ...,Uh Vt, Ui+x, ¦..,«„} и {и0,..., иг, t><f И/+1,..., Wn+l}—
Т-системы;

(b) определители п + 1-го порядка, образованные из любого
упорядоченного множества п + 1 функций, выбранных из системы
{и0,..., иь vb «/+if •.., иД имеют строго определенный знак (см.
условие 5.1 (Ь).

Теорема 5.2. Если функции и0, ...,ut, vt, и/+ь ..., ил+1
удовлетворяют условиям 5.1 a 5.2, а У, а и а определены как в тео-
Реме 5.1, то при условии, что А\}В не пусто, экстремумы

5, = min (— I)"-1 Г Vida и 6, = max (— l)*"' Г ^dar 6.
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реализуются единственным образом в V на мерах о и о
соответственно.

Доказательство. Ограничимся рассмотрением только
величины б^. Если 8t < (—\)п~1 [vide, то применение леммы 5.1 к
функциям и0У. > *, щу vb щ+1,. • „, ип+\ показывает, что величина а,
определенная в теореме 5.1, могла бы быть уменьшена. Пусть а
обозначает другую меру (о^=а)у которая доставляет значение 6f.
Тогда, так как {и0,..., ип} и {и0>..., иПУ (— l)n"-fy} — Т-системы,
то мера а имеет индекс, не больший чем (п + 1)/2, и
соответствует нижнему главному представлению, если этот индекс равен

(л+ 1)/2. Следовательно, fwjda =^= С и?с(а для некоторого /=0,...,д.
В таком случае, применяя лемму 5.1 к системе {и0,..., щ> viy H/+i, •••
...^и}, можно уменьшить значение б?, что приводит к
противоречию с его определением.

§ 6. Крайние точки множества функций распределения
с заданными моментами

В конечномерных евклидовых пространствах вещественная
линейная функция, определенная на ограниченном замкнутом
выпуклом множестве достигает своего максимума, по меньшей
мере, в крайней точке выпуклого множества. Так как

ь

1(a) = ^Q(t)do(t)
а

представляет собой линейный функционал по а, то экстремальные
значения функционала L (а) для а 6 V (с) должны также
доставляться крайними точками множества V (с). В этом параграфе мы
охарактеризуем крайние точки множества V (с) и рассмотрим
некоторые смежные вопросы.

Пусть {щ}о— Т-система на [а,Ь], и определим 0(c) как
подкласс мер о ?V (с), имеющих конечный спектр. Пусть S(o) для
а€с2)(с) обозначает число точек в спектре меры а.

Теорема 6.1. Крайними точками Л(с) множества 0(c) ел у-
жат те меры о, для которых S (о) < п + 1.

Доказательство. Сначала предположим, что a ? 0(c) и
S (о) > я + 1. Положив

И, t>o,
w to, *<о,

запишем

Sea)

o(t)=^XJI(t-tj)9
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где

2M«ft)=*i> г = ол,..., л, F.1)

и %j > 0 для / = 1,.. •, S (а). Для достаточно малого и
положительного е можно записать

__ g + ef* , a —e|i
а~" 2 "Г" 2

5(а)

где и @ =2 fy/ (f — tj) и б^ (б; не все равны нулю) удовлетворя-
ют соотношениям

S@)

2e^(^)=°» *=o,i,...f/i.

Другими словами, jli — обобщенная мера, которая
сосредоточивает значения б7- в точках tj9 } = 1, 2, . . . , «S (а). Существование
нетривиального решения, очевидно, гарантировано, так как, по
предположению, число переменных S (а) превышает число
уравнений п + 1. Ясно, что меры о + гр и а — г\х различны и обе
принадлежат классу 0(c) для достаточно малого 8. Таким образом,
мы представили меру а в виде выпуклой комбинации двух
различных элементов класса 0 (с), поэтому а не является крайней точкой.

Чтобы установить обратное, заметим, что представление меры
о = aoi + A — а) а2 означает, что спектры мер at и а2
содержатся в спектре а. Однако если S (а) < п + 1, то решение системы
уравнений F.1) единственно, так что, если S (оч) < S (а), то а=0
и а2 = а, в то время как, если S (di) = S (а), то a4 = or.
Следовательно, если S (a)< п + 1, то мера а является крайней точкой
множества 0 (с), что завершает доказательство.

Любая мера a ? 0 (с) может быть представлена в виде
S(o)

Если S (a) > /г + 1, то размерность пространства решений
К> ^2,..., ^s(°) системы уравнений

5(a)

2 ЯЛ to) = с" i = 0f 1 л, F.2)
/-1

очевидно, равна S(o)—(п+l). Если u(t) =
'Saiui(t)—положительно

ный многочлен, то
ь ь п

(min и (/)) Г da ^ f ы da = У аьсг
к л а а 1=0
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для всех а ? 0(c) (в действительности, для всех o?V(c)).
Следовательно, множество неотрицательных решений системы
уравнений F.2) выпукло, замкнуто и ограничено. Это множество
натянуто на свои крайние точки, и каждая крайняя точка допускает,
самое большее, п + 1 точек сосредоточения масс по теореме 6. К
Кроме того, любая мера а 6$ (с) представима в виде

к

о(*) = 2а*а*@, «*>0, F.3)
k

где S (at) < п -f 1, i = 1,.,., ft, и 2 а« = 1. Тем самым доказана
следующая теорема.

Теорема 6.2. Множество 0 (с) натянуто на свои крайние
тонки.

Обобщение этого результата на выпуклое множество V (с) всех
мер а, соответствующих моментной точке с = (с0, си . . . , сп),
требует более глубокого анализа, чем тот, который был приведен
выше для множества 0 (с). Необходимо отметить, что под
термином «натянуто» в формулировке теоремы 6.2 мы подразумеваем,
что любая мера о ? 0 (с) может быть записана в виде конечной
выпуклой комбинации крайних точек, как это сделано в
выражении F.3). Представление для меры о?0(с), приведенное в
выражении F.3), может быть записано в виде

1

а(/) = J МО da, F.4)
о

где аа (t) = ot (/) на интервале длины aiy * = 1, 2, . . . , ft. Можно
показать, но мы не будем здесь этого делать, что выражение F.4)
справедливо для любой непрерывной справа меры a ? V (с), где
для любого a aa?&(c) является непрерывной справа
ступенчатой функцией, самое большее, с п + 1 скачками, а интеграл в
правой части выражения F.4) существует в смысле интеграла Лебега.

Соотношение F.4) выполняется в ситуациях гораздо более
общих, чем те, которые мы здесь рассматривали. Действительно,
ни чебышевские свойства системы функций {ы*}о» ни конечность
интервала [а, Ь] не являются существенными для справедливости
формулы F.4). Модифицированная формула представления типа
F.4) принадлежит Малголланду и Роджерсу [1958]. Эти вопросы,
хотя и в более узкой постановке, связаны с некоторыми работами
Чокета [1956], Мейера [1964] и других авторов, посвященными
краевым задачам теории потенциалов.

Мы докажем элементарными методами следующую теорему.
Теорема 6.3. Если {ut}o — Т-система, то множество V (с)

служит слабым замыканием множества 0(c), т. е. для любой
меры o?V(c) существует последовательность мер ok?0(c),
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k = 1,2,.,.,такая, что

Urn f g(t)aak(t)=\g(t)da(t) F.5)
a a

для всех непрерывных функций g> т. е. для g^C[a, b].
Доказательство. Без потери общности можно предположить,

что c?lntMn+u так как в противном случае множество V (с)
сводится к единственной мере с конечным спектром (см. теорему 2.1
гл. II).

b

Пусть т = f do(t), и определим
а

tf = inf {f | а {[а, t\) > -^} , f = 0, 1..... й
(заметим, что /@fe) ="а). Тогда последовательность мер, заданная как

[ mi Ak) , ^ Ak) . , ,

ь ь

удовлетворяет условию lim f g (t) d\ik (t) = f g (t) do (t) для всех
a a

функций g?C[a,b]. Отметим, что меры \ik не обязательно
принадлежат множеству V(c). Для каждого k затем определим

ъ

c\k)= J М0Ф*(О. / = 0,1,....п,
а

а после этого зададим ah и Ь(Л) соотношениями

(l+ajJc-afccw = bw, аЛ>0, |Ь(*>--с|=е. F.6)'
Здесь число е задается достаточно малым, таким, что е-окрестность
точки с?ШМп+\ содержится в Мп+\.

Так как Ъ{к) выражается через меру pk с конечным спектром, то
видим, что мера

Рь + ahH

принадлежит множеству 0(c).
п

Пусть u(t) = 'Saiui(t) — строго положительный многочлен. Так
i=0

как моментные точки Ь(к) ограничены, то получим неравенство

К> У а$] = f a @ dph > (min и (t)) f dPh,
a
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b

которое показывает, что интегралы f dph равномерно ограничены.
а

Так как lim с(Л) = с, то на основании F.6) можно также прийти к

выводу, что afc->oo. Объединяя эти утверждения, легко получить,
что

ь ь

\im$g(t)dok(t)=^g(t)do(t)
а а

для всех функций g?C[a, b]. Следовательно, множество V(с)
является слабым замыканием множества j#(c).

С помощью вышеприведенной теоремы легко доказывается
следующее утверждение.

Теорема 6.4. Если g — непрерывная функция на \аУЬ\ и
точка с?Мп+и tno

ь ь

sup Г g do = sup [g da, F.7)
°€V<c)J a€g(c)i

где S(c) — совокупность крайних мер множества 0(c).
Соотношение F.7) остается справедливым, если супремум заменить на
инфимум.



Глава IV

ДОПОЛНЕНИЯ И КЛАССИЧЕСКИЕ МОМЕНТНЫЕ

ПРОСТРАНСТВА

В этой главе мы конкретизируем и уточняем теорию,
изложенную в предшествующих двух главах, для специального случая

важной Т-системы {/'J'jHa интервале [0, 1]. Ограничение
рассмотрения интервалом [а, Ь] не приводит к потере общности, так как
любой конечный интервал [а, о] может быть рассмотрен аналогично.
Мы будем интерпретировать понятия опорной плоскости,
канонической и главной мер, максимальной массы и другие
геометрические величины, введенные в гл. II и III.

§ !. Классический критерий для моментных точек

В лемме 9.2 гл. II мы доказали для произвольной Г-системы
{щ}о на конечном интервале [0, 1], что с?Мп+и если и только

если неравенство V а(сь > 0 имеет место всякий раз, когда неравен-
п

ство "V atUi @ > 0 выполняется для всех t?[a,b]9n что с ? Int Мп+и
п

если и только если неравенство V аьсь > 0 имеет место всякий раз,
/-о

когда ^aiui(t)>0 и^?>0.
/=-0 *'~0

Далее, для Г-системы {/'}о на интервале [0, 1] при п « 2т
было показано в следствии 10.3 гл. II, что любой неотрицательный

п

многочлен V attl может быть представлен как сумма вида Rm (t) +
/«о

+1 A — t) Rm-i (t)f где Rm (t) обозначает многочлен степени m.
Следовательно, на основании леммы 9.2 гл. II, становится
очевидным, что с принадлежит Мп+ь если и только если неравенство
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Та^ > 0 выполняется для всех наборов {а0,..., ап}, где
множено

ство {аJ состоит из коэффициентов многочлена либо вида R2m(t)y
либо вида t A — /) /?m-i @- Кроме того, заключаем, что с ? Int JUU+u

п

если и только если неравенство "V а^ > 0 выполняется для всех

нетривиальных многочленов этих специальных видов. (Аналогичные
утверждения устанавливаются в случае, когда п = 2т + 1.) Теперь,

m m—1

записывая Rm (t) = V а,/1 и /?m_! (/) = V §ttl и обращаясь к лем-
/=о 1=0

ме 9.2 гл. II, получим следующую теорему.
Теорема 1.1. Для системы функций Юо на интервале [0, 1]

имеем:

A) Если п=*2т, то с ? Мп+и если и только если две
квадратичные формы

/,у=0 /,/=0

A.1)

положительно полу определены. Кроме того, z?\r\iMn+u #^w и
только если обе квадратичные формы являются положительно
определенными.

B) Если n = 2m-|-l, то с€Л1/н-ь если и только если две
квадратичные формы

/,/=0 /,/=0

A.2)

положительно полу определены. Кроме того, с ? Int Л€л+1, всл"
и только если эти квадратичные формы положительно определены.

Теорема 1.1 вводит классический тест, которому
последовательность {cjjj должна удовлетворять, для того чтобы отвечать
определению моментной точки. Для дискуссий по истории вопроса и
первоисточникам отсылаем читателя к Шохату и Тамаркину [1943],
а также к книге Ахиезера [1965]. В этих монографиях также
обсуждаются обобщения на случай бесконечной моментной
последовательности.

Теперь введем специальное обозначение для определителей
Ганкеля, связанных с квадратичными формами, указанными в A.1)
и A.2). Пусть

Д2т =

Со сг

Lm+\

Ст Ст+\ •* 2т

&2т+\ =

ст+\ ст+2

ьт+\

ст+2

с2т+\

, A.3)
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Л2т =
с2 — Сз с8 — сА

Ст ~~ Ст+\

*2т-Н"

т С™+1

с0 —сх

С1 —С2

ст+\ cm-f 2 *

Cl — с2

С2 С3 • «

• • с2т~1 — с2т

' Ст"~Ст+1

* Ст+\ ст+2

<-m+i ст+1~"ст+2 •" с2т" С2т-Ц

Индексы в Д2т, Агт-м и т. д. указывают на порядок высшего
момента, встречающегося в каждом определителе. В следующем
параграфе будет видно, что знак черты снизу и сверху не противоречит
нашему предыдущему употреблению этого символа.

Часто оказывается полезным следующее следствие из
теоремы 1.1.

Следствие 1.1 Точка с является внутренней по отношению
к моментному пространству Мп+и если и только если
определители Д0, Д0, Дь ..., Дп, Дп положительны.

Доказательство. Следствие вытекает из теоремы 1.1 ввиду
очевидного геометрического факта, что если (с0У..., сп_ь сп) ?
?IntМп+и то это означает, что (с0,...,cr)?IntMr+и О^г^п.

§ 2. Опорные гиперплоскости
и ортогональные многочлены

Поставим в соответствие каждому из определителей Д2т, Дгт-н»
Д2т и Дгт-н многочлен, полученный путем замещения элементов
последнего столбца функциями 1, /, /2, t3,... А именно, введем
многочлены вида

\с0 сг ... ст_, 1

с2
А2т@ =

С„ t
т

*2m-H @ =

L2m—\ t

. .. С т

'•• ст+\

1т+\ ст+2 с ГС2т 1

Д2т+2@ =

•с2

С3 — С4

^m-fl

'ст+1 ст+2 ст+2~~ cm-f 3 ' • • с2т ~~~ с2т+1 *
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*2т-И (О

С0— Cj

ci — сч

С1 С2

с2 — с3

•• Ст-\ ст

" Ст~~Ст+\

1

t

Ст ~~ Ст+\ С™+\ Ст+2 • • • c2m-l ~ с2т t

Заметим, что индекс т указывает степень многочленов.
Теорема 2.1. Если а есть мера с моментами cit i=0, 1,2,...,

то многочлены {Д2&@}> k = О, 1,2,..., ортогональны по отношению
к а, т. е. ~~

i

f А** @ Aai (')**(') =0 идя ft=^Z и ft, /, > 0.
о

Многочлены {Агл+i @}» {Дик+2 @} и {Аян-i @}» ft = 0, 1, 2,...,
также ортогональны по отношению к мерам tda(t)y t(\—t)do(t) и
A —t)do(t) соответственно.

Доказательство. Необходимо только заметить, что

\tl(±2h{t)d<5{t)^
Со . . . **_!

СЖ

'fc "' • c2fc-l ЧИ-/

= 0, i < ft.

Три других случая проверяются аналогично.
Четыре системы многочленов, в том виде как они приведены, не

являются ортонормированными. Вместо этого мы имеем
1

J[A2fc@12da@=A2ftA2ft-2,
о

J [Asm-, (WO* @ = A2ft+1A2ft_I,
о

B.1)

С [A2H-2 @]Ч A -1) da (t) = A2WA2ft,
о

J [A2fe+i (*)]* A - 0 da (t) = Aak+iAak-i,
о

что устанавливается простым вычислением с использованием
ортогональности.

Очевидно, если точка (с0,..., сп) является внутренней по
отношению к Mn+i Для любого /г, то все четыре системы бесконечны.
Если мера a(t) содержит только конечное число точек
сосредоточения масс, то эти четыре системы конечны. В частности,
если ог@ есть мера, состоящая из г сосредоточения масс, то
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многочлены A2ft (/), Дан-i @» А2*+2 @. Aafe+i @ имеют точно степень
k при Л = 0, 1, ..., г и тождественно равны нулю для k > г + 1.
Многочлен А2Г@ обращается в нуль на спектре меры а.
Аналогичные утверждения применимы для многочленов Дгг+i @» Дгг+2 @ и
A2r+i (О-

Определение 2.1. Системы многочленов (возможно,
конечные), которые ортонормированы по отношению к do, tdo, t A—/)da
и A — t)do, причем нормированы так, что старший коэффициент
положителен, будут обозначаться как {Рь}, {Qh}> {Рп) и {Qk} со°т-
ветственно.

Всякий раз, когда знаменатели не равны нулю, имеем

Ph @ = , -** ' , Qh (t) - ,

Мы будем теперь интерпретировать эти многочлены в терминах
опорных плоскостей для моментных пространств. С этой целью
докажем вспомогательную лемму, которая справедлива для
произвольной Г-системы и поэтому будет установлена в своей общей
формулировке.

Пусть сл-н и cn+i будут верхним и нижним значениями интер-
ь

вала, образованного величиной f un+xdo, когда а изменяется на
a

множестве всех мер, представляющих (с0, си ..., сп).
Лемма 2.1. Если {щ}о и {ttJo+1 являются Т-системами на

[a, Ь]у то опорные многочлены пространства Мп+2 при

с = (с0, ...,сп> сп+\) и с = (с0,. . . , СПУ C„+i)

обращаются в нуль в корнях верхнего и нижнего главных
представлений (с0у с1у ..., си) соответственно.

Доказательство. Повторив рассуждения, приведенные в § 6
гл. II, получим, что

р я

где {?*; Я,*}*> и {s*; А,*}? образуют нижнее и верхнее главные
представления (с0, ...,сп) соо!ветственно. Так как оба множества {t*}
и {s*} имеют индекс (п + 1)/2, то опорные многочлены должны
обращаться в нуль, как указывалось. Например, если (а0,.... ап-ы)
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определяет опорную плоскость в Мп+\ в точке с, то

п р п-Ы

*=0 /=1 /=о

л+1

Но так как "V аьиь (t) > 0 для всех t ? [a, b] и X* > 0, то приходим
i=0

к выводу, что V а^ (ф = 0 для / = 1,..., р, что и требовалось
1=0

доказать.

Следствие2.1. Если {иг}о является ЕТ-системой порядка 2,
то опорные многочлены при сие определяются однозначно с
точностью до постоянного множителя.

Лемма 2.2. Пусть точка с = (с0, си ... ,сп) является
внутренней для моментного пространства Мп+ь образованного
системой {tl}o на [0, 1]. Корни верхнего и нижнего главных
представлений точки с совпадают соответственно с множеством нулей
многочленов:

A) A -1) Q„ (t) и tQm (t), если n = 2m;
B) t A — 0 Pm (t) и PmM (t), если n = 2m+\.
Доказательство. Рассмотрим только верхнее главное

представление, когда /г = 2т + 1. В этом случае, если Rm-\ есть
произвольный многочлен степени т—1, то из свойств
ортогональности многочлена Рт следует, что

j Л*_, (t) Рт (t) t(l-t)da= 0, B.2)
о

где а обозначает верхнюю главную меру, соответствующую точке
с. Эта мера имеет m внутренних корней s*,... , s^+p поэтому,
если мы определяем многочлен Rm-\ так, чтобы он обращался в
нуль в любых точках, кроме корня sj, то условие B.2) сводится к
равенству

и, следовательно, Pm(s])=0. Итак, многочлен t(\—t)Pm(t)
обращается в нуль в корнях 0 = s* < s* < ... < s*m+l < s^+2 = 1
меры a.

Следствие 2.2а. Для Т-системы {tl}o на интервале [0, 1]
опорными многочленами пространства Мп+г в граничных точках
с = (с0> •.., сп> сп+х) и с=(с0,... спу сп+{) (см. лемму 2.1) служат
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многочлены Sn+\ (t) и Sn+l (t) соответственно, где

s (t)=ii[-mm n==2m'

s.+1@-(A-',B-wl2' "-*"¦
\t(l-t)[Pm№ n = 2m+l.

B.3)

Доказательство. Этот результат следует из лемм 2.1, 2.2
и следствия 2.1. Например, если п = 2т, то опорный многочлен
(ср. со сноской на стр. 54. гл. II) при с обращается в нуль в
корнях меры а, которые по лемме 2.2 точно совпадают с нулями
многочлена A—t)Qm(t). Тогда опорный многочлен должен быть
пропорционален многочлену A—t)[Qm(t)]2.

Следствие 2.2 Ь. Если (с0,... tcn)?lntJin+i> то сп+{ и сп+{

являются соответственно решениями уравнений An-f-i=0 и Art+i = О»
в которых момент сп+{ является переменным.

Доказательство. Мы рассмотрим только случай п =2т
для сп+1. Согласно следствию 2.2 а многочлен S„+1 (t)=(l—t) [Qm (t)]2
является опорным для пространства Мп+2 при с = (с0,..., сПУ сп+\),

так что f [Qm@]2 A — t)do=0. Следовательно, из B.1) получаем
о

О = f [Л2/Л+1 (О]2 A — 0 dtr = Л2/П+1Д2/Л-1. Согласно следствию 1.1
_ о _
A2m-i > 0, и, следовательно, Дгт-и = 0.

Опираясь на лемму 2.2, можно показать, что корни верхнего
и нижнего канонических представлений точки c^lntMni-i
являются нулями некоторых квазиортогональных многочленов. Для
любой меры а на интервале [0, 1] связанные с ней ортогональные
многочлены {Р&@} с точностью до постоянного множителя
определяются требованием ортогональности к любому многочлену степени,
самое большее, k — 1. Квазиортогональный многочлен степени k
есть многочлен, ортогональный к любому многочлену степени,
самое большее, k—2. Согласно этому определению любой
квазиортогональный многочлен qh (t) степени k имеет вид

qh(t)=Pk(t)-aPk_x{f), B.4)
k

так как в разложении <7ь @ = 2 а*_* ^ коэффициенты а0> aif.,.fak-2
о

должны быть равны нулю, a ak ф 0, потому что qk (t) — многочлен
степени k.
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Лемма 2.3. Предположим, что с = (с0,..., сп) ? Int Мп+\* Тогда
A) если п = 2т, то существует взаимно однозначное

соответствие между квазиортогональными многочленами

<Q«W-Y(l-OQm@. 0<Y<oo, B.5)

ы нижними каноническими представлениями моментной точки с
индекса (п + 2)/2 такое, что нули многочлена B.5) являются
корнями соответствующего канонического представления. Каждый
из внутренних корней есть строго возрастающая непрерывная
функция параметра у ? (О, оо).

Подобное соответствие существует и между нулями многочлена

t A ~ ') [Qm @ - yQm (*)]. - оо < 7 < 0, B.6)

и верхними каноническими представлениями индекса (п + 2)/2;
2) для /г = 2т + 1 утверждения, соответствующие

утверждениям /г.A), справедливы в том смысле, что нули многочленов

t[Pm+i(t)-y(l-t)Pm(t)l 0<Т<оо, B.7)

A - 0 [Рт+1 @ - 7/Рт (/)], - оо < у < 0, B.8)

отвечают нижнему и верхнему каноническим представлениям с
соответственно.

Доказательство. Рассмотрим нижние канонические
представления для случая п = 2т. Как и в § 5 гл. II, положим, что

о = г;<г;<...<*;+,, *;<*;<...<s;+1 = 1 ад
обозначают корни нижнего и верхнего главных представлений
соответственно. Эти корни перемежаются следующим образом: **< s*<

< Си < s/+i» *" = й • • • > /я. Вспомним свойство, согласно которому
корни ?i < t2< . • • < lm+\ любого нижнего канонического
представления индекса (п + 2)/2 удовлетворяют условию t* < %t < s*t
i = l,2,...,m+l.

Теперь по лемме 2.2 корни B.9) являются нулями многочленов
tQm(t) и A — t)Qm соответственно. Следовательно, так как каждый
из многочленов Qm и Qm положителен для значений /, превышаю-
щих t^+l и s*m соответственно, то значения функции

у®= ^?

непрерывно заполняют интервал от 0 до + оо, когда 5 пробегает
каждый из m + 1 интервалов (t*, s*), f = l,...,m+l. Кроме
того, функция 7© должна быть строго возрастающей, так как пред-
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положение у (%t) = у (?2) для ?4 и |2 в том же интервале означает,
что многочлен tQm (t) — у (lt) A —t) Qm (t) имеет по крайней мере
т + 2 нулей.

Теперь параметризуем нижние канонические представления ag
моментной точки с, имеющей индекс (п + 2)/2, по их наибольшему
корню ШС+,'1)- Многочлен 5т+1 @ =tQm(f)-y&)(\ -t) Qm,
очевидно, обращается в нуль при § и имеет нуль в каждом из
других т интервалов (**, s*), I = 1,..., m.

Мы хотим показать, что эти нули являются в действительности
другими корнями канонической меры а%. В самом деле, благодаря
свойствам ортогональности многочленов Qm и Qm имеем

J /?„_! (О [<Qm @ - 7 (I) A - 0 Qm @] А* = 0
о

для любого многочлена Rm-\ (t) степени, самое большее, т — 1 ¦
Если мы определим многочлен /?ш— 1 (t) таким образом, чтобы он
обращался в нуль в корнях ?1э..., ?т, за исключением ?f, то
приходим к выводу, что многочлен Sm+i @ обращается в нуль при lir
как и требовалось.

Функция у (?), когда I пробегает интервал (t*m+u 1),
описывает взаимно однозначное соответствие между многочленами B.5)
и нижними каноническими представлениями. Кроме того, каждый
из корней канонических представлений является строго
возрастающей функцией 7 6 @, °°).

Другие случаи, включающие многочлены B.6), B.7) и B.8)г
могут быть трактованы таким же образом.

Геометрические интерпретации, содержащиеся в этом параграфе,
основаны на книге Карлина и Шепли [1953]. Классическое
аналитическое изложение этих идей в завершенном виде
представлено у Шохата и Тамаркина [1943]. Обсуждение вопросов,
связанных с каноническими мерами и квазиортогональными
многочленами, в неявном виде встречается также у Шохата и Тамаркина.

§ 3. Максимальная масса р(/о)

Для с = (с0,,.., сп) ? IntMn+i была введена (§ 4 гл. II)
величина

p(t0)=mm^u(t)do(t), C.1)
о

где о?У(с), т. е. а удовлетворяет условию [щда^Сх для i=0r
1,..., п, а минимум отыскивается на множестве всех неотрицатель-

п

ных многочленов u(t) == ^ахщ (t), удовлетворяющих условию
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u(t0) = l. В §4 гл. II было установлено, что р(/0) представляет
собой массу, приписываемую точке t0 в каноническом представлении
с, которое включает ^0. Кроме того, минимум в C.1) достигается
при многочлене и (/), который обращается в нуль в корнях
(исключая /0) этого канонического представления. В случае системы
{/'}о, которая является ?Т-системой, мы доказали, что
минимизирующий многочлен является единственным при условии, что tQ не
является внутренним корнем одного из двух главных
представлений точки с. Если t0?F,\) является корнем главного
представления (с0,. .., сп), то мин визирующий многочлен единствен в классе
всех неотрицательных многочленов степени, самое большее, п — 1.

Для удобства вспомним некоторые определения (см. §§ 5, 6 гл. II).
Для п = 2т корни {s*}™+1 и {**}™+l верхнего и нижнего главных
представлений моментной точки c^Int^-j-! удовлетворяют
соотношениям

o = *;<s;<f;<s;<. ^ Wi ¦ s* — 1

а верхние и нижние канонические интервалы (определение 6.1)
были определены как Kt = (s*, t*+l)9 i = 1,..., /я, и Jt= (/*, s*),
i = 1,2,..., m + 1, соответственно. Для n = 2m + 1
соответствующие корни главных представлений удовлетворяют условию
О = sj<f*<s!< . ..<4+1<s* = 1, а верхние и нижние
канонические интервалы имеют вид Ki = (s*,/*) и Ji=(t*r s*+1), i = 1,
2, ...,m + l.

Пусть J^\]Jt и K^\]Kt» Наша цель в данный момент
состоит в том, чтобы явно выразить р(/0) через ортонормированные
многочлены, введенные в § 2. Это и составляет содержание
следующей теоремы.

Теорема 3.1 (Шенберг и Сеге [I960]).
A) Если п = 2т, то

Р-Ч'о)
fc=0

т

2^ Со). 'о€/.
*=0

B) Если п = 2т + 1, то

Р-Ч'о)-

(i-gyQMg, /0€/С,

т __

'о2^Со). 'о€Л
/г=0

(У и /С обозначают замыкания интервалов J и К соответственно).
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Замечание 3.1. Результат, в точности соответствующий
теореме 3.1, был установлен Шенбергом и Сеге [I960]. Более ранние
несовершенные варианты формулировок этого результата
рассмотрены у Сеге [1959] и Крейна [1951]. Относящиеся к этой задаче
результаты имеются у Брикмана [1960]. Доказательства, данные
Шенбергом и Сеге, носили аналитический характер, в то время как
доказательство, представленное ниже, является по существу
геометрическим.

Доказательство. Рассмотрим случай п = 2т + 1 с t0?J.
Как упоминалось выше, минимум р (/0) достигается для
единственного неотрицательного нормированного многочлена, который
обращается в нуль в корне (исключая /0) канонического представления
oto. Следовательно, минимизирующий многочлен имеет вид Р (t) =
= tR2m(t). Если мы выражаем Rm(t) через систему многочленов

т

Qk (/), т. е. Rm (t) = V YbQfc @> то> используя свойство ортонорми-
/5=0 "~

рованности многочленов Qh(t) по отношению к мере tdoy найдем,
что

JP@<M0 = 2**-
fc=0

Применяя неравенство Шварца, получаем
\ т |2 т т

1 = р (д = /0 J YkQfc (Q U=A> 2 ?* 2 $(to)t
\k=0 I /г=0 k=0

где знак равенства имеет место тогда и только тогда, когда

9и Со)

C.2)

C.3)

Ть =

Vto^Qlito)
С учетом C.2) из неравенства C.3) следует, что р-1 (*0) =

т

= t0\ Qa(/0). В других случаях используются аналогичные методы.
aSo
Когда t0 есть корень одного из главных представлений и не

является граничной точкой, то значение р (/0) может быть выражено
в несколько другой форме. В частности, пусть s* и t* обозначают
корни верхнего и нижнего главных представлений соответственно,
которые не равны нулю или единице. Тогда, если п = 2т, то

.0-'аJ$й>>» если /0 = 5;,
Р-1 (to) =

¦ >т,

k=0
m—i

2 $('<>), если t0 = t], i = 2 т+1,
*=о
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а если п = 2т + 1» то

р-1 (д1 # л =

m—I

'о 0 — <оJ^(^' если '0 = S<' ' = 2,...,m + l.
! m

*=о

2^w. если t0 ~t*, i = 1,..., m + 1.
fe=0

Чтобы убедиться в справедливости этих формул, заметим, например,
для п = 2т и t0 = s* (/ = 1, ..., m), что единственный
минимизирующий многочлен степени п — 1с необходимостью обращается
в нуль в т — 1 других внутренних точках верхнего главного
представления и в граничной точке t = 1. Таким образом,
минимизирующий многочлен имеет вид A — 0#m-i @- Далее следует анализ,
который приведен в теореме 3.1. Остальные случаи совершенно
аналогичны.

Мы теперь получим ряд различных представлений для величины р (*0).
A) Эквивалентная характеризация величины p(t0) в терминах задачи

максимизации состоит в следующем. Из C.1) легко видеть, что р  (f0) = max Р (t0)>
где максимум берется по всем неотрицательным многочленам на [0, 1], нормирован-
1 1

ным так, что I P(t)do(t) — 1, а мера о образует моменты cf = \ tldo(t)y
О о

i = 0, 1,. . , п.
B) Величину р(/0) можно также вычислить, используя произвольную систе-

МУ Ui (О)™ «линейно независимых» многочленов, для которых линейной
оболочкой служит то же самое пространство, что и для степенных функций {t1}™. На-

т

пример, если минимизирующий многочлен выражается в виде Я^(/)=( ^У^г (t)
1

то величину I F?m (t) do (t) можно минимизировать при условии F?m (t0) = 1, ис-
о

пользуя технику множителей Лагранжа, чтобы получить равенство р"-1 (t0) =
1

= f'MTlU где /'= (/о (t0),..., fm (/о)), М = (т..) и т.} = j /f (/) /,(t)do (/).
о

Минимальное значение достигается, когда

<Yo.....Ym) =±ГМ-
C) Другое представление для величины р (/0) выражается в терминах

некоторых определителей, включающих «воспроизводящее ядро».
Рассмотрим случай п = 2т. Введем следующую функцию:

|0 1 у "т
11 с0 Ci
\х сг саК(х,у) = (-1) *2т
%ГП Ст Ст+\ •

Lm+\

2m
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Тогда К (*, у) обладает тем свойством, что для любого многочлена nk (у)
степени &< т

1

j К (*, у) nh {у) do (у) =* як (х). C.4)
о

Достаточно проверить C.4) для случая степенных функций у, k = 0, 1,.,. , т.
Тогда мы получим

l

K(x,y)ykdo(y)^S=Jl *2m

0 ck • • • СЛ+т]
1 С0 ...ст
х С\ • •. ?ОТ4- ]

2т

Определитель легко сводится к xk, если разложить его п° элементам первого
столбца.

Если мы представим определитель из выражения для К (х, у) как функцию
от у в терминах многочленов Pk (у)> которые ортонормированы по отношению к

мере а, то получим К (*, у) = ^ gk (х) Р^ (у). Положив я4 Ы=Рг (У) в C.4),
k=o

что
1

заключаем, что

так что К(х,у) = 2-fc^-fc^" ^3 теоРемы 3-1 следует, что если л = 2т и
*0 принадлежит У, то

Ю 1 t% ...«

1 с0р-',<.,_^ • • • сп

*0 ст Ст+1 ••• с2т

Аналогичные выражения, включающие три другие системы многочленов, также
могут быть получены.

§ 4. Геометрия классических чебышевских многочленов

С точностью до некоторых усилений §§ 4—8 следуют в основном
работе Карлина и Шепли [1953]. В этом параграфе звездочка (*)
будет указывать величины, имеющие распределение вида

rfa* (О
dt

nyt(\ — t)

Момент порядка k меры а* @ легко вычисляется и равен

Ck ~ 2k Ck- , I2k\~2k D.1)
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а ортогональные системы многочленов {А^ (/)} и {Дг/г @} (см- тео~
рему 2.1) оказываются чебышевскими многочленами первого и
второго родов соответственно, т. е.

const • Д^ (*) = Tk (t) = cos ?9,

const-Д^@ = Uk-i (t) = -^jjjy ,

где 0 = cos"  B/ — 1). Системы многочленов {A*fe+1 @) и {^-f i $}
суть многочлены Якоби, которые обозначаются как РГ,/2л/2) и
/>11/2,-1/2), т. е.

cos -J- Bft +1)9
const

const

•4i+iW=-

• A2Vi@ =
sin

cos

1

2

sin

1

Bft+1N

Эти многочлены, рассматриваемые как опорные гиперплоскости к
моментным пространствам, обладают рядом интересных
геометрических свойств. Мы воспользуемся записью (хОУ ..., хп) для
обозначения произвольной точки в евклидовом (п + 1)-мерном
пространстве Еп+Х.

Теорема 4.1. Для любого п два линейных многообразия,
определенные пересечением гиперплоскости х0 = 1 с опорными
гиперплоскостями пространства Мп+\ в точках (с*, .. ., c*n_v с*п) и
(?*,..., c*n_v с*п), параллельны, это свойство однозначно
характеризует о*.

Доказательство. Свойство параллельности имеет
место тогда и только тогда, когда первые производные от
соответствующих опорных многочленов пропорциональны, т. е.

[ДЛ@2]' = an[t(l-t)~An(t)*]'f если п четное,
D.2)

[/Дп (О2]' = Ьп [A — t) Ап (О2]', если п нечетное,

где ап и Ьп — коэффициенты пропорциональности.
В случае (с0,. .., сп-х) = (с*,... , ?*__,) непосредственная

подстановка показывает, что все четыре производные пропорциональны
величине sinft6/sin6, что и доказывает первую часть теоремы.

Чтобы установить единственность, рассмотрим только случай

п = 2т и применим запись Rm (t) для А2т (f) и Rm-\ (t) для Д2т@>
чтобы указать более определенно на степени этих многочленов.
Многочлены в равенствах D.2) имеют степень 2т — 1 и с необхо-
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димостью обращаются в нуль в каждом из корней многочленов Rm
и /?т-ь которые все вещественны и различны, так как они
соответствуют внутренним корням в нижнем и верхнем главных
представлениях (с*,.. ., с*п_{) (см. лемму 2.2). Следовательно, имеем

2RmRm — dmRmRm-u D.3)

2/ A -1) Rm-iRm-i + A - 20 /?l_! = emRmRm-u

где dm и em — константы. Исключая поочередно Rm-\ и Rmi
получаем

2t(l-f)R;m + (l-2l)I?n = ymRm,

2/ (i - /) /?;_, + 3(i~ 20 /&_, = бт-,/?^-,,

где у ти 6m_i зависят от dmwem. Таким образом, мы видим, что
многочлены m-й степени Rm и Rm являются собственными функциями
двух дифференциальных операторов. Единственность для каждого
т теперь следует в силу того, что первое дифференциальное
уравнение в D.4) единственным образом (с точностью до постоянного
множителя) определяет чебышевские многочлены первого рода, а
второе уравнение однозначно характеризует чебышевские
многочлены второго рода (дальнейшие подробности, относящиеся к этому
вопросу, см. у Сеге [1959], стр. 60).

Теорема 4.1 по существу формулирует на геометрическом языке
два известных экстремальных свойства чебышевских многочленов.
Мы сформулируем эти результаты в виде следующей теоремы.

Теорема 4.2.A) Пусть ф обозначает класс многочленов
степени т со старшим коэффициентом 2т~1 . Тогда

minmax|Pm@l2-max|rm@l2,
дь *€[o,i] *€[o,i]

где Тт (f) есть чебышевский многочлен первого рода.
B) Если Л обозначает класс многочленов степени т —I со стар-

шим коэффициентом 2т~1 , то

min max t A — 01 Лл-i @ |2 - max /A-01 Um-i @ I2,
Л <€[0.1] *€[0,1]

где Um-i @ является чебышевским многочленом второго рода.
Доказательство. Мы ограничимся рассмотрением части A),

так как доказательство части B) проводится аналогично. Заметим,
что расстояние в направлении хп от точки x0?Rn до
гиперплоскости, заданной уравнением (у, х0) = 0, выражается как (у, х0)/уп>

т

если уп ф 0. Пусть Rm (t) = 2 а А ат Ф °> — произвольный
многочлен степени т. Расстояние в направлении хгт от точки
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x (t) = A, t,..., t m) до гиперплоскости, соответствующей R?m (t), равно
$U0/am- Так как x(/) описывает множество экстремальных точек
сечения пространства Мп+\ с с0 = 1, в то время как гиперплоскость
является граничной или опорной к нему, то максимум величины
$n{t)/a?m> когда t меняется от t до 1, не может быть меньше, чем
ширина в направлении х2т. Из свойства параллельности плоскостей,
сформулированного в теорем э 4.1, заключаем, что Тт доставляет
нижнюю границу для максимального расстояния. Это эквивалентно
утверждению части A).

Любой момент меры а* есть среднее значений, принимаемых
ранее указанными моментами; таким образом, справедлива
следующая теорема.

Теорема 4.3. Для любого п

Это свойство однозначно определяет меру а*, если с* = 1.

Доказательство. Пусть а и о — верхняя и нижняя

главные меры (с*0,..., с*п_{). Если п = 2т, то по следствию 2.2 b и
B.1) имеем

1

^tmbZm(t)do_=0, D.6)
о

^(tm-tm+l)V2m(t)cb=09 D.7)
о

причем первое из этих соотношений включает с*, а второе — сп-
Используя равенство D.3), можно из D.7) получить, что

J(r-/m+l)[A;m@]/da=0. D.8)
о

Левые части равенств D.8) и D.6), записанные как определители,
отличаются только элементами последних столбцов. Вычитая
равенство D.8) из равенства D.6), предварительно умноженного на
т, получим

(т + 1) 4+1 - 4

ск • • • 4+fc-l (m + k)c*m+k-kc*m+k_l

4 • • • <?_! "*(& + '$—*"C-l
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В этом определителе последние два столбца пропорциональны, за
исключением последней строки, но в то же время из соотношения
D.1) имеем, что

Bт - 1) С+*-, = 2 (т + k) c^k - 2kc^k^v

Следовательно, равенство с определителем сводится к

.,^ = 0,
и так как Д *_2 > 0, то получаем

д;-2 т К + fy ~ тС*п-1 - 2JLTL Cn-l

±(С* + 'С*) = 2п~1 с* =с*

что и требовалось доказать. Случай нечетного п может быть
рассмотрен аналогично.

Теорема 4.4. Для любого п А*п = Д^; это свойство
определяет а* однозначно, если с0 = 1.

Доказательство. Так как (с*, ..., с*п_{) ? 1пШп, то из
следствия 2.2 b известно, что решениями уравнений Д^ = 0 и Д* = 0
относительно сп служат с*п и сп соответственно. Данные уравнения
линейны относительно с*, и поэтому можно записать

д*
-•--• ~п , D.9)
П П д

с* = ? + -?—. D.10)П П • д* >

Заметим, что эти уравнения действительно зависят от с*, как и

должно было бы быть. Далее из D.9), D.10) и предыдущей теоремы
получим

Лм -< + <-2< = 0. D.11) А* о Ап—?

Непосредственная проверка показывает, что Д* = Д* = 1/2 и Д^ =
= Д* = 1/8. По индукции можно показать, что Д^ = Д* для
любого /г. Напротив, если любая последовательность 1, си с2, . . .
обладает тем свойством, что ДП=Д„ для любого я, то равенство D.11),
записанное без звездочек, в сочетании с предыдущей теоремой
показывает, что {ck} должна быть моментной последовательностью по
мере о*.

Теперь приведем численные результаты, которые зависят
конечно от конкретного интервала ортогональности [0, 1]. Пред-
9 С. Карлин, В. Стадден 129



шествующие теоремы этого параграфа в равной мере справедливы
(после очевидных корректив) для любого конечного интервала.

Теорема 4.5. Ширина в направлении сп сечения
пространства Мп+и определенная при с0 = 1, равна 2~2"+2.

Доказательство. Старший коэффициент ортонормированного
чебышевского многочлена степени /я, вычисленный непосредственно,
оказывается равным 2Dm~I)/2. Однако из определения многочлена
A*ft(/) он также равен (к*2т-2^2тУ/2' Согласно равенствам D.9) и
D.10), а также в соответствии с последней теоремой имеем (п=2т)

2Л*
> * _ zf?2m __ 9-4m+2
L2m _2m ~" д* ~~ z

if2m—2

Подобная же процедура устанавливает равенство D.12) для
нечетного п. Требуемый результат тогда следует из теоремы 4.1.

Теорема 4.6.

д: = д* = 2—лг(м+1)/2 СИ*-- Ч(> 2-2п.

Доказательство. Первое равенство получается
индукцией из D.12). Два других равенства следуют из D.12), D.5) и D.1).

§ 5. Симплексы Sn и Вп

А. Симплекс 5л. Два симплекса Мп и Рп, которые являются
сечениями пространств Мп+\ и Фп+и полученными путем наложения

1 1

условий нормировки [da(t) = l и f P(t)dt = 1 соответственно, тес-
о о

но связаны с другой парой многогранных симплексов.
Первый многогранный симплекс, описанный около симплекса

Мпу есть выпуклая оболочка его вершин xft, k = 0, 1, ..., п,
точные координаты которых вычисляются по следующей формуле:

п
Xi n\{k-i)\ iny *-U, 1, ,»„AZ, [О Л)

( k\
где, как обычно, I .1 = 0, если i > k. Мы будем обозначать этот

симплекс через Sn.
Теорема 5.1. Sn содержит Мп.
Доказательство, В основе доказательства лежит тождество

!-2С)
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Приняв E,2), непосредственной подстановкой убеждаемся, что

tl = ^\kxf\ i = 0, 1,...,л, E.3)
k=0

ажение из

k=0

(\ п

n\tk{\— i)n"h >0 и2^=1- Это равенство показы-
вает, что выпуклое множество, натянутое на крайние точки х<^
симплекса Sn, содержит крайние точки A, t, ,. *, f) симплекса /И", и,
следовательно, Мп a Sn.

Чтобы проверить справедливость тождества E.2), используем
(n\(k\ (n — i\(n\

тривиальное соотношение III .1 = I - . )( . I. Выр
'п /п—[

право части E.2) может быть представлено в виде УДь—т ^—^
и затем легко сводится к t\

1

Данное распределение о (t) с условием нормировки Г do = 1 и
о

определенные величины Xnh (а) были введены Хаусдорфом, который
использовал последовательные правые разности Alck(a) = (—1)' х

X У](—Щ . )с/г+/(а) от последовательности {ct(o)} моментов ме-
ры а. В частности,

Къ(о)={-\)п-к{1)ьп-ксн{о) =
-(;)!<- <t*Kw- <«>

Эти числа имеют простую геометрическую интерпретацию.
Действительно, сумма в выражении E.4) может быть записана как

Kk(o) = $^ky(l-t)n-hdo. E.5)
Из равенств E,1)—E,3) следует, что

п

ct = 2 Kk (о) х{?\ / =* 0, 1, . , „ /г, E.6)
fe=0

где, согласно E.5), ЯдЛ > 0 и 2^** = 1. Таким образом, A,nft(a)
Jfe=0
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оказываются барицентрическими координатами точки (с0, . . ., сп)
в симплексе Sn.

В. Симплекс Вп. Вернувшись к дуальному пространству,
рассмотрим многочлены Bnk (t) = ( П \tk A — /)л~\ k = 0, 1, . . ., п. По
теореме 11.2 гл. II эти многочлены определяют крайние лучи
пространства многочленов Фп+и и легко проверить, что y(h) 6 Рп, где

О, t = 0, .. „ft —1,

y\k)= (-1)'-* (n+1)! i = ft n
являются коэффициентами многочлена (/г + 1)?Ль(*). Матрицы с
элементами yW и л;^ являются по существу обратными, так как

<**'«")-{ 0, если**,. <5J>
Симплекс, натянутый на л + 1 точек y{k\ обозначим через Вп.
Заметим, что Вп вписывается в Рп.

Если обозначить конусы, индуцированные симплексами Вп и Sn
через 9$п+\ и 3/n+i соответственно, то можно сформулировать
следующую теорему.

Теорема 5.2. ffin+i и уп+\ являются дуальными выпуклыми
конусами (см. § 9 гл. II).

Доказательство. Дуальный конус к уп+и определяемый
как 53 = (у|(у, х) >Э для всех х? Yn+i), очевидно, представляет
собой множество {у|(у, х(/г)) > 0, . . ., п}. Из E.7) очевидно, что это
множество содержит Вп. Таким образом, имеем HBn+\cz!%. Обратно,
если у такой, что (у, х{к)) = ah > 0 для k = 0, 1, . . ., /г, и через А
мы обозначим матрицу, у которой k-я строка равна x{k\ то Ау' =
= (а0, . . ., ап)' (у' есть вектор-столбец, определенный из у). Это
означает, что у' определяется однозначно, так как |А|^=0. Однако

п

L Zj п+ l у
fe=0

также удовлетворяет той же самой системе уравнений. Отсюда
заключаем, что

п

i+1У La п + i У'
fe=0

Это в свою очередь означает, что у принадлежит 58n+i-
Следовательно, .53 cz .$3/1+1 и ^«+1 является дуальным конусом к конусу ^/л+и
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Так как конус 2/л+1 замкнут, то он должен быть дуальным к
конусу 53я+1 (см. лемму 9.1 гл. II).

Следующая теорема показывает, что симплекс Вп в известном
смысле почти заполняет симплекс Рл.

Теорема 5.3. Если у — внутренняя точка Рп, то для
достаточно большого т точка

Ут = @о. 01>-м Уп> 0, . , ., 0) (т + 1 координат)
принадлежит Вт.

Доказательство. Так как у = (у0, у4, » ., */пNIntРп, ю

многочлен 2 #*'' не обращается в нуль на [0, 1], так что для не-
<=о

п

которого положительного б V У$ > $ > 0, / 6 [0, 1]. Однако так

КНК у (т f\- mVm-\)...(tm-i + \)
*i l™. i) - m(m—1) (/и— i + 1)

сходятся (равномерно по /) к t\ когда m->oo, получаем, что
п

*SyiXt(m> i) > 6/2 для достаточно большого т. Поэтому, положив

t = klm или tm = k, видим, что (y(m), х|*>})>0 для достаточно
большого т, где a:|^}, & = 0, 1, . . ., m, являются вершинами симплекса
Sm. Как и в доказательстве теоремы 5.2, это означает, что У{т?Вт
для достаточно большого т.

Теорема 5.4. Для данной последовательности {ct}™

усеченная точка с{ = (с0, . . ., ст) принадлежит Sm для всех т, если и
только если с(т) принадлежит Мт для всех т.

Доказательство. Если с{т)^Мт для всех т, то с( ?Sm
для всех т по теореме 5.1. Теперь предположим, что c(m)?Sm для
всех т к ст ? Мп для некоторого фиксированного я. Тогда
существует положительный многочлен степени п с коэффициентами у =

= @о. • • •> Уп)> 2^?^^ такой, что V#^<0. Но по теореме 5.3
т

@о. • . •> Уп> 0, • . ., 0) = 2 ^ьУ(т) Для Достаточно большого т, где
/5=0

у{п\) — вершины симплекса Вт и Я6 > 0.

Следовательно, по теореме 5.2 ^ У ft = 2 ** (у$)' W ^ °* Из
этого противоречия и следует утверждение теоремы,
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Переводя теоремы б.З и 5.4 с геометрического языка, получим
следующие две хорошо известные теоремы. Первая из них является
переформулировкой теоремы 5.3, в то время как вторая следует из
теоремы 5.4 и выражений E.4) и E.6), связывающих величины
&kct с барицентрическими координатами точки с в Sk+l.

п

Теорема 5,5, Любой многочлен ^у/, который строго поло-
/=о

жителей на [О, 1], может быть представлен как конечная сумма
с неотрицательными коэффициентами многочленов вида

Bmk(t) = {mk)tk(\-t)m^ k = 0, 1, , . ., m,
при условии, что т достаточно большое.

Теорема 5.6. Необходимое и достаточное условие для того,
чтобы (с0, си - . ., сп, ...) были моментами некоторой функции
распределения на [0, 1], состоит в том, что последовательность
должна быть вполне монотонной, т. е. что ct и их последовательные
разности (—l)kAkct всех порядков должны быть неотрицательными.

§ 6. Объем симплекса

Вспомним, что Мп является сечением моментно^о пространства

Мп+и определенным условием нормировки с0= Г da (/) = 1.
о

Наша цель в настоящий момент состоит в расчете объема момент-
ного сечения Мп (который мы будем обозначать Vol (Л1Л)). Это
оказывается необходимым при решении изопериметрических задач
(см., например, Шенберг [1954 Ы). В теореме 6.1, приведенной ниже,
мы выведем формулу для объема сечения, соответствующего Мп для
общих Г-систем. Теорема 6.2 устанавливает более частный результат
для случая щ (/) = /', / = 0, 1, ..., п.

Пусть {wjjj является Г-системой на [0, 1] такой, что и0, ии . . ,
, . ., ип — непрерывно дифференцируемые функции. Предположим,
кроме того, что u0(t) = 1 и ut @) = 0, i = 1, 2, . . ., п.

Если система {ut}^ не обладает этими свойствами, но и (t) ss 1
есть многочлен, то можно преобразовать систему {и JJJ в новую сис-

п

тему {ujj}, а именно, vi = 4SaijUj, где А== || afi || есть соответству-

ющая матрица размером (п + \)х(п+ 1), |А|>0, и выполняются
условия v0(t) s= 1, t;^ @) = 0, t= 1,2,*, „ п, Этого можно добиться,

п

если определить первую строку как (а^ а01, <#4, а0п), где *SaojUj(t)^
/-о

«1, Остальные строки конструируются так, чтоГы они были орто-
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тональны вектору (и0@), . . ., ип @)) и взаимно линейно независимы.
Легко видеть, что при этих условиях определитель | А | не равен
нулю, а в таком случае мы можем зафиксировать его знак и считать
положительным. Введенная система {vt}^ очевидно, обладает
требуемыми свойствами, т. е. v0 (/)sl и vt @) = 0, i = 1, 2, . . ., п. Из
тождества | vt (tj) \ = \A\\ut (tj) | следует, что {vt}nQ является Г-сис-
темой.

Теорема 6.1. Если {ut}% есть Т-система из класса С1,
удовлетворяющая условиям u0(t) = l и ut @) = 0, / = 1, . . ., п, то для
п = 2т — 1

Vol (Мп) = ± j...j D(ti9...ftjdti9. dL

Ktt<...<tm<l
где

I "о (h) H d) uo (h) "о (h) ... "о (tm) u0 (tm)
= "i (fi) u'\ (h) ui W "i W • • • "i CTO) ui (tm)

I m-1 ft)  m-l 0i)  m-l (W <4тг-1 (« • • •  m-l (*m) 4n-\<fJ

D(ti,...,tJ =

|M'i) "id) "i(y «i(«
M'i) МУ W*W «iW

• ui (t ) u\ (t )1 v m' 1 K m'

• MO MO

Km^ и2т«1) U2JM U2Jt2) . . - \JfiJ «2/|1(*J |
если n = 2m.

Доказательство. Если n = 2m—1, то каждая точка с? IntM"
имеет единственное нижнее главное представление

ct = 2 k*ut ^)» * = 1, 2, . * ., 2m - 1, F.1)
/=1

где 0 < ti < t2 < . . . < tm < 1 и V A^ = 1. Следовательно, мы име-

ем, что

Vol (Мп) = J ... jdq „ . dcm = J j |У|<й2 . . . dKmdtt . , . dtm,
где

^w={ftt-.м/т)Ю</1<...<^<1>,

1 2 1
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и J — якобиан преобразования F.1), причем Xt заменяется на 1—^%,
2

Легко проверить, что якобиан J равен

У = (i-2^Vn^)^^..-./j.
Требуемый результат теперь следует после интегрирования по
переменным {hj}JL2. Если п = 2га, то анализ проводится аналогично.
Преобразование F.1) остается тем же самым, за исключением того,

т

что в этом случае мы имеем V Xt ^ 1, S™"  заменяется на Ет>

а член [~] А^ выносится за якобиан.
1

Теорема 6.1 обобщает соответствующую теорему для
степенных функций, приведенную у Карлина и Шепли [1953]. В работе
Шенберга [1954 Ь] приведена дискуссия по расчету объемов
некоторых выпуклых тел, который связан в свою очередь с изоперимет-
рической задачей, имеющей отношение к кривым в евклидовых
пространствах и объему, заключенному в их выпуклой оболочке.

Теорема 6.2 Если ut (t) = t\ i = 0,... я, mo
п п

Vol (М«) = П Г-Цг" = П В (k, k),
k=\ k=\

где Г обозначает обычную гамма-функцию, а В (р, q) —
бета-функция указанных параметров.

Доказательство. Если п = 2т—1, то определитель D(ti9...
. . ., ?m), стоящий под знаком интеграла в формулировке теоремы 6.1,
равен

т /—1

ПП(^-О)*.

Чтобы убедиться в этом, заменим 2*-й столбец, i = 1, . • ., га, на
столбец с элементами 1, su s2p . . ., s?"*-1, где ^< st < tl+l, и
обратим внимание на то, что если получившийся определитель
продифференцировать последовательно по переменным su s2, . . ., sm и
вычислить при tu . . ., /m, то получим первоначальный определитель
D(ti9.. ., tm). Следовательно, мы можем вычислить вспомогательный
определитель Вандермонда, а затем произвести дифференцирование,
чтобы получить желаемый результат. Таким образом,

1 1

Vo1 (ДГ>= -ЩГ [ ¦ ¦ j П (tx - tit dtt.. . ¦
О 0 /Kj
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По результату Сельберга [1944] значение вышеприведенного
интеграла равно

т

ПГB?+1)[ГB6-1)]2
2Г Bт + 26—2) '

откуда, как легко видеть, заключение теоремы получается
индукцией по т. Случай п = 2т рассматривается аналогично.

§ 7. Свойства симметрии моментных пространств

А, Граница сечения Мп. Прежде чем изучать различные свойства симметрии,
присущие сечению Мп, сделаем несколько замечаний, относящихся к его границе.
Во-первых, предположим, что моментное пространство Мпл.] образуется Г-систе-

мой {u^q на [а, Ь], причем такой, что функция и (t) = 1 является многочленом

Большинство последующих результатов будет относиться к системе {/'}? на [0, 1]^
где могут быть сделаны более определенные утверждения.

Как и в классическом случае, пусть Мп является сечением Mniy
заданным мерами с общей массой, равной единице. Мы классифицируем точки
с = (с0, cv . . ., с ) ? Мп в соответствии с их индексом / (с), т. е. определим

MJ = (с | с?Мп, 2/ (с) — 1 = /г}, к = 0, 1, . . ., п.

Множество М„ состоит из внутренних точек Мп. Для 0 < к < п точки

множества М% принадлежат границе Мп> так что по теореме 2.1 гл. II любая

точка с ? М% имеет единственное пргдставление. Полезно разбить каждое из

множеств MJJ, к = О, 1, . . ., п— 1, на два множества Mnk и Л4?, состоящих
соответственно из тех точек, представления которых не включают граничную точку Ь, и
тех точек, представления которых содержат точку Ь Множество М\ называют

/г-мерной гранью Мп, в то время как М% и М% называются верхней и нижней
^-мерными гранями соответственно.

Лемма 7.1. Множества М% и М?, 0 <i к <^ п, являются максимально
связными компонентами множества М" и имеют топологическую размерность к.

Доказательство. Рассмотрим только нижнюю /г-мерную грань М? для

случая к = 21— 1. Любая точка с = (с0, cv . . ., с )? Л!^ i ймг -т единственное
представление

i

С| = 2^(^), ' = 0,1 л, G.1)
/=i

где K = (KV . . ., %г) содержится в S'~l = \х | А,. > 0, i = 1, 2, . . ., /, 2^*=1|
и t = (tv t2, . . ., tj) принадлежит Ul = (t | a < tx < t2 < . . . < tx < b).
Отображение G.1) прямого произведения UlxEl~~l на Mnk является взаимно
однозначным и непрерывным в обе стороны Следовательно, множество Мпк является
связным и имеет топологическую размерность к = 2/ — 1 Подобное" доказательство
может быть использовано для других fc-мерных граней
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Отделимость множеств М? и M!l может быть выведена из соотношений

Л—1 _ _
[Мпк]\М%= U М?=1М»]\М%

~~ /=о

так как в этом случае [М"]0Щ = 0 = [Щ\{]М1 ')>
B. Обратное распределение. Для удобства зафиксируем интервал [а, Ь] =

= [О, 1J и пусть ш представляет собой множество неубывающих и непрерывных
справа функций о, определенных на (—со, оо) и таких, что о (t) = 1 для />1 и
о (t) = 0 для (< 0. Каждому из @t поставим в соответствие обычным путем
меру, и наоборот.

Зададим отображение g\ D-+D следующей формулой

\o(t), /<0 или />1
По этому определению g (go) = а, так что функция go по существу является
обратной к а.

Для частного случая u.(t) = t\ i = 0, 1,.. ., л, соответствующие этим
функциям первые моменты связаны посредством тождества с1(а) = 1—сг (go), где

?l(a) = \ tdo (t). Оказывается, что подобные соотношения не имеют силы для
о

моментов более высокого порядка
Рассмотрим ступенчатую функцию

т

ow«2v<'-'i>' <><*!<*, <...<*те<1,

где / (t—tt) = |q' /^/' и ^ ^ = 1- При отображении g ступенчатая функ-
v /«1

ция а переводится в ступенчатую функцию go со скачками tv t2 — tlf t3 — /2,...
• •' *m"~ 'm—l» *"~ *w в точках °> ^i' ^ + A,2, . . . Дх +. .. + ^m_P 1.
Следовательно, приходим к выводу, что индекс функции go равен индексу функции о
и что функция go имеет скачок при /= 1, если и только если функция о его
не имеет. Так как каждая точка с, принадлежащая границе Мп, определяется
единственной функцией о ? @, то отображение g, следовательно, индуцирует
взаимно однозначное отображение g0 границы Мп на само себя, определенное
посредством go(c)—c(go), где с (go) является моментной точкой, образованной функцией go.

Теорема 7.1. Для Т-системы {uAq на [0» 1] такой, что u(t)~l
является многочленом, отображение g0 переставляет верхнюю и нижнюю k-мерные

грани на Мп, т. е. g0 (М%) = Щ и g0 (Щ) = Л*?
C. Обращение единичного интервала. Хотелось бы отметить, что функция g0

была определена только на границе Мп. Один путь индуцирования взаимно
однозначного отображения всего пространства Мп на само себя состоит в
рассмотрении взаимно однозначного непрерывного отображения h единичного интервала
[0, 1] на самого себя. Для любого такого отображения h существует соответ-

1) Здесь через [М\ обозначается замыкание множества М, ниже для этой
цели будет также ставиться черта сверху, здесь это не делается, чтобы не внести
путаницы.
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ствующее взаимно однозначное отображение пространства @> на само себя, кото

рое переводит о в меру о., определенную как oh (А) = а фГ1 (А)) для любого
множества Л с [0, 1]. Если это отображение на В должно индуцировать
отображение пространства Мп на само себя, то необходимо тогда потребовать, чтобы
индуцированное отображение Fh удовлетворяло условию Fh (с (а)) = с (oh) или

- (J u0 (/i (ft) do @, • ., j un (h (t)) do @). G.2)
Отсюда мы можем сделать вывод, что F-h (ас (а) + (к (^)) = aFh {c{o))-\-$Fh(c> (ц)),
так что отображение F линейно на Мп.

В оставшейся части этого параграфа мы теперь ограничимся рассмотрением
системы функций H1}q на интервале [0, 1). В этом случае, предположив, что
Fh линейная, и используя равенство

Fh(\,tt. . ., tn)Mhh(t), . . ., hn{t)),
п

получим h(t) — ^ а^Л где ah, к = 0,..., л,—константы. Далее, для того чтобы
/е=0

A, /г(/), . . ., hn (t)) содержалась в Мп, потребуем, чтобы afe=0 для к = 2, 3,..., п.
Следовательно, единственная функция Л на [0, 1], которая приводит к
нетривиальному отображению Fh, дается формулой

Л0 @=1 — *• G-3)

В этом случае мы имеем oh (t) = 1 — о A — ^ — 0). Предельная операция,
указанная символом «—0» служит для того, чтобы сохранить непрерывность справа.
Моментная точка с (о) тогда преобразуется в точку с координатами

1 1 к I к\

о о *=o > /

Теорема 7.2. Функция h0 (t) = 1 — / отображает Mn в соответствии с
формулой

c(o&/=:Anc(a)/, G.4)

где An — (п + 1) X (л + \)-матрица с элементами

с (a) = (с0 (a), . . ., с (о)) со штрихом обозначает результат транспонирования,
или, иначе, вектор-столбец.

Барицентрические координаты Xnk (о) = \ I J tk(l—t)n~~kdo, определенные

равенством E.5), удовлетворяют условию A,nfe (ohJ = А,я л_Л(а), так что
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(см. равенства E.1) и E.6)), и отображение Fh^ определенное на Мп, может
рассматриваться как преобразование точки х(/г) в*х*п~"^. Если функция а имеет
скачки Xv . . ., %т в точках tv . . ., / соответственно, то oh— ступенчатая функция
со скачками % , А,, в точках 1 —/ , . , ., 1—U. Следовательно, можно прий-т т ± г

ти к такому выводу

Теорема 7.3. Матрица А преобразует k-мерные грани Мп в
соответствии с формулами

Ад (Ml) = Щ Ап (Щ) = Mnk, если k—четное,

Ап (М$ = М%, Ап (Mnk) = Щ, если k—нечетное.

Пусть с = (с0, . . ., cn_v сп)?Мп, и предположим, что с^= (с0, ..., cn__v?n)
и с = (с0,. . ., cn_v сп) в Мп определены посредством

сп = max |cn I \ tldo — cv i = 0, 1, . . ., п — 11,

сп = min {cn J J tldo = cv i = 0, 1, . . ., л— lj.
Тогда можно получить следующее следствие.

Следствие 7. 3. Для п нечетного А^с' — Апс' и Апс' = Апс', в то
время как для п четного А^с' = А^с' и Апс' = Апс'.

В пространстве многочленов Рп индуцированное преобразование задается как

/>@->/><1-о.

п

где P(t)= 2аа^' ^сли мы обозначим индуцированное преобразование на Рп
через G, то можно записать

G(a) = (*0, bv .. .,6u),

где 6,- J (-1)t?)^
Теорема 7. 4. Функция G, индуцированная функцией h0(t)= 1""'» ^р^об-

разует точки из Рп в соответствии с формулой

G (а) = аАп,

где а = (д0, alf . .., ап), а Ап определена в G.5).
Возвращаясь к определителям Ганкеля, можно установить следующие

соотношения.

Теорема 7.5. При отображении G.4)

bk+1 (AnC') = bk+1 <C>' ^2^+1 (AnC') = Д2Н-1 (*
где ^2ft (с) обозначает определитель A.3), построенный по отношению к точке
с = (с0, сх, ..., сп) ? Мп, и т. д.
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Доказательство. Пусть D2k (с) обозначает матрицу, соответствующую
определителю Д (с). Путем непосредственной проверки из равенства G.5)

следует, что A^D^ (с) = D2ft (А с') А^, где А^ обозначает результат
транспонирования Aft. Следовательно, Д^ (Anc') = A2fe (с) Другие утверждения теоремы
доказываются аналогично.

Используя теорему 7.5, можно показать, что матрица \п сохраняет ширину
в направлении хп сечения Мп во всех точках, другими словами, справедливо
следующее следствие.

Следствие 7.5. Выполняется соотношение

К (*> - in <а> = К К0) -?п (%)• <7-6)

Доказательство. Если (с0 (а), ... , сп_{ (а)) — граничная точка Мп~~\
то обе части равенства G.6) обращаются в нуль. Для (с0 (а), . . , сПттЛ (а)) внутри
Мп~1 равенство G.6) следует из теоремы 7.5 и соотношений

?»

к

= еп

= Сп +

Д/г-

Л-

-2

о

которые могут быть получены из того, что с и сп служат решениями уравне
ний Д — 0 и Д =0 соответственно (см доказательство теоремы 4.4).

D. Моментные пространства симметричных распределений. Пусть М^
обозначает моментное пространство, образованное из системы функций {/'}{}
такими распределениями а?^, которые удовлетворяют условию a (t) = 1 — оA —
— / — 0). Очевидно, М$ состоит из таких точек с = (c0,cv . .. , с ), что с'=А с'

Теорема 7.6. Множество М$ выпукло, замкнуто, ограничено и имеет
размерность [/г/2].

Доказательство. Заметим, что МJ в точности совпадает с

пересечением Мп и гиперплоскостей, заданных линейной системой уравнений сА^ = с
Решения этих уравнений могут быть представлены для каждого нечетного
момента в виде выражений, зависящих от четных моментов более низкого поря л
ка, т. е.

_1_
4 '

5 5 1

съ = тг с4 — -у ^2 + ~2" и т. д., <7-7)

которые представляют собой ровно п — [я/2] независимых линейных связей
(заметим, что если бы мы выбрали [— 1, 1] как основной интервал, то соотношения
G.7) просто устанавливали бы, что с. = 0, i = 1, 3, 5, ..). Следовательно, так

как Мп является выпуклым телом в Еп, то М$ — выпуклое множество размер-
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ности [л/2], а так как Мп замкнуто и ограничено, то М" также замкнуто и
ограничено.

Вышеприведенная теорема наводит на мысль, что имеется соответствие

между пространством М" и пространством M^n/2^ В действительности имеет место
следующая теорема.

Теорема 7.7 Существует взаимно однозначное линейное преобразование
Т пространства М$ на М'п/21

Доказательство. Прежде всего отметим, что замена основного
интервала представляет собой взаимно однозначное линейное преобразование мо-
ментных пространств В частности, существует взаимно однозначное

преобразование V пространства Ms\0, 1] на пространство Alg|— 1, 1]. Взаимнооднозначное
соответствие между симметричными распределениями на этих двух интервалах
может быть определено следующим образом:

о —1

i if1 1

рде равенства имеют место для всех непрерывных функций f и g на L0,
соответственно Моменты от i|) и ф связаны посредством соотношения

c2ft <*> e ch (Ф)- c2k+1 № = °> * =- 0, 1, 2,

и 1-1,1]

1ребуемое отображение тогда получается композицией отображений T = WV,

где W отображает /№$[-- 1.1] на М^п^ и задается как

W (с0 ОМ. с, (яр). . . , сп (Ц))) = (с0 (<р), с, (Ф), . , с[п/2] (ф))

В теореме 1.2 гл. II было показано, что сечение Мп есть выпуклая
оболочка кривой С„+1, образованной точкой c(t) = A, *, ., /п), когда / изменяется
на интервале [0, 1]. Для М" кривая Q^t образованная посредством

CsW--2-fcm+c<le0]' '€ [о, ±-].
трает ту же роль, что и Сп+1

Теорема 7.8. Выпуклой оболочкой Q (CJ) кривой С$ служит М$.
Доказательство. Очевидно, (J (С$) а М$. Если с ? M$, то с имеет

конечное представление, образованное распределением о. Точка с, которая
образуется посредством распределения r^of/j + afl-Z-O)], принадлежит
тогда выпуклой оболочке кривой С^

Следствие 7.8. Множество крайних точек М" для я!>4 в точности
совпадает с CJ.

Доказательство, для п > 4 существует неотрицательный многочлен
Р, имеющий нулями / и 1 — /. Так как Р порождает опорную плоскость к М?,
которая касается только в точке с5 (/), то эта точка двлжна быть крайней.
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§ 8. Механические квадратуры и главные представления

В этом параграфе мы выведем некоторые классические формулы,
используемые в численном интегрировании, опираясь на
геометрические положения рассмотренной выше теории.

В общей постановке задача механических квадратур состоит
в аппроксимации величины интеграла

[f(t)dt (8.1)

конечной суммой вида

2Wi)- (8-2)

Значения ^,. ., >tp и Хи ... Др характеризуют конкретную
формулу численного интегрирования, т. с. с использованием этих чисел
величина суммы (8.2) предлагается в качестве аппроксимации
интеграла (8.1). Кроме того, для некоторого множества функций
выполняется равенство квадратурной формулы и интеграла. В частности,
если {ut}o есть Г-система на интервале [а, 6], a {Jijf и {tt}\
обозначают веса и корни, соответствующие некоторому представлению
моментной точки

ь

** = J и, (О Л, i = 0, 1, „..л, (8.3)
а

ТО

{/(*)#= 2 Wi) (8.4)

для любого многочлена f (t) = 2а*а* М- ^ частности, если и* (/) =

= t\ i = 0,1,..., /г, а л = 2т + 1 и мы выбрали нижнее главное
представление моментной точки (8.3) при [а, Ь] = [—1,1], то равенство

-1 /-1

1 '/*-]-!

2т-Н

справедливо для любого многочлена P(t) = V а^' степени 2/n+U

Точки **, fJ,,, #, /^+j удовлетворяют условию
-к*;<*;<...<Сн<1 <8-6>

и на основании леммы 2.2 являются нулями многочлена Лежандра
Рт+Х (t), Формула (8.5) известна как гауссова квадратурная формула
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и обладает характеристической двойной точностью по отношению ко
многим квадратурным формулам, т. е. для т + 1 определенных
точек t*v ty<.,, t*m+{ соотношение (8.5) выполняется для 2т + 2
функций 1,*, .... ^+1.

Следующая квадратурная формула, включающая
сплайн-многочлен, представляет значительный интерес в численном анализе
(см., например, Шенберг [1958]).

Рассмотрим л + 1 = / + г + 1 (/>1) функций

М0 = ^ <* = 0, 1,..., 1%

Ui+i{t) = (t — Xj)+y j= 1, ,.,,г,
где

41:
tl, t > о,

t<0

(8.7)

(8.8)

-\<х{<х2<...<хг<\ (8.9)

- фиксированные точки. В примере 11 §3 гл. I, было показано,
что система (8.7) является WT-системой на [—1, 1].

Пусть а0 обозначает конечную меру на [—1, 1] такую, что мо-
ментная точка с координатами

i

с?= J M0da0(*), с = 0,1,..., л, (8.10)

содержится внутри моментного пространства М{Д.Х, образованного
специальными функциями u0i ии ...,wn, определенными выше.

Теорема 8.1. Если мера а0 такова, что с0 = (с°, tf, ..., с°п)?
JlntyM!/^, то с0 имеет верхнее и нижнее главные представления
индекса (п+ 1)/2.

Замечание 8.1. Для дальнейшего заметим, что теорема 8.1
выполняется для №Т-системы {(/— ^г)+}?=0, определенной на
любом интервале [а, Ь] и такой, что а ^х0<хп ^Ь (см. пример 10
§ 3 гл. I).

После рассмотрения доказательства теоремы 8.1 мы опишем ее
применение к квадратурным формулам. Применяя нижнее главное
представление точки с0, получим следующее следствие.

Следствие 8.1а. Если п = 2т + 1, то существует
квадратурная формула

2 О (Л-J / t)da0(t), (8.11)
где

— 1<4<*2<...<*;+,<1, М>0 C+i>0, (8.12)
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такая, что соотношение (8.11) является точным равенством для
любой сплайн-функции вида

f(t) = ^iait' + ^ibi(t-xi)+. (8.13)
Моментная точка (8.10), индуцированная мерой Лебега doQ(t) =

= d/, лежит внутри Мп+\. Это есть очевидное следствие того
факта, что функции и0, uit ..., ип линейно независимы. Формальное
доказательство этого утверждения здесь опущено. В специальном
случае, когда do0(t) = dt и г = 0, соотношения (8.11) сводятся к
гауссовой квадратурно! формуле (8.5). Кроме того, (8.11)
представляет собой всегда квадратурную формулу с т + 1 узлами,
обладающую характеристической двойной точностью по отношению к
заранее заданному множеству / + г + 1 = /г + 1 = 2 (т + 1) функций

U,...,*\ (f-*i)+, (* —*2)+> •-.. (< —*r)+.

Соответствующий результат, использующий верхнее главное
представление, состоит в следующем.

Следствие 8. lb. Если п = 2т + 1, то существует
квадратурная формула

т+2 1

2 «С/(«С)~| /@<М0, (8.14)
v=l -1

где

_ 1 = S* < S2 < . . . < S*m+l < Sm+2 = 1, <*С > 0, V = 1, . . . т + 2,
(8.15)

такая, что соотношение (8.14) является точным для любой сплайн-
функции вида (8.13).

В случае da (t) = dt и г = 0 (8.14) сводится к формуле Радау
(см. Радау [1880]). Квадратурная формула Радау приводится у
Шенберга [1958]. Тесные связи между различными квадратурными
формулами и каноническими представлениями подчеркиваются
Крейном [1951] и Карлином и Шепли [1953].

Две другие квадратурные формулы также применимы, когда
п = 2/п. При этом узлы в (8.12) и (8.15) заменяются соответственно
на

— 1 =?<?<-.•<&*¦! (*т+1<1) (8Л6)
И

s\ < S*2 < . . . < Sm+l = 1 (s] >— 1).
Доказательство теоремы 8.1. В примере И §3 гл. I

было показано, что система (8.7) является И^Г-системой на интервале
[—1, 1]. Анализ доказательства показывает, что система (8.7)—WT-
система на любом интервале [а, Ь] при условии а < xt и хТ < Ь. В
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этом случае модифицированная система {vt (t\ б)}J, определенная
посредством

1+8

t>,(*;6)« j G6(xtf)ut(x)dx9 (8.17)
где

1 /x — tY

^(^°ffil72^exp{-i(" б

образует Т-систему на [—1, 1] (ср. C.16) гл. I). Мы расширили
пределы в (8.17), чтобы гарантировать предельное соотношение

\imvi(t-y8)=ui(t), *6[-1, 1], (8.18)

причем сходимость — равномерная на замкнутом интервале [— 1,1].
Теперь докажем, что любая мера \х, моментная точка которой

является внутренней по отношению кМп+1, с необходимостью имеет
спектр индекса по крайней мере (л-f 1)/2. Мы будем действовать
методом от противного. Предположим, что [г удовлетворяет
условиям, указанным выше, и имеет индекс, меньший чем (п+ 1)/2. По

п

теореме 5.1 гл. I существует многочлен v(t\ б)== "V at {b)vt{t\ б),
/=о

который обращается в нуль на спектре меры ц. Можно
предположить, что многочлен v(t\ б) нормирован в соответствии с условием
п

2 iat (ЭД2 =¦ 1 • Выбрав подпоследовательность 8h ->- 0 такую, что
\\mat (8h) = аи i = О, 1,, ,.,л, и принимая во внимание (8.18), де-

лаем вывод о существовании неотрицательного многочлена и (t) =*
п п

«= ^atui @» 2а^ = *' К0Т0Рый обращается в нуль на спектре ме-
п п

ры [х. В этом случае мы видим, что У a^rf = 0 и Va^ >0 для

всех с?М%+\. Следовательно, (<?§, с?,..., c{j) лежит на границе Мп+\
в нарушении предположения, что с0 ?Int Мп+\- Полученное
противоречие означает, что /(jx) >(л + 1)/2. Таким образом, любая мера
\1, которая имеет скачок во внутренней точке моментного
пространства, с необходимостью имеет индекс по крайней мере (п + 1)/2.
В этом случае мера сг0 порождает моментную точку

со (б) = | vt (/; б) da, @, * = 0, 1,... я, (8.19)
—1

содержащуюся внутри моментного пространства Мп+ь образованного
Т-системой {vt (/; б)}. На основании теории, изложенной в гл. II,

146



точке (8.19) доставляют верхнее и нижнее главные представления
меры a {t\ б) и a (t\ б). Из (8.18) следует, что а0 (*; 6)->» 1, когда
6-^0, так что

1 1

с°о (б) = j v0 (t; б) da (t\ 6) >A - 8) J da(t\ 6).
—i —l

Это неравенство в сочетании со сходимостью с°(б) к с% показывает,
1

что интегралы С do (t\ б) имеют равномерно ограниченную вариацию
—1

при б, близком к нулю. Подобные аргументы используются и в
случае мер a (t\ б).

Теперь можно выбрать подпоследовательность бй->0 такую, что
a (t\ bh) и a (t\ б/,) слабо сходятся к мерам а и а соответственно. Эти
меры, очевидно, имеют спектр индекса не выше чем (/г+ 1)/2. Кроме
того,

1 1

с° = f щ (t) da0 @ = Hm Г о, (/; 6ft) da0 (t) -

1 1

= Hm \ vt (t; 6fc) da (*; 6fe) = f и, @ da (t)
k~*°° _i ~" __i ~"

ввиду равномерной сходимости в (8.18).
Мера а, следовательно, удовлетворяет (8.10) и имеет индекс

(п+ 1)/2. Аналогичные утверждения справедливы для а. Мы,
таким образом, представили по крайне i мере одно верхнее и одно
нижнее главные представления точки (eg, с°{,. .., eg), и доказательство
завершено.

§ 9. Сплайн-функции с заданными нулями

В этом параграфе демонстрируется использование главного
представления некоторых моментных точек для того, чтобы установить
существование сплайн-многочлена с заданным множеством нулей.

Функция вида

рп,к (о - лг+р„_, (о + 2 cv с - у г1. (9-D
V-1

где Pn__j (/)—многочлен степени я—1, называется моносплайном
степени п с узлами ^ < .. .< lk. Это понятие было введено
Шенбергом [1946] и играет важную роль в задаче подгонки кривых и
теории аппроксимации (см. также Сард [1963] и Джонсон [I960]).

Для наших последующих целей установим аналог основной
теоремы алгебры в случае моносплайнов. С этой целью необходимо
прежде всего точно определить кратность нуля в приложении к
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моносплайнам Под кратностью нуля | моносплайна понимается то
/хе самое, что и в случае обычных многочленов, если | не
является одним из узлов 1и .. .,gft. Так как (t — l)^1 принадлежит классу
непрерывности Сп~~2, то обычное понятие кратности нуля также
применяется, когда кратность не превышает п — 1 для узла g.
Остается рассмотреть возможность, что ЯД (?) = 0, / = 0,..., п — 2, и
g является одним из узлов &, ..., gft. Пусть Р^1* @ представляет
собой (/г—1)-ю производную справа от моносплайна Pnk(t). Тогда

где'+ = |" *<о.

Р§Гп (t)=at + b+^bv(t- go., а > 0, (9.2)
V=l

П, t

10, *«

Говорят, что моносплайн Рnk(t) имеет нуль порядка п при t= |v»
если PnjT° @ изменяет знак в ?v. Если P^jT1* @ не изменяет знак в
?v, то нуль имеет порядок я + 1, если выполняется Р%Г1) (?v+) =
= 0 или РЙГ° (?v —) = 0, и порядок /i-l в случае, когда
производная P{n,k~l) (t) отделена от нуля в узле ?v.

Легко устанавливаются следующие свойства.
A) Максимальный порядок любого нуля моносплайна Pntk(t)

равен п + 1.
B) Рп k (t) изменяет знак в | тогда и только тогда, когда

порядок нуля нечетный.
C) Нуль порядка т моносплайна Рп k (t) является нулем Р'пк (t)

порядка т — 1.
Так как производная справа P{n,7l) (t) имеет вид (9.2), то она

обладает, самое большее, 2k + 1 нулями. Применяя
соответствующим образом теорему Ролля, приходим к следующему результату.

D) Моносплайн (9.1) может иметь, самое большее, п + 2k нулей
с учетом кратности.

Теперь обратим внимание на задачу построения моносплайна,
имеющего заданное множество нулей. В качестве аналога основной
теоремы алгебры может рассматриваться следующая теорема
существования.

Теорема 9.1. Пусть заданы n-{-2k точек {^}Й?\
удовлетворяющих условию xi < х2 < . .. < xn+2k. Тогда существует
единственный моносплайн Pnk (/), обращающийся в нуль точно на
множестве {л^}Й2\

Эта теорема была опубликована в работе Шенберга [1958], но
ее доказательство приведено не было. Метод, предложенный в его
статье, оказался неработоспособным в общем случае. Карлин и
Шумейкер [1966] предложили доказательство теоремы 9.1, которое
также включает ряд усовершенствований и обобщение на общие
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Г-системы. Оказалось, что анализ должен быть исключительно
тонким.

Джонсон [1960] использовал теорему 9.1 при рассмотрении
наилучшей аппроксимации нулевой функции моносплайнами.

Результат теоремы 9.1 может быть обычным образом
распространен на тот случай, когда некоторые из точек х совпадают, при
условии, что совокупность равных значений х включает не больше
чем п + 1 членов. Таким образом, существует единственный
моносплайн Pn,k @ с заданным множеством нулей {xj/if5, где
совокупность равных значений х интерпретируется как нуль
соответствующей кратности моносплайна Pn,k if).

Мы приводим доказательство теоремы 9.1 для специального
случая, который может быть сведен к ситуации, когда применима
геометрическая теория моментных пространств.

Пусть заданы п + 2k точек {tv}"+2k, удовлетворяющих условию
*| = *2 = .-- = 'Л<*я+1<.--<'п+2*- ЕСЛИ *i<Ei< -••<&• Т0
моносплайн

c-/i)n-2cv(/-6v)+1' <9-3)
v=l

очевидно, имеет нуль порядка п в точке tt. Наша цель заключается
в том, чтобы установить существование узлов {gv}* и
соответствующих коэффициентов {cv}k{ таких, что моносплайн (9.3) обращается в
нуль в точках tn+v .. .,tn+2k.

Рассмотрим моментное пространство, образованное WT-системой

щ (?)= (tn+i - Eft" , i = 1, ..., 2Л, (9.4)

определенной на [а, 6], где а = t{ и b = /n+2fe. Из представления
ь

j (tn+i-i)"+-'« = (^~к)П , i = 1,...,2k, (9.5)
a

легко видно, что 2^-мерная точка с координатами (9.5) является
внутренней по отношению к моментному пространству,
образованному функциями (9.4). Обращаясь к теореме 8.1 (см. замечание
8.1), обозначим через о нижнюю главную меру точки с
координатами (9.5). Если {^, cv}* представляют собой корни и веса меры а, то

v=l

Следовательно, многочлен

(/-^"-Vnc^-yr1 (9 6)
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имеет простые нули в точках tn+u ... , 4+2ь а также нуль порядка
п в точке ti. По свойству D), приведенному перед формулировкой
теоремы 9.1, не может быть других нулей, отличных от тех,
которые указаны.

В случае, когда некоторые из точек tn+it ... , tn+2k совпадают,
используются аналогичные аргументы, за исключением того, что
некоторые из функций (9.4) заменяются соответствующими
производными от (t— ЪУ+1*

Пример 9.1. Предположим, мы хотим построить моносплайн
на [—1, 1] степени п = 2ft, включающий ft узлов ?lf..., \h и
имеющий нули кратности 2ft в каждой из точек t = — 1 и ? = + 1.
Аналогично, если мы хотим определить узлы {?v}* и
соответствующие коэффициенты {cv}?, для которых моносплайн

v=i

имеет нуль порядка 2k в точке t = + 1. Рассмотрим моментное
пространство, образованное функциями

1, A - ©, A - Q*...., A - if , - 1 &\ ^ 1.

Так как эта система является 7-системой и

j(l-D4=y^, / = 0,1,..., 2ft-1, (9.7)
—i

воспользуемся нижней главной мерой а, соответствующей момен-

тной точке B, 22/2, 23/3,. .., 22/72ft). В частности, существуют
точки {^}н — 1 < li < ... < lh < 1, и положительные константы {cv}?
такие, что

t^o-y^-rn-. / = о,1. — 2^—1.
V=l

Тогда легко видеть, что многочлен

{t+\fk-2k^cv(t-lJ?-x (9.8)
имеет нуль порядка 2ft в каждой из точек t = +1 и t = —1, как и
требовалось. Узлы ?4 < ... < lk могут быть идентифицированы в
соответствии с леммой 2.2 как нули ft-ro многочлена Лежандра.
Моносплайн (9.8) известен как ядро Пеано и играет роль в формуле
гауссовых механических квадратур.
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Взамен нижней главной меры а моментной точки (9.7) мы могли

бы так же выбрать верхнюю главную меру а. Соответствующая
сплайн-функция принимает вид

v=l

где — 1 = 14 < la < • • • < tk < |fe+i = 1 • Рассмотрение производной
порядка Bk—1) от функции, определяемой соотношением (9.9),
обнаруживает существование нуля порядка 2k + 1 в каждой из
точек / = ± 1. Узлы {1^2 совпадают с множеством нулей
производной от &-го многочлена Лежандра, а (9.9) есть ядро Пеано, которое
встречается в формуле механических квадратур Радау.

Приведенное выше рассмотрение частично дополняет работу
Шенберга [1958]; исчерпывающие подробности можно найти у
Карлина и Шумейкера [1966].



Глава V

ЧЕБЫШЕВСКИЕ СИСТЕМЫ И ПРОСТРАНСТВА

МОМЕНТОВ НА ИНТЕРВАЛЕ [0, оо)

§ 1. Введение

Система из п + 1 функций и0> ии ... ,ип называется Т-системой
на [0, оо), если {иг}?=о — Г-система на каждом конечном
интервале [О, Л], где А >0; т. е. если функции и01 ии ... ,ип непрерывны
на [0, оо) и

det[||^@)||?,/=o]>0

при любом выборе 0 ^ t0 < ti < ... < tn < оо. Понятия СГ-систем
и ?Т-систем переносятся на [0, оо) аналогично.

В этой главе мы развиваем соответствующую теорию глав I—IV
для случая Г-систем, определенных на полубесконечном
интервале. В случае полубесконечного интервала точка +оо будет играть
такую же роль, как и конец интервала в конечном случае. В связи
с этим будет необходимо наложить соответствующие ограничения на
поведение функций щ на бесконечности.

При соответствующих предположениях большая часть
результатов будет получена при помощи перехода к вспомогательной Т-си-
стеме, определенной на компактном интервале [0, оо] и
естественным образом подобной нашей первоначальной системе {hJ7=0.
Затем, используя уже полученные теоремы, мы сформулируем со-
?тзетствующие результаты для исходной системы.

§ 2. Общая теорема о конической оболочке

В теореме 1.2 гл. II было показано, что если {«г}?=о— Т-си-
стема на конечном интервале [а> Ь], то Мп+\ является выпуклой
конической оболочкой кривой Сп+\> образованной точками (и0 (/),
щ (/), ..., un(t)) при ty пробегающем интервал [а, Ь\. В этом случае
моментное пространство Мп+\ является замкнутым множеством.
Теперь мы докажем более общую теорему, в которой моментное
пространство не обязательно замкнуто. Так как доказательство теоре-
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мы не опирается ни на свойство функций ы0, ии ..., ип образовывать
Г-систему, ни на тот факт, что рассматриваемый интервал
одномерен, то мы сформулируем теорему в большей общности, чем
требуется для наших целей.

Пусть Zi (/), z2 (t), ..., zm (t) — непрерывные вещественнознач-
ные функции, определенные для t ? Т, где Т — замкнутое (не
обязательно ограниченное) подмножество Rr евклидова r-мерного
пространства, снабженное стандартной топологией, индуцируемой
открытыми множествами Rr. Мы образуем моментное пространство

Mm = Aim (Т\ Zit Z2, . . . , Zm) =

={c=(q, .,., cj\ct = J zt (t) do (t), i = 1, 2,..., m}, B.1)
T

где о пробегает множество неотрицательных регулярных мер,
ограниченной вариации, определенных на Г так, чтобы функции ги г2,..*
..., zm были абсолютно инте рируемы по отношению к а.
Рассмотрим подмножество Мт\ образованное точечными мерами, т. е. пусть

Ст = {z (t) = (Zi @, z2 @,..., zm @)| t € Т) B.2)

Мы докажем следующую общую теорему.
Теорема 2.1. Выпуклый конус, натянутый на Ст, есть

Mm- Символически: 6 (Ст)=М{т- (Необходимо подчеркнуть* что
Mm не обязано быть замкнутым.)

Доказательство. Доказывать будем индукцией по т.
Если т — 1, то результат получается просто. Предположим, что
теорема верна для случая т — 1. Нам требуется доказать, что

G (Ст (Л) zd Мт (Л *i @, . •., гт (/)),

так как противоположное включение очевидно. Пусть с —
внутренняя точка (относительно Rm) Mm- Мы можем определить ограни-

ченное замкнутое подмножество ТаТ такое, что с является также

внутренней точкой Mm (Т).
Методом теоремы 1.2 гл. II можно показать в этом случае, что

0(Cm(T))==Mm (Г). Остается рассмотреть с ?Bd Mm. В этом слу-
о (z)

чае мы можем найти опорную гиперплоскость для Mm в с, т. е.
существуют постоянные {a^^U, не все равные нулю, такие, что
m m

2 axz% (t) > 0, te T и ^ ai°i = 0- B-3>

Ho ct = j zt (t) do* (t) (i = 1, 2, ..., m) для некоторого о*. Принимая
во внимание первое из этих соотношений, получаем, что спектр о* (t)
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заключен в замкнутом подмножестве TczT> на котором "V а&% (t)

обращается в нуль; так как {aJ/Li — не все нули, то мы можем
представить, например, zm (/) как линейную комбинацию zi (t), z2 (t),...
• * • 12m~i @ на 7\ Теперь мы построим моментное пространство

Мт_{ G\ zi9 z2,.. ,, z^) относительно г4 @, z2 (/),..., V-i @,
где t изменяется на 7\

Из индукционного предположения следует, что

Дп-, (У; *i. %,..., *„_,) = С (Ст-1 (Г)). B.4)

Ясно, что (cif. .., ^m_j) принадлежит Mm_x G\ zit z2,. .., z^).
Фактически, выбрав а*, мы видим, что

сг = J Z| (*) da* @ = J z* (/) da* @, / = 1, 2,..., m.
T f

Из B.4) следует, что существует мера а с конечным спектром, со-
/ч

держащимся в Т, для которой

<?! = $*! @ da @, * = 1, 2, ..., m— 1. B.5)
т

Обращаясь ко второму из соотношений в B.3), мы также
убеждаемся в том, что

cm=$Zm(t)d^(t). B.6)
т

Представления B.5) и B.6) показывают, что с?С(Ст(Т)).
Теорема доказана.

Более общую форму теоремы о конической оболочке (теорема
2.1) можно найти у Рогозинского [1958]. Частные случаи этой
теоремы встречаются у Карлина и Шепли [1953] и у Крейна [1951].

§ 3. Общая структура Мп+\

Мы теперь рассмотрим моментные пространства на
полубесконечном интервале [а, оо) (для удобства пусть а = 0). В этом параграфе
будем предполагать, что и0 (/), u^t), ...,ип(/) образуют Г-систему
действительных непрерывных функций на [0, оо). Мы постулируем
существование по крайней мере одного строго положительного мно-

п

гочлена и (t) = ^?а^ (t), удовлетворяюще, о соотношениям а(?)>0,
0^t<oo и liminfa@>0.

t-+oo
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Введем кривую

Ся+1 = {и @ = (и0 (О, и4 (О, . • •, ип (*)) |0 ^ / < оо}
и моментное пространство

00

Мп+1 ={с = (с0, clf ...,cn)|c,= J«,(Odor@, t' = 0 л, a€iZ)},
о

C.1)

где 0 — множество неубывающих функций ограниченной
вариации на [0, оо), для которых все интегралы существуют
абсолютно. Ясно, что пространство Mn+i является выпуклым
конусом в Еп+1.

Переход с конечных на полубесконечные интервалы вносит
существенные изменения в строение соответствующих моментных
пространств. Например, вообще говоря, Мп+\ не будет больше
замкнутым, замкнутость будет достигаться только посредством введения
несобственных распределений, допускающих «массу на
бесконечности». Конечно, чтобы построить содержательную теорию, потребуется
наложить дополнительные ограничения на щ.

Мы рассмотрим три типа часто встречающихся ситуаций.
I. Предположим, что limaf (/) = ut (оо) существует и конечен

t-Юо

для / = О, 1, ... ,/1 и

/О, 1, ь„,п—1, п\

Ч)> ч» • • * » * п-\ ОО

для всех 0 ^ tQ < ti < ... < tn_l < оо. Если мы теперь будем
обращаться с бесконечной точкой, как с обычными точками, допуская,
что меры а имеют скачки на бесконечности, то анализ конуса Мп+Х
проводится так же, как и в случае конечного интервала, изученного
в гл. I — IV. Точнее, пусть

Ms) =Mtgs). 0^s< л/2,

*,(oo), / = 0, l,.„,/z.И|(т)=ц«
Ясно, что функции и t образуют Г-систему непрерывных

функций на [0, л/2]. Ее моментное пространство является замкнутым
конусом, который мы обозначим Мп+Г Каждая мера на [0, л/2]
может быть представлена в форме о (s) =а (s) + М (s), где а не
имеет массы в л/2 и М (s) является мерой с массой М в л/2. Из того,
что

Я/2 _ _ м
С ut (s) da (s) = f ut (t) do (arc tg t) + Mut (oo)
о 0
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следует, что 1) Мп+1 =Мп+1+ $??• где ^^—положительный луч,
порожденный и (оо) = (и0 (оо), и{ (оо), .. ., ип (оо)). При J_ ->- оо
("о @. ui @. • • •»"п @) -* ("о (°°)> ui (°°)> •••>ttn («>)), так что_,Дп+1 =
= Мп+{+&* содержится в замыкании Мп+1- Так как Мп+1
замкнуто, то оно в действительности является замыканием Mn+V что
оправдывает черту в его обозначении. Наконец, так как замыкание
Сп+1 множества Сп+1 равно Cn+l + и (оо), то мы получаем
?(Сл+1)= С (Ся+1) +#?\ Но по теореме 2.1 б1 (Ся+1)= /*я+1, так что
окончательно

С (Cn+l) = Мп+1 +Я~ = Мп+Ь

В ряде случаев, когда будет встречаться система типа I, мы
будем применять результаты гл. I — IV прямо к системе {aj7=o,
определенной на [0, оо].

II. (i) Предположим, что существует такое Л>0, что для f^>A

lim ' . = 0 для К п.
f->oo ип "'

(ii) В дополнение к тому, что полная система к0 (/),...,кп (t)
является системой Чебышева, мы постулируем, что и0 (/),..., ип_{ (t)
также является Г-системой на [0, оо). Это предположение сделано для
того, чтобы система C.3), определенная ниже, была Т -системой на
[0, оо]. Необходимо отдельно проверить неравенство для
определителя, когда последний аргумент tn = оо (см. C.4) ниже).

Мы теперь покажем, что Г-система типа II может быть
преобразована в Т-систему типа I, сохранив все существенные
особенности. В самом деле, положим

1М0. Л^<оо,
Ю@ = (М4. о^/^л, C<2)

и определим

Тогда

М0 = 1*7гр ' = о, 1 л. (з.з)

vt (оо) = lim vt (t) = J
t->oo [

г/0,. ..,л

* Ч)> * ' • » *П

0, / < /г,

1, i = n,

уГ,...,. , i ^/0,.,.,/г
П.. v \*о> • • • » *п. w(t.)

х) А -\- В обозначает множество векторов вида а+ Ь, а ? A, b ? В.

156



для 0 ^ t0 < . .. < tn < оо и

^0,....п-1,^ = _1_^0....,я-^>0> C4)
1=0

Поэтому, применяя результаты, установленные для Г-системы типа
I к системе {vt}y мы получим Мп+\ = Мп+\ +&~, где ЗУ?
—положительный луч, порожденный (vQ (оо), i^ (оо), . .., vn (оо)) =
= @, 0 1).

Лемма 3.1

Мп+\ = Мп+\-
^ t

Доказательство. Для a6jZ3(w) положим a(t)= f w{x)da{%)г).
о

Тогда

]de(t) = $un(A)do(t) + Jan (/)da@< оо,
0 0 л

оо оо

jimoi<m*) = $|мо|жт(о<оо, t = o, 1,...,ч
о 6

оо оо

так что o?<fi{v\ Более того, [vi(t)do(t)= Г w^ @da@, /=0,1,...,/г,
6 о

откуда следует, что M%+\CZMn+i- С другой стороны, по теореме
2.1 Jtfli = G (CXU), где

C{nV = {v @ = (t>0 @, ^ @, .. ., i>n @)| 0 ^ * < оо}.

Из включения Cn+i cz Л?л+1_ следует, что Мп+\^М{п+\.
Теорема 3.1 Если М{п+\ обозначает замыкание АЛ?п+\, то

j№U = А + #S? , где #<? = {(О, 0, ..., ОД) \Х > 0}.
Доказательство. Утверждение теоремы немедленно следует

из леммы 3.1.

Замыкание выпуклого конуса Мп+1 может быть также
охарактеризовано в терминах ^п+1, конуса, дуального к Мп+1 (рп+х
обозначает так же, как и в компактном случае, пространство
коэффициентов множества всех неотрицательных многочленов, определенных
на [0, оо)). Из леммы 9. 1 гл. II следует, что если G — выпуклый
конус, то С = ?++, где G+ обозначает конус, дуальный к (?. В

г) jZ) обозначает множество всех конечных мер а, для которых \ |а.| do<jx>,
№.00)

i = 0, 1,... , п.
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этом случае из того, что M?+\=*&n+v вытекает соотношение Мп+Х =
= Alt+\ = Фп+и так что МпМ является дуальным конусом к ^п+1.
Расписывая определение дуальности, мы получим следующую харак-

п

теризацию: с?Мп+1 тогда и только тогда, когда "V с^а^>0 для лю-

бого ненулевого a = (а0, . *.,ап) из SP„+1. Более того, если имеет
место строгое неравенство для каждого ненулевого а, то в
действительности cglnt Мп+\ = lntMn+i*

п

По определению а ? 5РП • j, если ^9 cfii > 0 для любого с = (с0,
п

сь • • •»сп) 6 Л*л+1 Иэ слеД°вательно, У afcf>0 для каждого с 6 Мп+\.
л

Мы также знаем, что V СА > 0 Для любого с ? Д^ (с =^= 0) тог-

да и только тогда, когда aglnt^/* г
III. Предположим, что существует положительная непрерывная

функция 'w (t), определенная на [0, оо), такая, что
(i) w(t) мажорируется на Сесконечности некоторым

многочленом y^aiui{tI

(ii) lim -^Т/Г = Щ (оо) существует и конечен для i = 0,1 ,.„, /г,
(ш) функции vt (t) = ut (f)lw (f), i = 0, 1, • * *, n, удовлетворяют

условию

у/0,...9п-1,п\>0
\/0, ..., *„_,, 00/

при любом выборе 0 ^ t0 < ... < f < оо.
(Условие (i) является техническим требованием и накладывается

для того, чтобы w (t) была интегрируемой относительно любой
меры а, для которой [ut(t)do(t)> * = О, 1,...,я, определен.)

Условия, налагаемые в определениях Т-систем типов I и II,
в действительности являются частными случаями условий из
определения Г-системы типа III. Для Г-системы типа I мы можем
положить w (t) = 1, так как в начале этого раздела мы предположили,
что существует многочлен и (/), для которого lim inf и (t) > 1.

tf->oo

Для Г-системы типа II мы можем выбрать w (t), как в C.2). Мы
считаем полезным выделить первые два типа, так как эти частные
случаи часто встречаются в приложениях.
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Продолжая наше обсуждение Т-систем типа III, мы заметим,
что система {i^}?=o имеет тип I. Поэтому для системы {vJ

Мп+\ =Мп+\ + Л'оо = G (Сп+\), C.5)

где &(?—положительный луч, порожденный вектором (и0(оо),
0|(°°)'.-.,Моо)).

Далее можно показать, следуя доказательству леммы 3.1, что
M(nU =М{п\-ь так что из C.5) следует, что Ж+i =M{"U +&{Z\ В
этом месте полезно подытожить все существенное в формулах
представления для Mn+i и Мп+\ в случае Г-систем типов I, II и III.

Тип L

(i) с = (с0, Сц ... , сп) ?Мп+х тогда и только тогда, когда
оо

Ci = j Щ @ do @, i = 0, 1,..., п, C.6)
о

и а — неотрицательная конечная мера на [0, оо).
(и) с = (с0, ..., сп) 6 Mn+i тогда и только тогда, когда

оо

ct = j Щ (t) do (t) + Ых (оо), / = 0, 1 л C.7)
о

(^>0 и а — неотрицательная конечная мера на [0, оо)).
Тип II.

(i) c(zMn+l тогда и только тогда, когда справедливо C.6).
(ii) с?Мп+\ тогда и только тогда, когда

оо

ct = ^u>i{t)do(t), / = 0, 1, . .. ,л — 1,
о

оо

**= [МО** (/) + *,
о

(к > О и а — неотрицательная конечная мера на [0, оо)).
Тип III.

(i) с^Мпл.{ тогда и только тогда, когда справ:дливо C.6).
(и) с?Мп+\ тогда и только тогда, когда

оо

ct = [ ut (t) da (t) + Xvt (oo), i = 0, 1,..,, n
6

A>0и a — неотрицательная конечная мера на [0, оо)).
Описанная в этом разделе техника вывода, основанная на ком-

пактификации луча и подходящем преобразовании Г-системы,
определенной на [0, оо), в соответствующую Г-систему, определенную
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на конечном замкнутом интервале, была использована впервые у
Ахиезера и Крейна [19381 и более широко у Крейна [1951].
Некоторые варианты таких технических приемов в полиномиальных
случаях также были использованы у Шохата и Тамаркина [1943], гл. I.

§ 4. Канонические представления, максимальная масса p(t0)
и двумерные сечения

Пусть {ut}S — Г-система типа И. Это предполагает, в частности,
что {aJJLo и {UfYlZo являются Г-системами на [0, оо).
Предположение о том, что {tfjo"  является Г-системой, требуется для того,
чтобы функции

",№ 0-?*< оо,
vt(t)= w(t) - (f = ot l,...,/i)

I 6in, t = oo
образовывали Г-систему на замкнутом интервале [0, оо], где w(t)
предполагается строго положительной, непрерывной на [0, оо) и
совпадающей с ип (t) для больших t. Однажды преобразование
перехода от ut к vt уже было произведено, так что совершенно ясно,
как интерпретировать для системы {^}?=о различные понятия, такие,
как канонические и главные представления, максимальная масса и
т. д., определенные для систем {t;J?=0- При помощи этих
преобразований мы получаем следующие результаты.

Для каждого с 6 Int Мп+1 существуют два «главных»
представления индекса (п+1)/2. (При вычислении индекса точки t = оо
и / = 0 берутся с весом 1/2, а все остальные — с весом единица.)
При верхнем главном представлении имеется масса на оо, с другой
стороны, нижнее главное представление дает нам настоящую
конечную меру, которая для п = 2т имеет массу в точках {//}й\ УД°"
влетворяющих неравенствам 0 = t\ < t*2 < ... < С-и < оо, а для
п == 2т + 1 имеет массу в т + 1 точках, удовлетворяющих
неравенствам 0 < t* < tl < .. . < tm+i < °°. Существует «каноническая
мера», соответствующая ?0 @ < ?0 < оо), индекса, не большего чем
(п + 2)/2. Когда имеется масса на бесконечности, на нее можно
не обращать внимания и, таким образом, получить меру,
представляющую только моменты с0> ciy.. ., сп_{ относительно системы и0,
ut> • • • >ип—\- Каждое из упомянутых представлений можно вывести,
если определить соответствующее представление для системы {vt}ni=sQ
и затем выразить vt в терминах ut. Например, если с принадлежит

^ Mn+l = Int M{?lv то по лемме 3.1 с ? Int Mn+i, поэтому для
каждого I ? @, оо) мы имеем представление

Ci^j^ajViitj), / = 0,1 л, D.1)
/=1

160



где 0*?ti<t2<...<tp__l<tp1?oo, р-?[(л + 2)/2]+1 и le

Если tp< oo, то
p

ci = 2^'^' / = 0,1,,,,,л,

где X; = a/oy (g, / = 1,. *., p.
Если ?p = oo , то (так как vt (oo) = 0 для i = 0,1, *,., n — 1)

уравнение D.1) переходит в

ct — 2 м* (^)» ;=of it. •.»^—i

cn = ^ M» (*j) + a* ^ 2 Я'Ц" (^

Таким же образом читатель может быстро вывести и другие
результаты о представлениях.

Масса в точке t0 канонического представления для с 6 Int Мп+Х
может быть связана с экстремальной задачей, как и в случае
компактного интервала (см. §4 гл. II и §3 гл. IV).

Для фиксированной меры а, моментная точка которой (с0, cit.. #
,..,сп) принадлежит lntJAn+l, рассмотрим величину

оо

p(g = minju@da@, D.2)
о

где минимум берется по всем неотрицательным многочленам и ? Фп+1
таким, что и (t0) = 1.

Равенство D.2) может быть переписано в виде
оо оо

р(g = min f ^w (t) do (t) = min j" v (t) ф,
о 6

где \x (d\i (t) = w (t) do (t)) имеет моменты c0, ci9 ¦.., cn по
отношению к системе {ai}?=<>, определенной в C.3) и минимум берется по
всем неотрицательным v -многочленам, удовлетворяющим условию

v(t0) = w~l(t0).
Методом, подобным методу § 4 гл. II, мы получаем

Л/м р°(/о)

где рй (t0) — максимальная масса канонического представления \it
(включающего g точки (с0, си ..,, сп) относительно системы {f *)/=о.
И С. Карлин, В. Стадден \Q[



Минимизирующий многочлен v обращается в нуль во всех корнях
этого представления, кроме /0.

В терминах системы {v^q точка с имеет два главных
представления. Мы обозначим корни верхнего и нижнего представлений
через {s/} и {ti} соответственно. Заметим, что наибольшая точка в
верхнем представлении всегда + оо. Эти корни разбивают [0, оо)
на непересекающиеся интервалы:

[s[, й] [si tl] ... [s*my 4+i], (А)
[t*u s]] [tl s*2] ... [Сы>°°)> (в)

если п = 2т, где t* = 0 и

[S*u t\] [si t*2] ... [S*m+U tm+{\ (A')
[tl sl] [tl si] ... [C+u 00), (B')

если n = 2m + 1, где теперь s* = 0.
Внутренние интервалы (А) и (А') соответствуют верхним

каноническим интервалам Ки а внутренние интервалы (В) и
(В')—нижним каноническим интервалам Jt (см. §§ 5 и 6 гл. II). Пусть К
обозначает объединение интервалов (А) (или (А7), если п нечетно)
и J обозначает объединение интервалов (В) (или (В'), если п
нечетно). Заметим, что точка + оо , соответствующая концевой точке Ь,
исключается из J.

Если минимизирующий многочлен v должен обращаться в нуль
при t = 00 , то коэффициент при vn должен быть нулем, так как
vk @0) = 8kifl для k = 0, 1, ..., п. В случае ut (t) == t*> i = 0, 1, . . *
..., п, это означает, что многочлен u(t) = w (/) v (t), на котором
достигается минимум в D.2), имеет степень, не большую чем п—1.
Тогда вид многочлена и может быть легко установлен; например,
если п = 2т и t0 является внутренней точкой одного из интервалов

т—\

(А), то и (t) имеет вид at [~] (t — ^-J, где а — постоянная. Во всех

случаях величина р (t0) может быть вычислена при помощи одной из
систем {Pk(t)} и {Qk(t)}y которые ортонормированы по отношению
к da (t) и t da (t) соответственно. Это приводит к следующей теореме.

Теорема 4.1. Величина р(/0 для Т-системы {^}/=о на
интервале [0, оо) определяется равенством:

(i) если п = 2т,
( т~{ _

'о 2 2ftСо). 'об К,
Р ' (*о) =

I т

/г=0



(ii) если n = 2m -+- 1,

P-1 (t0) m __

'„2 OS Co), 'об-Л

Явная формула для максимальной массы р (/0), приведенная в
этой теореме, была первоначально найдена Шенбергом и Сеге [1960].
Исторические комментарии на эту тему можно найти у Сеге [1959].

Мы теперь перейдем к краткому обсуждению двумерных сечений
и распространим на наш случай результаты § 7 гл. П. Мы
предполагаем, что как {wJJLo» так и {mJUo являются Т-системами типа
II, т. е. системы {^}/=о для k = п — 1, /г, л + 1, п-\- 2 являются
Г-системами, ип (t) и и,п+2 (t) — строго положительны для больших t и

u.(t)
lim ,Л 0,

и, @ lim"„ .(О = 0,

0 ^ / < /2,

0^/</i + 2.

Точка с =(с0у..., сп) ? Int/ft+i также является внутренней для

Мп+\ (см. §3), порожденного функциями vt (х)У O^i^n,
определенными на интервале [0, л/2] равенством

ш. (tg*)

0, (*) = w(igx) '
bin.

0^х<

п
i = 0, 1, * .., я.

Здесь w (f) > 0 для f 6 [0, оо) и w(t) = ип (t) для t достаточно
больших. Поэтому точка с обладает нижним главным представлением па

отношению к Г-системе {^}?=0 на [0, я/2]. Пусть (х°и х\) — интер-
вал между двумя соседними корнями этого представления, и

рассмотрим точку х' ? (*°, х%). Если р^ (х') обозначает максимальную
массу в х' и 0 < а < 1, то

.<*;, ..., с*п) = (с01 . .., О - A - а) р- (*') (*0 (л:'), ..., vn (х'))

содержится в Int М{п+\ и, следовательно, с* обладает нижним
главным представлением. Тепер, ясно, что для каждого f g(sj, ф, где
s°( = tgx9, i = 1,2, существует представление а (/, t\ X) точки
(с0. • • •> О индекса (/г + 3^/2 с произвольным весом К? @, р (/'))»
11* 163



где p(f') = Pi(x')w-l(x'). Как и в § 7 гл. II, мы положим

А = (сп+1 > ^п+2) I с, = J и,Жу, / = /г + 1, п + 2, a ? У (с)

и рассмотрим отображение области

S = {(^)U'€(s°,s°), * € @, р (*'))>

в Л, определенное равенством ф (*', Я) = (сп-и> сп+2), где сг = Ги*@х
Xchj(t9t'9k), i = ах + 1, /г + 2. Отображение ф взаимно
однозначно, непрерывно и отображает В на Int А так же, как и в случае
компактного интервала. Для системы {i>J?io проходят рассуждения,
которые проводились в § 7 гл. И.

§ 5. Теорема Маркова — Крейна

Пусть {щ}о и {aJo+1 — Г-системы на [0, оо); рассмотрим

где с ? Int ^л+i и У (с) — множество всех конечных мер а, опреде-
оо

ленных на [0, оо), таких, что ct = С щ do, i = О, 1,.. ., /г, и
о

00

Uui\do<.ooy i = 0,1,..., п + 1.
о

Ясно, что для достаточно больших b (скажем, b > b0)
с 6 Int .Д„+! F), где Мп+\ Ф) — моментное пространство,
порожденное системой {Ui)nixQ на [О, Ь]. Поэтому моментная точка с
допускает нижнее главное представление а индекса (п + 1)/2 относительно
интервала [0, 6], и это представление не должно зависеть от b (b > b0).

Рассмотрим произвольное a?V(c). Так как моментная точка

I с0, с^ ..., сп, С un+{do J принадлежит ^л+2, то из теоремы 2.1

следует, что существует мера a?V(c) с конечным спектром, удовлет-
оо оо

воряющая un+{do = i un+ido. Очевидно, что а концентрирует свою
о о

массу на конечном интервале [О, Ь] для достаточно большого 6.

Применяя теорему 1.1 гл. III, мы заключаем, чтоГил+ da:
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> Г wn+1da. Из этого следует, что /тГп = С un+ldo. Далее, так как
о о

точка (с0, cif.. м cn, /min) — граничная точка Ли-2, то мера a?V(c),
оо

для которой f un+\do = Imin единственна. Таким образом, мы дока-
о

зали следующую теорему.
Теорема 5.1. Если {ajo и {и^1 — Т-системы на [О, оо) и

с? \п\Мп+и то наименьшее значение

/eta-mta?«(H.1@rf<T@ E.1)
o?V(c) J

достигается только для а = а —нижнего главного представления с.
Верхняя граница интеграла в E.1) может не достигаться и,

вообще говоря, может быть даже бесконечной. Однако если
предполагать, что {ut}o является системой типа Ни

1. ип+\ W , ч
lim /, = у (У — конечно),

то значение /тах существует. В действительности,

/=1

где а* = p./w(s*), / = 1, 2,. .., q — 1 и {р;}? — веса верхнего
главного представления с, выраженные из системы {ajj, определенной
в C.3).

Для того чтобы доказать аналог теоремы Маркова — Крейна
(§ 2 гл. III), мы предположим, что система {иt}^ и Q = ип+1
удовлетворяют следующим условиям:

(i) {ajg — система типа II,
(и) и0, ии .,., uh, Q и и0,..., uk — Г-системы на [0, оо), для

каждого k = 0, 1,..., п и Й (/) > 0 для t > 0.
Пусть a — фиксированная мера, представляющая точку с?1пШп+1-

Рассмотрим моментную точку с ф) = (с0 F), ci (b), ..., сп (b)), где
ь

ct Ф) = f utdo, i = 0,1,. ¦ м п. Мы утверждаем, что если Mn+i Ф)
и

— моментное пространство, порожденное системой {щ}^ на
интервале [0,6], то сф)?\г&Мп+\ Ф) для достаточно больших Ь.
Действительно, мера а на [0, оо) имеет индекс по крайней мере (п+ 1)/2
и, следовательно, ее индекс относительно [0, Ь) по крайней мере
(п + 1)/2 для достаточно большого Ь. Поэтому сF) glnUU+i Ф)-
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В силу предположения (ii) можно применить теорему 2.1 гл.III.
Тогда получим
I- I- t±

J Q (t) doi (t, 6) ^ j Q @ do (*) ^ f Q (t) do (t) ^
О 0 0

6+

^JQ@das(';ft). @<l<b), E.2)
о

где oi (t,b) — каноническая мера для c(b), включающая l
относительно системы {ut}^ на интервале [0, b]. Чаще всего в неравенстве
E.2) имеет место строгое неравенство.

Для системы {ujg, определенной в C.3), мера w(t)dot(t\b)
имеет индекс, не превосходящий (п + 2)/2, и представляет с ф)
относительно системы {vt}^ определенной на [0, оо). Так как {vt}^
является Г-системой на замкнутом интервале [0, оо], то существует

п

строго положительный многочлен v= \a^ на 10, оо]. При таком
г=0

выборе v
оо «X) п

{ min v (т)} f w (t) dot С b)^[v(t)w (t) dot С &) = У a fit ФУ
«№ i oJ s

Правая часть, очевидно, ограничена по b, так что меры w(t)do%(t\ b)
имеют равномерно ограниченную вариацию на [0, оо]. Тогда
существует мера Р| на [0, оо] такая, что

с. = Hm [ vt (t) w (t) dot (*'» b) = [ vt (t) dpi (t), i = 0, 1,..., n.
b-Ьоо J ^

Мера pt имеет индекс не более чем (п + 2)/2, возможно, с массой
на бесконечиости. Она представляет с = (с0, q, .. ., сп)
относительно системы {Vt}nQ на интервале [0, оо]. Кроме того, р^ имеет массу
в g, так как в противном случае р^ имело бы индекс не более чем
я/2, откуда следовало бы, что с является граничной точкой Мп+\-
Поэтому р^ совпадает с каноническим представлением с,
включающим |, относительно системы {vt}% на интервале [0, оо]. Далее
точки, являющиеся носителями меры w (t) dot (t> b) (исключая массу в ?)
не могут сходиться к ?, так что

|й@^(/;6) = |§||-ф,@,urn

о о

lim JQ t)dot(t;b) = §^dPt(t)>
о о

Проведенный анализ приводит нас к теореме,
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Теорема 5.2. Пусть и0,иь...,ип, И удовлетворяют
условиям (i) и (И), и пусть с = (с0, q,..., сп) ? Int Лл-и-

Тогда, если agV(c) а 0<?< оо, то

Г" 6- ?+ 6+

f Q @ da^ (/) ^ Г Q @ da @ ^ f Q (t) do (t) ^ j Q @ daE @,
о о о о

где da* @ = or-1 (t) dp% (t) и pi — каноническая мера точки с, eo/o-
чающая ?, относительно системы {ajjj «а интервале [0, оо] (и?
явно определяются в C.3)).

Рассуждения этого параграфа главным образом следуют
рассуждениям Крейна [1934].

§ 6. Другой класс экстремальных задач, решениями которых
являются канонические меры

В §4 мы отметили, что если для Т-системы {щ}% типа II
рассмотреть соответствующую систему {vt}n0, определяемую C.3), то мы могли
бы перенести большую часть результатов гл. II и III со случая
компактного интервала [a, Ь] на полупрямую [0, оо). Для того чтобы
сделать некоторые из этих утверждений (например, теорему
Маркова — Крейна) строгими, требуется дополнительное ограничение.
Это также относится к перенесению результатов § 5 гл. III, в
котором мы исследовали экстремальные значения определенных
интегралов в том случае, когда множество мер, по которым берется
экстремум, состоит из мер, соответствующих некоторому подмножеству
Мп+и а не единственной точке с из Мп+и как в теореме
Маркова — Крейна. Главным результатом этого параграфа является
теорема 6.2. Мы применим эту теорему в § 7 для исследования
аппроксимации преобразований Лапласа — Стилтьеса
экспоненциальными многочленами (см. теорему 7.1). Доказательства,
приведенные ниже, подобны доказательствам § 5 гл. III.

Пусть и0,..., ип, ип+х —функции, определенные на [0,оо),
удовлетворяющие следующим условиям.

Условие 6.1.

(a) {и^ и {м*}{}+1 — Г-системы,
(b) для i = 0, 1,.. ., п + 1 определители порядка п + 1,

образованные из и0, uit. .., tt/_i, Hi-fi, • • -i ип+\ все имеют один знак
&i (&t = ± 1) (см. условие 5.1 гл. III),

(c) ия+1@>0, />Л>0,

<d> Ит;Г^77Г=0> ' = 0,1 л.
Ясно, что из этих предположений следует, что {^j}g+1 Г-систе-

ма типа II.

Ниже мы ограничим наше внимание мерами а,
сконцентрированными на интервале [0, оо) и такими, что f un+ldo < оо. Если не
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оговорено противное, то все встречающиеся ниже интегралы
рассматриваются по области [0, оо).

Теорема 6.1. Пусть А, В и С — разбиение множества чисел
0,1,..., п. Если {ut}p-1 удовлетворяет условию 6,1 и класс мер,
удовлетворяющих условиям

^dt, it В,

>dt, tea

utdo

не пуст, то

i
а = min f un+ido

достигается для единственной меры а из V индекса, не большего
чем (п+ 1)/2.

Доказательство. Пусть vt (t) = ut (t)lw (t), 0 ^i^n + 1,
где w — строго положительная непрерывная функция на [0, оо)
такая, что w @ = ип+{ (/) для t > А. Тогда

a = mm

- не/ J vn+ld\i,

1

где U — класс мер [г, для которых f d\i < оо и
(=dt, /б Л,

l>df, /ее.

При помощи стандартных рассуждений получаем, что а
достигается на некоторой мере [i?U. Положим теперь с\ = Го^р, /=0,1,...,/г.
Ясно, что точка (с°,.,., с°, а) — граничная точка моментного
пространства, порожденного функциями v0, vit..., vn+\ на [0, оо).
Следовательно, мера |ы имеет индекс, не превосходящий (п + 1)/2 на
[0, оо). Чтобы показать, что мера do (/) = w~l (t) d\i (t) удовлетворяет
всем требованиям теоремы, остается доказать единственность.

Доказательство единственности для о основывается на
следующее лемме, которая потребуется в дальнейшем. Определим для
каждой моментной точки с?М{п+\ величину

cn+i(c)=: inf [un+lda.
a€V(c) <

Лемма 6.1. Если и0,...,ип+{ удовлетворяет условиям 6.1
(а), (с), (d) и условию 6.1 (Ь) для фиксированного i, то (—\)п Х
X ърп+\ (с) — строго возрастает по ct.

Доказательство получается, если повторить дословно
рассуждения, проводимые при доказательстве леммы 5.1 гл. III и поэтому
опускается.
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Приступим к доказательству единственности в теореме 6.1.
Предположим, что о (офо) удовлетворяет условиям теоремы и на а
достигается минимум а.

Для описанного множества моментов относительно и0,.. м ип
величина а достигается на единственной мере индекса, не большего

чем (п+ 1)/2, так что [и$оф {ujdo для некоторого / @^/^я).
Мера о' = (о + <т)/2 (которая, очевидно, удовлетворяет условиям и
на которой достигается минимум а) такова, что с. = Г Ufdo' лежит
между Г Ufdo и f Ujdo, в то время как другие моменты остаются
неизменными.

Но тогда из леммы 6.1 следует, что мы можем уменьшить ос,
что противоречит определению.

Следствие 6.1а. Сохраняя обозначения теоремы 6.1,
определим D = {i\ f utda = du 0 ^i ^n}. Тогда о является
единственной мерой в Vi> на которой достигается

Р = min f un+idot
o€Vx J

где Vi — класс мер а, удовлетворяющих условию

(=dh i?A(\D,

uida\^diy i?B(}Dt J-
Доказательство. См. следствие 5.1а гл. HI.
Пусть v0,...,vn—другое множество функций, определенных на

[О, оо), таких, что для и0,..., vni ип+х выполнено условие 6.1.
Применяя рассуждения следствия 5.lb гл. III, мы получим

Следствие 6.lb. Если а, Л, В, С и D — те же, что и в

следствии 6.1а и et= f vtday O^i^n, то о является
единственной мерой в Wit на которой достигается

V = min \u+daf

где Wi состоит из всех а, удовлетворяющих условию

= eh /елпд

Vide \:I Z=ciy i<zB[\D,

et, i?C[)D.

Доказательство опускаем.
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Теперь предположим, что мы можем пополнить систему {^}?+1
одной функцией vt для любого фиксированного I = О, 1,. .., п + 1
так, что для получившегося множества функций справедливо

Условие 6.2.

(a) {uQy. .MM/_bi>ifHj , ип) и {и0> ..., м*-!,^, Hjf. .., ия+1},
являются Т-системами;

(b) определители (л + 1)-го порядка, образованные из любого
упорядоченного множества из п + 1 функций, выбранных из {а0,...
..., и^и uh иь .. ., ип}у имеют все строго один знак (см. условие
5.1 (Ь) гл. III),

(c) Hm (vt (t))l(unM (t)) = 0. Следуя рассуждениям теоремы 5.2
?->оо

гл. III, мы получаем теорему.
Теорема 6.2. Если функции {и0, . . ., W/__bi;f, иь .. ., wn+i}

удовлетворяют условию 6.2 и условиям 6.1 (а), (с), (d) и V а а
определены в теореме 6.1, /по

min(— I)""'  Г tifdcj = в,

достигается для единственной меры а.

§ 7. Применения теории канонических мер к аппроксимации
преобразований Лапласа и Стилтьеса

В этом параграфе мы применяем развитую выше теорию к
некоторым важным примерам интерполяции и аппроксимации. Основ-
новное содержание этих примеров состоит в следующем.
Рассмотрим функцию К (х, t) двух переменных, определенную на
интервалах X и Т действительной прямой и рассмотрим преобразование

f(x) = ^K(x,t)d\i(t), G.1)
т

которое переводит меры \i в функции f(x).
В некоторых случаях мы можем сопоставить f(x) конечную

сумму N К (Ху tj) Kj, которая интерполирует / (х) в выбранных точ-
Т

ках и аппроксимирует функцию f (х) во всем X нужным образом.
Общая процедура работает так. Если ядро К (х, t) везде строго
положительно (см. определение 2.2 гл. I), то величины / (*0), / (л^),...
...,f(xn) могут рассматриваться как моментные точки,
порожденные Г-системой ut (t) = К (xif t), i = 0, 1, . .., п. Мы можем теперь
замениib [х на каноническую или главную меру, сосредоточенную
на конечном числе точек и порождающую те же самые моменты,
т.е.

/(*,) = 2/C(*,,*/)*j < = 0, 1 /i.
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В этом случае функция
р

определенная на X, совпадает с f в вы ранных точках xQi хи ,,., хп
и будет мало отклоняться от f(x).

В первом примере, рассматриваемом ниже, мы будем иметь дело
с ядром ext, для которого преобразование 7.1 совпадает с преобра-

оо

зованием Лапласа — Стилтьеса f extdo (t).
о

Конечная аппроксимация приводит нас к экспоненциальным
многочленам с положительными коэффициентами.

Второй пример относится к преобразованию Стилтьеса
оо

f do (t)/(x + t) рациональных функций.
о

Пример 7.1. Мы говорим, что функция / (х) положительно
определена на интервале (а, Ь), если она может быть представлена в
виде преобразования Лапласа — Стилтьеса, т. е.

оо

f (х) = f extd\x (*), a<x<b, G.2)
—оо

где р — неотрицательная регулярная сигма-конечная мера.

Определение может быть также сформулировано при помощи
квадратичных форм (см. Виддер 11^4I) Кроме того, говорят, что
функция / (х) абсолютно монотонна на интервале (а, /?], если /
имеет производные всех порядков на (as b) и fiki (х) > 0 (а < х <
< b)% k = 0, 1,2 ... Бернштейн установил, чтс необходимое и
достаточное условие для того, чтобы санкция / (х) была абсолютно
монотонной на интервале (—оо, 0], состоит в том, что она допускает
представления в виде

00

/ (х) = Г e«do (t), — оо < х ^ 0, G.3)
о

где о — ограниченная неубывающая функция на [0, оо). В частном
случае, когда а обладает только конечным числом точек роста, G.3)
приводится к экспоненциальному многочлену

Р(х) = "?(>/*' G.4)

(О ^ 1А < ^2 < . .. < lm < оо) с положительными коэффициентами.
Говорят, что степень многочлена равн^ La, если & > 0, и 2т—1,
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если li = 0. Заметим, что степень является просто удвоенным
индексом множества {^, g2,. .., ?m}.

Мы формулируем следующий результат.
Теорема 7.1. Пусть f (х) — абсолютно монотонна на (— оо,0],

и предположим, что f(x) не является многочленом степени, не
большей чем п — 1. Тогда для произвольных xi < х2 < ... < хп <0
существует единственный экспоненциальный многочлен Р (х)
степени п с положительными коэффициентами такой, что

P{xh)=f{xk), k= 1,2,..,,/г,

и если Р(х)Ф[(х), то

(- 1)*~* [/ (*) - Р (*)] > 0 для xh < х < хь+и G.5)

(k = 0, 1,..., п (х0 = — оо, хп+1 = 0).
Доказательство. Положим ut(t) = е1 @ ^t< оо), * = 1,

2,..., п (обращаем внимание, что здесь нумерация функций
производится от 1, а не от 0). Очевидно, что Ui(t)/un(t)-^0 при?->-оо,

В силу условий, наложенных на f(x)> равенства
оо

с] = f (xt) = j4 (t) do @, i = 1, 2,..., n, G.6)
о

определяют внутреннюю точку с0 моментного пространства,
порожденного системой {hJ^Lj. Следовательно, существует нижнее
главное представление о индекса /г/2 такое, что

оо

со = С щ @ dojt), i = 1, 2,,. „ п. G.7)
о

Искомый экспоненциальный многочлен Р (х) определяется равенством
оо

P(x)=[extdo(t).
о

Для заданной точки х такой, что xk<.x<.Xk+\, положим vk(f) =е**.
Определив ип+{ (t) = /rt+1 гз 1 (#„+i = 0), мы можем применить
теорему 6.2, в которой в качестве В и С берутся пустые
множества. Тогда получим

(_ 1)*-* J e^da > (- 1)п~* J extda (офо).
Заметим, что, применяя теорему 6.2, мы сдвинули все индексы на
один, так как функции нумеровались от единицы. Поэтому
(- I)"""* I/ (х) - Р (х)] > 0 для xh < х < хш.
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Теорему 7.1 можно обобщить на случай, когда на
интерполирующий многочлен степени п накладываются условия вида

f ы=р (**), г w = р* w.. ... Л"  (**) - p{nk"x) Ы
<*=1,...,р).

где *t < лс2 < ... < хр < 0, nt -\- п2 + ... + пр = п. Это
обобщение получается, если применить приведенные выше рассуждения к
Г-системе

и0 @ = j*, щ @ = fe* ..., иПх (t) = <V'!,

uni+{(t) = eXt\... и т.д.

Пример 7.2. Второе преобразование, которое мы
рассматриваем, имеет вид

оо

f(*)=J-?fT« 0<*<оо, G.8)
О

если а — неотрицательная мера.
Если мера а в G.8) обладает только конечным числом точек

роста 0 ^ li < ?2 < ... < ?т с соответствующими весами р, (/ = 1,
2, ...,m), то G.8) представляет собой рациональную функцию

т

ад = S 17=Ь (р'>0, ' = u• ¦ -m)- G,9)
/=1

Мы назовем 2т степенью R, если ?4 > 0; если gt = 0, то степенью
7? назовем 2т — 1.

Класс функций, допускающих представление G.8), может быть
описан аксиоматически (см. Ахиезер [1965]), как класс
аналитических функций, удовлетворяющих следующим условиям:

(О / (z) — аналитическая в комплексной плоскости, разрезанной
вдоль полуоси (—оо,0);
(ii) Imf(z)/Imz<0 при Imz^O;
(iii) существует конечный верхний предел lim yf(iy) для ве-

щественных у. Отсюда непосредственно получается, что

S0{])=[da(t) = i\imyf(iy)
lt/|->oo

и

Следующая теорема связывает преобразования Стилтьеса с
рациональными функциями.

Теорема 7.2. Пусть f (х) — функция вида G.8), не
совпадающая с рациональной функцией степени, не большей чем п.
Тогда для произвольных О < х4 < хг < ... < хп существует
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единственная рациональная функция R* (х) степени п + \ с
положительными коэффициентами, удовлетворяющая равенствам

R*D) = f(xkh 6= 1,2,.,,,/г, S0 (/?*)= S0 (/), G.10)

(- 1)"~* I/ (х) - R* (х)] > 0, xh < х < **+, G.11)
(k = О, 1,..., п\ х0 = 0, *,н-1 = оо). Более того, существует
единственная рациональная функция /?** (*) степени п> удовлетворяющая
условиям

Я**Ы = /Ы, *= 1.2 /г, S0 (?**)< S0(/),

(- 1)"~* [/ (*) - #** (x)] < 0, *fe < * < xk+] G.12)

(ft = o, l,.... л; x0 = o, *n+1 = oo).
Доказательство. Положим uh(t) = l/(xk+\ + t) для k = 0,

1,..., лг—1, и пусть an(/) = l. Заметим, что uh (оо) = Sftn,
поэтому {^Jo — 71-система на [0, оо]. Последнее можно проверить
непосредственно, если принять во внимание значение определителя Коши,
приведенное в примере 4 § 3 гл. I. Точка с с координатами
ck = f (xk+l), k = 0, 1 , n — 1, и cn = S0(f) лежит внутри Мп+\
и, следовательно, допускает верхнее и нижнее главные

представления а и а индекса (п + 1)/2. Заметим, что о имеет положительную

массу на бесконечности. Многочлены R* и /?** определяются
равенствами

[0,оо) f0,oo)

Ясно, что #* (*h) = #** (xk) = f (xk) для k = 1, 2,. .., п. Многочлен
#* имеет степень п-\- 1 и 50 (/?*) =SQ(f). Следовательно, масса в
бесконечности отсутствует, /?** имеет степень п и S0 (/?**) < S0 (/).

Если *ft < х<С Xk+u то положим Q(^) = (— l)n~k/(x+ t). Тогда
функции uQ, ии ..., un,Q образуют Г-систему на [0, оо]. Поэтому
по теореме 5.1

1а<')*<(-'Г'14т
откуда следуют соотношения G.11) и G.12).

Первый результат, относящийся к интерполяции (пример 7.1),
получен Бернштейном. Крейн [1951] и Розенблюм [1951] независимо
уточнили его. В примере 7.2 речь идет о преобразованиях Стил-
тьеса и интерполировании аналитической функции, отображающей
верхнюю полуплоскость в себя рациональными функциями.
Исторически Пик, Левнер, Крейн и другие внесли свой вклад в раз-
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витие этих вопросов. Теорема 7.2 в приведенной формулировке
принадлежит Крейну [19511, но здесь приведено другое ее
доказательство. Преобразование Стилтьеса играет решающую роль в
исследовании задачи об определенности и единственности в
классической проблеме моментов (см. Шохат и Тамаркин [1943] и Ахие-
зер [1965]).

§ 8. Теоремы о представлении положительных многочленов

В этом параграфе мы перенесем теоремы о представлении § 10
гл. II на случай Г-систем, определенных на полупрямой [0, оо).
Конкретные примеры представлений приведены в следствии 8.1.

Материал этого параграфа до леммы 8.1 взят из работы Карлина [1963].
Мы предполагаем, что система {ut}o имеет тип II, т.е.:
(О ип @ > 0 Для больших t\
(ii) lim щ (t)/un (t) - 0, i = 0, 1,..., n — 1,

t-*oo

(iii) {иь(Щпо~1 и {M0}2 — Т-системы.
Как и раньше, выберем непрерывную функцию w (t) > 0 для

*6[0, оо) так, чтобы

*-»оо W(t)
и положим

МО для t ? [0, оо),
1 б/г,л ДЛЯ ^ = ОО

(й = 0,1,...,л).
Система {vh(t)}^ является Т-системой на замкнутом интервале

[0, ooj, так что {gk (x)}q, определенная равенствами

gh (х) = vk (tg пх/2), k = 0, 1,.,., /г,

становится Г-системой на интервале [0, 1]. К системе{gk (#)}? можно
теперь применить рассуждения § 10 гл. II. Тогда получим
следующую теорему.

п

Теорема 8.1 Если u(t) = ^аьщ{{) положителен на [0, оо) и
ап > 0, то существует единственное представление

u(t = u(t) + и f),

в которой и @ и и (t) — неотрицательные многочлены,
удовлетворяющие следующим свойствам:
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(i) Если n = 2m, то многочлены uji) и и (t) обладают каждый
m различными нулями {tt}T и {tt}?, причем 0 = ti < / < t2 < .. •
• ..< ^т<1т< 00.

(ii) Если п = 2т+\, то u(t) и u(t) имеют нули {tt}?+1 и
{ti}™ соответственно, причем 0 = tx < ti < /2 < ... < *m < *m+1<oo.

(iii) Коэффициент при ип (t) в и (t) равен ап.
Замечание 8.1. Сравнивая эту теорему со следствием 10.1 (а)

гл. II, можно заметить, что заключения в них почти одинаковы,
только отбрасывается требование, чтобы на конце интервала b был
корень. Это требование учитывается в и (t), имеющем корень на
+ оо и выражается в том, что старший коэффициент ап в
многочлене и равен нулю. В частности, если ut (t) = t\ i = 0, 1,..., я, то
многочлен и имеет степень п — 1 (см. замечание 8.2 ниже).

Следствие 8.1. Если {u>i{f)}nQ — Т-система, определенная на
[О, оо) равенствами щ (t) = tl, i = 0, 1,..., п, то:

2т

(i) для любого многочлена P2m(t) = ^а/у положительного на
/=о

[О, оо), с а2т > 0 существует единственное представление
т т

P,rn(t)^a,mY\{t-{^+^Y\{t~h)\ Р>о>

где 0^ii<ti<t2<...<lm<tm<oo'9
2m+l

(ii) для каждого многочлена P2m+i @ = ^ а^*' положительно-
го на [0, оо), с а2т+\^>0 существует единственное представление

т-\>\ т

/Wi @ = a2m+lt [ | (/ -tj* + рП (* - tj)\
/=2 /=1

где E>0 и 0 = /1<71<if2<F2<...<Fm</m+1<oo.
Замечание 8.2. Если в предыдущем следствии положить

ап = ап-\ = ... = ап-г+\ = 0 и ап_г >0, то говорят, что Рп (t)
имеет нуль на бесконечности кратности г. Как и в следствии 10.3
теоремы 10.3 гл. II, каждый из многочленов в этом представлении
должен иметь нуль кратности г на бесконечности, так что, по
существу, нам следовало бы иметь дело со случаем, когда п заменяется
на п — г.

Прежде чем переходить к обсуждению структуры граничных и крайних
точек пространства многочленов \р>п, v мы приведем более прямую конструкцию
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представлений для специального случая следствия 8.1. Эти конструкции обладают
рядом интересных дополнительных свойств непрерывности нулей и скалярного
множителя, которые используются в рассуждениях о неподвижной точке при
доказательстве теоремы 10.1 гл.II.

Предполагается, что все рассматриваемые ниже многочлены Рп (/) имеют
положительный старший коэффициент, который нормирован и, следовательно, равен
единице.

Лемма 8.1. Если Р2п @>0 «я [0, оо) и его старший коэффициент равен
единице, то для любого числа / > 0 существует единственный многочлен

т

^(<) = П('-';J. 0<*<...<*то,

и число а>0, для которых ^2т(Оа"^й @</<*т). причем
равенство имеет место в каждом из интервалов (ti_v tt), i = 1,.. ., т, где t0 = 0.
Если а <; 1, то равенство в интервале [0, t{[ имеет место при t = 0.

Доказательство. Пусть

Р2 (t)
а = max -2Lil, /= 0, 1,..., т - 1; t0 = 0.
J t,*t*t/+l P2m (t)

Так же, как и в теореме 10.1 гл. II, применяя рассуждение о неподвижной
точке, можно показать, что существует единственное множество (tv . .., /m—1), для
которого а. — а^> 0 (/ = 0, 1,..., т — 1) и для которого выполняются условия

леммы. Если а <; s, то разность Р2т (t) — аГхР2т (t) будет иметь количество
нулей, большее своей степени, если только нуль в [0, fx] не находится в t = 0.

Лемма 8.2. В условиях леммы 8.1 множитель а = а (/ ) является
возрастающей непрерывной функцией относительно t , такой, что a (t ) -> со при

tm —> со. Более того, t. (tm), j = 1, 2,..., т — I, являются возрастающими
непрерывными функциями от tm, причем, если tm Ф tm, то не существует i и
j таких, что

Доказательство. Сначала мы докажем, что если / < 7\ то можно
найти постоянную С такую, чю а (/ ) <; С. Пусть р = min /^ (/). Если

t <; Ту то очевидно, что
m

а(^т)<С=—min max /*(*).

где t* удовлетворяют условиям 0 < ti < /2 <... < / . Поэтому функции * *(*m),
/=1,...,/л—1, и а (/ ) ограничены, если ограничены tm. Непрерывность
t4(t ) и ait ) можно вывести из единственности в лемме 8.1.
j JYv то'

Если бы (8.1) было справедливо для некоторых / Ф tm, то разность между
построенными многочленами имела большее чем возможно количество нулей. Из
неравенств (8.1) следует, что каждая из t. возрастает, как функция от t .

Чтобы показать возрастание а по / , заметим, что а—>О при/ —> 0, и если

а (tm) = а Gт) для tm ф 7 , то оСхР2т и а>~хР2т имеют 2т общих нулей, в то
время как их разность имеет степень 2т—1. Наконец, чтобы показать, что
а-*со при / —»оо, выберем С>0 так, чтобы существовала последовательность
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{<{*'}-+оо такая, что a(/W)<C. Тогда бы мы имели равенство

cpem(o>ri('-4ft))г2
/=1

для 0 < t < t%\ которое явно нарушается при / = 0и достаточно больших k.
Лемма 8.3. Существует единственное представление многочлена Р @>0

@</<со) в виде суммы
т т

(О = 7l< ?!<?•< ?2<...<?m<fm<C0).
Доказательство. Так как по .гемме 8.2 а ->оо при t -* оо, то найдется

t такое, что a (f ) = 1. Найдем соответствующий единственный многочлен
~ т

Р2т (t) = \\(t — ^ jJ такои' что разность Р — Р2т является многочленом
степени 2/л—1, неотрицательна при 0<f<;f и обращается в нуль при ? = 0

и в точках tj (^f<C^/4-i <C*/-j-i)- Поэтому эта разность представима в виде
т

/=2

Для многочленов нечетной степени результат получается аналогично.

§ 9. Крайние точки и граница &n+i [0> °°)

Последние четыре параграфа этой части будут посвящены
различным уточнениям наших ранее полученных результатов в частном

случае Т-системы {/'}{} на [0, со). В этом параграфе мы исследуем
структуру границы и крайних точек выпуклого конуса SVh[0, °°)»

п

состоящего из всех неотрицательных многочленов 'Satf1 на[0,оо).
о

п

Говорят, что многочлен P(t)= ^Vajf' имеет & @ ^ fe ^ я) нулей
на бесконечности, если ап = ап-\ = ... == an-k+\ = 0 и ап-кф0.

Теорема 9.1 Точка P(t) пространства 9Vf-i[0, со) является:

(a) внутренней точкой тогда и только тогда, когда она не имеет
нулей в [0, со];

(b) граничной точкой тогда и только тогда, когда она имеет по
крайней мере один нуль в [0, со];

(c) точкой крайнего луча тогда и только тогда, когда она имеет
п нулей в [0, со].
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Доказательство. Чтобы доказать (а), мы заметим, что если
P(t) не имеет нулей в [0, оо], то ап >0 и Р (t) >0 для /6 [0» °°)«
В этом случае все его нули являются комплексными или
действительными отрицательными и останутся таковыми при малом
изменении коэффициентов at. Из этого следует, что Р (t) — внутренняя
точка.

Если у P(t) есть нули в [0, оо] и один из них конечен,
например t0t то P(t) = (t — t0)Pi(t) становится отрицательным для
некоторого /, если Р (t) заменить на (/ —10 — е) Pt (t) для достаточно
малого е >0. Если Р (t) имеет нуль в оо, то ап = 0, так что P(t)
станет отрицательным для достаточно больших t при добавлении
члена — ttn. Доказательство (а) закончено. Утверждение (Ь) следует
непосредственно из (а).

Чтобы доказать (с), мы предположим сначала, что многочлен
P(t)(z&n+\ не имеет п нулей на [0, оо]. В этом случае у P(t)
имеются комплексные или действительные отрицательные нули.
Если у P(t) имеется комплексный нуль а + Ы F>0), то Р (f) =
= [(t — аJ + b2] .Р4 (t) = (t — aJР± (t) + b2P{ (t). Очевидно, что
Pi(t)>0 для *€[0, оо), поэтому как (t — aJPi(f)9 так и b2P{(t)
принадлежат Фп+\. Верхнее представление показывает, что Р (t) не
лежит на крайнем луче #Vh-

Таким же образом можно доказать, что если P(t) имеет
отрицательный нуль t0, то Р (t) не лежит ни на каком крайнем луче Фп+\*

Если P(/N^n+i имеет п нулей в [о,00]» то P(t) порождает
экстремальный луч в #V,+i- Доказательство этого факта просто, и
мы его опускаем.

§ 10. Классический критерий для моментных точек

Пусть и, (*) = *', * = 0, 1,..., /г, на интервале [0, оо).
Воспользуемся результатами § 8 для вывода критерия принадлежности
точки (с0,..., сп) к Мп+\- Из следствия 8.1 нам известно, что каждый

п

неотрицательный многочлен V а/ = Р (t) на [0, оо) можно
запило

сать в виде

Р (t) = Pi (t) + *<&_, @, если п = 2m,

Р @ = tP2m (t) + (I (/), если п « 2т + 1,
где Рт и Qm — многочлены степени т.

Необходимое и достаточное условие для того, чтобы с
принадлежала Мп+и состоит в том, что для всех аб^л+i

(с,а)>0. A0.1)

Для проверки A0.1) достаточно рассмотреть только точки а,
соответствующие многочленам вида Р2т (t) и tQm-i (t), когда п —
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четное и соответствующие tP2m(t) и Q2m(t), когда п — нечетное.
Расписывая A0.1) в этих случаях, мы выводим следующую теорему
(см. теорему 1.1 гл. IV).

Теорема 10.1: Точка с == (с0, си *.., сп) принадлежит Мп+\
тогда и только тогда, когда матрицы

llc/+/IE/-o' И с/+ж Н7!^о для п=2т,

II ci+j Н?/-о, II с/+ж 11л/-о для п = 2т+\

неотрицательно определены. Точка е = (с0,..., сп) ? Int !Zfn+i =
= Int ^„-i-i тогда и только тогда, когда вышеуказанные матрицы
положительно определены.

В том случае, когда квадратичные формы неотрицательно
определены, мы получим представление в виде
оо оо

ct=Wda(t), *=0, 1,...,/г—1, cn= Jfdcr (*) + *. A0.2)
о о

(X > 0, а — ограниченная неотрицательная мера). Если обе формы
положительно определены, то в представлении A0.2) X = 0.

Приведенный выше результат и обсуждения с разных точек
зрения имеются у Шохата и Тамаркина [1943].

§ 11. Соотношение между ?Pn+i и Мп+\

В этом параграфе мы изучим связь между моментным
пространством Мп+\ и дуальным ему пространством tP„-f-i'

Пусть Ph (t), k = 0, 1,..., т (т = [/г/2]) — ортогональные
многочлены по отношению к некоторой конечной мере на [0, оо), и
пусть Qk (t), k = 0,1,..., т, ¦— многочлены, ортогональные по отно-
— оо

шению к мере tdo(t). Заметим, что если ck = Г fdo, k = 0, 1,...,л,
о

то многочлены Pk(t) и Qfc(f) пропорциональны определителям

Аз*0

Даи-i @

..с, Л—1

...Cft 1

• • • ck+\ l

L*+l • • • v2k

A1.1)

A1.2)

соответственно,
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Далее, пусть Мп и Р1 являются сечениями Мп+\ и #Vf-i
соответственно, полученными наложением нормирующих условий

п

с0=1 и 2*!afc=»l,
где

п

Теорема 11.1, Если п = 2т, то существует взаимно одно-
значное соответствие между IntM2m, упорядоченными парами
многочленов (Pm, Qm) и открытым симплексом строго
перемежающихся корней

0=яь< *!<*<... <*!»<*„. (П.З)

Если п = 2т—1, то существуют взаимно однозначные
соответствия между lntM2m~l, упорядоченными парами многочленов
(Рт> Qm—i) и открытым симплексом строго перемежающихся
корней

О = * < 'i < * < • • • < V-i < '«• A1.4)

Замечание 11.1. Для п = 2т желаемое соответствие
достигается при помощи специального выбора корней 0 = s0 < s4 < ...
... < sm и ti < .. . < tm, как корней нижних главных
представлений точек (с0,..., с2т) и (с0,... , c2m-i) соответственно. Далее эти
пары множеств корней являются нулями многочленов tQm (t) и
&m(t) соответственно. Это соответствие можно показать схематично
следующим образом:

корни нижнего
главного представления

-- |(с0,..,, c2ffl-i, с2т)] -г- |0 < st < ... < sm) -г
-^|(C0)...,C2m_i) )-r\ti<...<tm J —

корни
многочленов

Следует заметить, что это соответствие отличается от
соответствия, установленного в гл. II (см. замечание 5.1 гл. II), в котором
единственной моментной точке (с0, ..., с2т) ставились в
соответствие корни верхнего и нижнего главных представлений.

Доказательство теоремы 11.1 (п = 2т). Точка
с = (с0,.,., сш) определяет множества перемежающихся точек {sj}™ и
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{tj}™ как корни нижних главных представлений (с0,..., с2т) и
(с0, • • •»^2m-i) соответственно. Следовательно, множества {tj}™ и
{Sj}^ удовлетворяют A1.3). Мы сначала определим {X)}™ и Щ}™
так, чтобы

т т

2v;-2^;==o, /=o,i,...,2m-i.
/=i /=о

Это линейная система 2т уравнений с 2т + 1 неизвестными
^i> • « •»^т» — ^о' • • •» — ^т с матРиц.ей коэффициентов ранга 2т.
Известно, что соответствующие компоненты ее решения (с точностью
до числового множителя) пропорциональны (с чередующимися
знаками) минорам порядка 2т, полученным последовательным
вычеркиванием одного столбца из матрицы коэффициентов. Легко видеть,
что каждый такой минор порядка 2т должен быть определителем
Вандермонда. Принимая во внимание предположение о том, что
корни {tj}™ и {sj}™ чередуются, как показано в A1.4), мы выводим,
что величины X и X' имеют неизменный знак. Теперь числовой

т

множитель определяется так, чтобы V Xj = 1. Далее мы полагаем

т т

Ci = 2 V, = 2 44 * = 0,1,.. ¦, 2/n-l,
/=1 /=0

(П.5)
т

/=о

Очевидно, что (с0,..., c2m-i) и (с0> q, .. ., c2m) — требуемые мо-
ментные точки.

Непрерывность соответствия между lntM2m и множеством всех
пар перемежающихся корней очевидна. Если с(г)->с6 Int М ш, то
с(г) и с лежат внутри соответствующего сечения, взятого из момент-
ного пространства на [0, Ь] для достаточно большого Ь. Теперь
непрерывность доказывается, как при доказательстве теоремы 8Л
гл. II. Непрерывность отображения пар перемежающихся корней в
сечение М2т, очевидно, следует из A1.5), так как Xj и X'f
являются непрерывными функциями этих корней.

Теперь мы покажем, что соответствие между парами {Pm,Qm) и
Int М2т взаимно однозначно и непрерывно. Взаимная однозначность
и непрерывность отображения Int М2т на пары многочленов (Pm,Qm)
получается из A1.1) и A1.2). Обратно, если Рт и Qm многочлены
из систем {1\}™ и {Qfe}([\ которые ортонормированы относительно
da и t da, то (см. лемму 2.2 гл IV) Рт (t) и tQm (t) обращаются в
нуль в корнях нижних главных представлений точек (с0,,.. , С2т-\)
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и (с0,. *. , с2т), где ck = f tkdo (/), ft = 0,1,..,, 2m. Более того, эти
о

корни однозначно определяют моментную точку (с0,..., с2т), и
соответствие между ними непрерывно. Доказательство закончено.

Теорема 11.2, приводимая ниже, показывает, что внутренняя
часть сечения моментного пространства Мп+\ и симплекс пар
перемежающихся корней естественным образом проективно
эквивалентны.

Теорема 11.2. Пусть р2т (/) и tqm_x (t) — многочлены,
полученные нормировкой Р*т (t) и /Qm-i @ соответственно, так, что
они лежат в Р2т. Тогда существует гомеоморфизм между Int Р т
и Int yti2m такой, что многочлены вида

V5. + 0-*)*&_, @<х< 1),

где рт и qm—x фиксированы, а X меняется в единичном интервале,
соответствуют моментным точкам, у которых с0, cit.. ., с^т-х
постоянны, а с2т меняется в интервале (с2т, оо). Такое же
соответствие имеется и между IntP2m+1 и lntM2m+l.

Доказательство. В силу следствия 8.1 каждый многочлен
Р (t) 6 Int Р2т может быть единственным образом представлен в виде

т т—\

/=] /-1

где а > 0,E > 0, а {^}™ и {Sj}™-1 удовлетворяют A1.4). Теорема
11.1 утверждает, что существует единственная моментная точка
(с0,. . -, C2m-i) в Int M2m~~l, соответствующая корням {tj}^ и {Sj}%~K
Положим

т m—1

Pi @ = * П (' - *i)\ tq\_x (t) - k't П (t - Sjr,
/-1 /=i

где ft и ft' — постоянные, определенные так, чтобы p?m (t) и tq^ (t)
лежали в Int P2m.

Теперь рассмотрим семейство многочленов

P(f\ X) = Xp*Jt) + (l-X) tq^ (t), 0<X<\, A1.6)

Очевидно, что P (t\ X) при каждом X @ < X < 1) принадлежит
Int г, а при некотором фиксированном X Р (/; X) совпадает с за*
данным многочленом P(t).

Требуемый гомеоморфизм будет полностью построен, если мы
сопоставим линейный сегмент 1{ в Р2т, определенный в A1.6) при
фиксированных рт и qm_u линейному сегменту /2 в М2т,
определяемому при фиксированных cQt,.., c2m-i и с2т, изменяющемуся в
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(?гт> °°)- Этого можно достичь, отображая интервал @,1) на интервал
(fgm» °°) ПРИ помощи преобразования

C2m=?2m+tgny2>

Это отображение Int М2т в Int P2mf как легко видеть, взаимно
однозначно и взаимно непрерывно.

§ 12. Соотношение между Мп[0, а] и Мп[09 со)

В этом параграфе мы выведем теорему непрерывности, связывающую мо-
ментные последовательности из моментного пространства на конечном интервале
с моментными последовательностями из моментного пространства на полупрямой.

Можно образовать сечения М2т [0, со) и М2т~~1 [0, со), переходя к пределу
от М2т[0, а] и М2т~1 [0, а] соответственно, при а->оо Этот предельный
процесс сохраняет определенные соотношения в том смысле, который будет
объяснен ниже. Результаты будут сформулированы и доказаны только для
случая М2т~1 [0, а]. Аналогичные результаты справедливы также и в четном
случае.

Если (с0,... ,с2т__1) ? lntM2m~~l [0, 1], то многочлены, ортонормированные
относительно da и t A — t)do, обозначаются через {РА™ и {РЛт~~1 (см. § 2
гл. IV).

Следуя ходу рассуждений теоремы 11.1, мы можем построить взаимно
однозначные непрерывные соответствия между точками Int AI2m 1 [0, 1],
упорядоченными парами многочленов (Р , Рт__х) и открытым симплексом

о<г1<ш1<;2<...<шт_1</т<1, A2.1)

где {tAm— корни Р , а {wAm ]—корни Pm__v (Это отображение отличается
от отображения теоремы 11.1 тем, что мы теперь соотносим множество A2.1) с
верхним и нижним главными представлениями). Далее единственными опорными
многочленами (см. следствие 2.2 (а) гл. IV) в точках с = (с0,. .., c2m—vC2m) и
с == (с0,.. ., с2т—Г с2т) являются многочлены Р2т (t) и t A —- /) Z^—i W соот"
ветственно.

Указанное соответствие, очевидно, распространяется на интервал [0, а] при
а > 0. Точнее, положим

«?ш-. (';«) =

с2 с т ,

а ' *# • ' Ст ~ "°т+1 tt

С —-
т

vm+\ »с2т—2°2т-1 ,т-1а ,г

Пусть аа (/) — мера такая, что о @ —) = 0, оа (а) = 1 и соответствующая ей
моментная точка (с0,... ,c^w_1) содержится в Int M2m~'1 [0, а]. Тогда a (at) =г
г ах (/) — мера на [0, 1] и (с0, са/а,.. ., с2т_1/а2т ) принадлежит М2гп~~1[0, 1].
Единственными опорными многочленами (см. страницу 54) к Л1 [0, 1] в (с0,
схаГ  '^та"-2Ш> и ^i"'1 .., с а 2т) с точностью до постоянного' 2т ' **
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множителя являются

сха .—1 с сГ

,-т+1

с <* и2т—\ a2m+l tm

t{\ — t)

сха 1 — с2а 2
с2а~2 — с8а~*3

ста т-ст+]а

т—1 т

СггРт ' ст+\а ,-т-1

г-ггх— 1
с2т-2" с2ш~1« '

соответственно. Следовательно, опорные плоскости к М2т [О, а] в сие,
полученные подстановкой т = at и домножением на степень а, пропорциональны

/^ (т) и т A — т/а) 9m__j (т, а) соответственно. Конечно, использованная
переменная несущественна для положения плоскостей. Постоянные множители
существенны только для вычисления нормирующих постоянных.

Если а-*оо, то опорные плоскости, индуцируемые P2m(t) и /A—t/a) ^_j(/; а)
приближаются к плоскостям, соответствующим P2m(t) и tQjn_](t) (первая
фактически не меняется). Следовательно, гомеоморфное отображение между

Int М2т~~1 [о, а], парами (Р (t), qm__l (t\ а)) и открытым симплексом 0<*!<
< а>1<.. .<С wm^i <0 <Са Дает гомеоморфное отображение между Int М2т~~1[0>
°°^ ^m» ?w—i) и открытым симплексом 0 < ^ < sx < ... < sm_j < / <оо.

Полученные результаты можно сформулировать в виде следующего
утверждения

Теорема 12.1. Если дана точка с = (с0 с2т— i)» принадлежащая
ЫМгт х[Ъ>оо), то существует А >0 ma/сое, что при а>А, c?IntArm '[О,**];
причем точка с однозначно определяет:

(i) корни
0<h<h<..><8m-l<tm<A

опорных плоскостей к М2т [о, оо) в (с0,..., с2т_Р с2т) а (с0,... с2т^2»

(iij для любого а^> А корни

0<t1<w1(a)<...<:wm_l(a)<tm<A

опорных плоскостей к М2т [0, а] в (с0,..., С2т—i» сът) и (со* •
Дополнительно имеем, что

'' с2т—1» с2т'*

lim w^a) = si 0=1 т-«1).



Глава VI

МОМЕНТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА ПЕРИОДИЧЕСКИХ

ФУНКЦИИ И Г-СИСТЕМЫ НА (—оо, оо)

Понятие Т-системы (ем. 1.1 гл.1), согласно ее определению,
связано с действительной прямой, вернее, с упорядоченным
множеством. Мы довольно подробно рассмотрели случай интервала.
Другим общим примером существенно упорядоченного множества
является окружность, если зафиксирована некоторая точка в
качестве начала отсчета. В последнем случае окружность
эквивалентна прямой линии. Можно ожидать, что в этом случае большая часть
теории допускает формулировки с необходимыми изменениями.

В этой главе мы рассмотрим два типа систем: Т-системы
периодических функций, которые на самом деле определены на
окружности, и Т-системы на двустороннем бесконечном интервале
(—со, оо).

§§ 1—6 посвящены случаю периодических функций. Так как
большая часть анализа близка к анализу, данному для
непериодических функций на замкнутом интервале [а, 6], то мы ограничимся
кратким изложением, а в некоторых случаях мы просто
сформулируем результаты, не подкрепляя их формальными доказательствами.

В §§ 7—12 рассматривается случай Т-систем на (—оо, оо). Для
этих типов систем мы наложим ограничения на поведение функции
на ±оо, которые позволяют отождествить точки +оо и —оо и
свести рассмотрение этих систем к периодическим функциям.

§ 1. Определения

Пусть «0 (/), щ (/), ..., ип (/)— система непрерывных функций
на конечном интервале [а, Ь)у удовлетворяющих условию иг (а) =
= ut(b). Если мы распространим эти функции на всю прямую как
периодические, то любой полуоткрытый интервал длины b — а
может служить нам областью определения. Таким образом,
функции можно рассматривать как определенные на окружности
длины Ь — а. Это рассуждение подсказывает нам, что все дальнейшие
рассмотрения должны быть инвариантны относительно группы
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вращений, т. е. во всех рассмотрениях совокупность 4 < 4<...
— 4i < 4 + b — а не должна отличаться от совокупности th <
< 4+1 < ... < tn < /t + ft - a < ... < 4 + & - a (? = 2, ...
..., n). Другими словами, любой набор {tt} рассматривается на
окружности, и никакое специальное расположение не считается
начальным. Важно подчеркнуть, что когда п нечетно, то нужно
требовать сохранения знака определителя, который характеризует чебы-
шевское свойство. Фактически, если п = 2т + 1 и /0 < tx < ...
... < 4ш-н < 4 + b — а, то определители

?//0,lf...,2/n,2/n+ 1\ и ^/0, 1, ...,2/п,2/л+ 1>
\4» 4> • ¦ • > 4/n» 4m-f-l / \4> 4> * » * » *2m-fl > 4 /

имеют противоположные знаки. По этой причине мы предполагаем
в дальнейшем, что п = 2т. Тогда то, что {u^l™ является Г-сис-
темой, можно записать так:

|"o('.0» •••»tto(*2m)| /0, l,,..,2m\
\4» 4» • • • > 4т/

«ИЛ/. ....М4/я) >0, A.1)

если только ^0 < 4 < • • • < 4т < 4 + & — а- Понятие ?Т-системы
периодических функций порядка k определяется обычным путем
(см. § 2 гл. I). При циклической перестановке столбцов
неравенство A.1) остается неизменным.

Простым типичным примером Г-системы периодических
функций является система

1, cos ty sin 4 ..., cos mt, sin mt @ ^ / < 2я).

Известно, что в этом случае определитель A.1) равен

f1 ^l^-nsinj^). A.2)
\4> 4» • * • » 4m/ /</

Это соотношение можно вывести, выразив cos kt и sin kt через
экспоненциальные функции еш и e~ikt и используя значение
определителя Вандермонда, приведенное в § 1 гл. I.

§ 2. Основные свойства периодических Г-систем

Отметим несколько свойств периодических Г-систем,
доказательства которых получаются простым применением ранее
проделанного анализа (см. гл. I, II).

A) Число нулей любого u-многочлена четно и не более, чем
я = 2т при условии, что мы считаем узловые нули один раз, а
неузловые дважды.
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B) Если даны k + 2/ (k + I ^ m) точек tit t29,.,, th> tk+u • • *
2m

•.., tk+21 в [a, 6), то можно построить многочлен и (t) = V a2tt| (О,
/=o

имеющий неузловые нули в точках ti9 *.., /Л, узловые нули—в
точках 4-ьь •** »^+21 и не имеющий других нулей.

Мы построим моментное пространство Мп+\ = |с = (с0, q,..,
• • •»c2m) I cf — \ui (t) do @> « = 0, 1»•. •, 2m, a — неотрицательная

ограниченная мера!. Легко поверить, что Mn+i — замкнутый
выпуклый конус. Пусть

р

^ = 2^^^ 6 = 0, 1,.„, 2m, B.1)

ЭДе Р;>0, /= 1,2, ...,р, и a^^<<2< ...<<p<^ + ft —а.
Определение 2.1. Точки {^}^Ц называются корнями

представления B.1) точки с, а р^—ш; весами. Индексом 1(c) мо-
ментной точки с называется минимальное число корней, которое
требуется для представления с в виде B.1).

C) Точка с является граничной точкой Мп+\ тогда и только
тогда, когда / (с) ^ т. Каждая граничная точка допускает
единственное представление.

D) Пусть c?lntMn+\* Для каждого t0 существует
единственное каноническое представление индекса m + 1, включающее t0 как
корень.

E) Корни двух различных канонических представлений с
строго перемежаются. Корни канонического представления
являются непрерывными функциями любого из них. Вес,
соответствующий любому корню t0 канонического представления, является
максимальной массой р (/<,), доставляемой мерами, представляющими
моментную точку с. Более того, р (/0) — непрерывная функция /0.

Значение максимальной массы р (t0) можно выразить в виде

р (^0) = min f и (t) do,
1а.Ь)

где a 6 V (с), и минимум берется по всем неотрицательным
многочленам и, нормированным так, что и (t0) = 1.

§ 3. Двумерные сечения

Мы подчеркивали в начале § 1, что дополненная одной
периодической функцией система {иь}^ не может сохранять чебышев-
ское свойство (инвариантное при циклических перестановках), так
как образованная система будет состоять уже из нечетного числа
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функций. Поэтому естественно увеличивать систему {иг}п0 на пары
периодических функций v (t) = ип+х (t) и w (t) = ил+2 @ так, чтобы
система

«о (*). "i @, •. м ип @, "«+1 @. "«+2 @ C.1)

была тоже периодической Г-системой на [а, Ь).
Рассмотрим множество Л всех пар чисел (х, (/), допускающих

представление

* = ^v(t)do(t),
(а?У(с<>),с<>ел„-н)- C.2)

f/=J^@da@,
(В некотором смысле двумерная область в случае периодической
Т-системы является аналогом линейного сегмента R (с0) § 6 гл. II).

Ясно, что Л — выпуклое множество, которое вырождается в
единственную точку, когда c°?0Mn+i- Мы сосредоточим теперь
внимание на случае с0? Int Мп+\-

Теорема 3.1 (Крейн [1951]). Множество А имеет
внутренние точки. Пусть с°6 Int^Cn-f-i- Точка (х0,у0)?А является
граничной точкой А тогда и только тогда, когда существует
единственная мера a06V(c°), образом которой при отображении
C.2) является (х0,у0). Если (xQ,y0)— граничная точка Л, то
соответствующая мера а0 является канонической.

Замечание 3.1. Обсуждаемые в этом параграфе вопросы,
относящиеся к двумерным сечениям, были впервые рассмотрены
Крейном [1951], им же было найдено соответствие между границей
и множеством канонических представлений, описанным выше.
Теорема 3.2, приведенная ниже, в формулировке которой каждой
внутренней точке двумерного сечения ставится в соответствие вес
и корень, является новой.

Доказательство. Рассмотрим моментное пространство Мп+ь
порожденное системой C.1). Пусть а0 — каноническое
представление с°?Мп+1- По определению оно имеет индекс, не больший чем
т + 1. Обращаясь к свойству C) § 2, мы приходим к выводу, что
а0 порождает граничную точку Мп+ь В частности, (xQy у0) —
граничная точка сечения Л. Обратно, граничная точка (х0,у0)
множества Л является, очевидно, граничной точкой Мп+г- Поэтому (eg,
c°v • • •» с2т> хо> Уо) допускает единственное представление а0 индекса,
не большего чем т + 1. Индекс не может быть меньшим или
равным т, так как в противном случае нарушилось бы условие с0 ?
6 Int М„+1. Поэтому а0 — каноническое представление.

Следствие 3.1. На границе множества А не существует
линейных сегментов.

Теорема 3.1 показывает, что канонические представления с0
находятся с границей Л во взаимно однозначном соответствии. Пусть
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at* — каноническая мера точки с0, включающая /*, и пусть t* и
I** — два последовательных корня ot*. Каждое t'?[t*,t**)
индуцирует единственное каноническое представление аг. Поэтому мы
имеем взаимно однозначное и взаимно непрерывное отображение
интервала (Y*, t**) на границу А.

Чтобы получить представление внутренней части Л, мы можем
поступить, как в §7 гл. II. Пусть р(/') — масса в точке t'?(t*t
t**). Если положить а = 0 в равенстве

Й,..., с2т) = (eg,..., tfij - A - а) р (/') (и0 (/'), .. . ,иш (/')),
то образованная точка является граничной точкой М2п+ъ так как

(с0, .». , с2т) представляется мерой а г с массой, удаленной из точки

t\ Точка с = (с0, . .¦, с2т) содержится внутри А1ы+\ Для всех а?

6@,1). Следовательно, существует каноническое представление с,
включающее t* и т других различных точек. Ни одна из этих
точек не может равняться t\ так как в этом случае получаемое
представление для с0 имело бы индекс т + 1 и включало бы t* и
t'. Однако это невозможно в силу выбора f. Таким образом, мы
показали, что для каждого f 6 (t*, <**) существует представление с
индекса т + 2, включающее %' и t* с произвольным весом К 6 (О,
Р(П) в V.

Мы обозначим эту специальную меру через o(t, t\ X) и
рассмотрим отображение области

В = {(Г,Щ1*<Г<1** и 0<X<p(t')}

во внутреннюю часть Л, определенное равенством

ф (/', X) = (C2m+U С2т+2), C.3)
где

с, = f af @ da (/; Г, Я), / = 2т + 1,2т + 2,
о

Теорема 3.2. Если с°? Int/l&n+h ** и t**— два
последовательных корня at* (где ot* — каноническая мера для с0) и V ? (?*,
/**), то существует представление с0 индекса т + 2, включающее
t* и Г с весом А,?@, р(/')) в точке ?'. Это представление
индуцирует отображение <р области В на внутреннюю чисть Л,
которое является взаимно однозначным и непрерывным.

Свойства отображения ср можно установить, повторяя дословно
доказательство теоремы 7.1 гл. II, детали опускаем.

Отображение ф также является непрерывным на границе В в
том смысле, что при стремлении % к р(Г) мера оAу?,Х) стремится
к канонической мере ov точки (с°0,..., с?ш), следующие два момента
которой определяют граничную точку А. Однако отображение
границы не является взаимно однозначным, Фактически меры
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a{t\t\ p(t')) = ov (t) при t\ меняющемся в (t*f /**), отображаются
соотношением C.2) в границу А взаимно однозначно и непрерывно,
исключая точку (с*от+1, с*2т+2), которая соответствует ot*> Если / = t*
или / = /**, либо Л, = 0, то соответствующие меры o(t\t',X)
переходят В Of (t).

Если корни /', t'v •.., tm и **,**,.,.,?, канонических мер at> и
at* расположены циклически, так, что

<•< f < t\ < t[ < ...< fm< fm< t* + b-a,

то корни t*, t\ tu.. Лт меры o(t\t'f%) таковы, что ^<^<^.>
i — 1,2,. *. ,/я, и при возрастании Я. от 0 до р(/') корень tt
изменяется непрерывно от t\ до ^,

§ 4. Тригонометрическая проблема моментов

В этом параграфе мы докажем следующий классический
результат.

Теорема 4.1. Для Т-системы 1, cos?, sin t, Л.., cosmtf sinmt
на [0, 2jc) точка с = (a0, a4, p4,..., am, Cm) является моментной
точкой M2m+\ тогда и только тогда, когда

т

2 dpdqy^g>0 D.1)

для любого набора d0, dlf..., rfTO, где Yo — ao > 0> Y& = аь —
—Фк (k= 1, 2,.. ., т) и y_k = Yfc. ?олее того, с ? Int Мп+\ тогда и
только тогда, когда квадратичная форма D.1) положительно
определена.

Доказательство. Результат, приведенный в лемме 9.2глП,
переносится на случаи периодических функций, так что c?Mn+i
тогда и только тогда, когда

т т

°о+2 (а*cos kt+bk sin kf) ~* a°a°+ 2 (ал+ь^9 D*2*

а обе части этого неравенства неотрицательны; и с 6 lnt Мп+\ тогда
и только тогда, когда справа стоит строгое неравенство при
условии, что слева в D.2) стоит нетривиальный многочлен. Теперь не-

т

равенство а0 + V ak cos kt + bk sin kt > 0 можно переписать в виде
m

1 ](^« + Г^- >О, D.3)
fe=0

где lk « ah — /6Л, ft = 0, 1,..., m, b0 = 0.
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Мы покажем, что класв многочленов, удовлетворяющих
условию D.3), совпадает с классом многочленов, допускающих
представление

1 dkeikt
k=0

где dQt dit..., dm — произвольные комплексные числа.
Очевидно, любой многочлен вида D.4) удовлетворяет D.3)#

Для того чтобы установить обратное, мы сначала запишем
многочлен ф (/), удовлетворяющий D.3), в виде

Ф(*)Н г-™/7(*)|, z = e",
где

Многочлен F(z) имеет 2т комплексных корней. Для каждого
корня z0@< |z01< 1) l/z0 также является корнем и обратно, что
видно из равенства F (zo-1) = z^2mF (z0). К тому же каждый корень
eia обладает четной кратностью, так как ф (t) > 0.

Поэтому

\F(z)\=c\zp\ Y\{z-zj){z-\rzi)Y\{z-e^Y
fc*\

где с >0 и р+ 21 + 2k = 2т. Заменяя г на еи, мы видим, что
многочлен ф@ очевидным образом можно выразить в виде D.4).

Заключение теоремы для с ? Мп+\ и с 6 Int Мп+\ немедленно
следует, если применить D.2) к многочленам вида D.4).

Во всех источниках теорема 4.1, которая выражает
классический критерий для проверки того, является ли
последовательность моментной последовательностью тригонометрической
проблемы моментов, используется теорема Файера — Рисса (см. D.3) и
D.4) о представлении положительных многочленов) (см. Шохат и
Тамаркин [1943], гл. II).

§ 5. Примеры

Следующие ниже рассуждения принадлежат Крейну [1951]
(см. также Геронимус [1958] и Ахиезер [1965], гл. 5). Для второго
примера этого параграфа истоком послужили работы Каратеодори,
Герглотца, Пика и др.

A) Мы сосредоточим внимание на системе функций

1, cos t, sin t,.«., cos mt, sin mt @ ^ t < 2я). E.1)
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По теореме 4.1 множество постоянных

«0, CCi, Pi, «2» Р2» • • • » am» Pts E.2)

определяет моментную точку относительно системы E.1) тогда и
только тогда, когда

2 dpdqyq-p>0
p,q=0

E.3)

при всяком выборе комплексных чисел d0, d4,..., dm, где Yo =
= а0>0, Yfc=«ft —ФЛ(* = 1,...,т) и Y_*=Yfc- Точк^ E.2)
является внутренней точкой моментного пространства тогда и только
тогда, когда упомянутая квадратичная форма положительно
определена. Известно, что последнее утверждение эквивалентно
последовательности неравенств

А, «

То

Y-i

У-к

Yi

Yo

Y-(fc-

•

-l) •

• • Y*_,

• • Y*-2

. . Y_i

Yft

Y*_i

Yo

>0; 0, 1,. .., /я.

E.4)

Пусть E.2) определяет внутреннюю точку моментного
пространства М,2т+и т- е. пусть имеет место E.4). Мы исследуем область Л,
определенную в C.2), соответствующую функциям

v (t) = cos (т + 1) U w (t) = sin (т + 1) t.

Точке у\ = х — iy соответствует (х, у)?А тогда и только тогда,
когда

if= [ ei{m+l)t do (t) E.5)

для некоторой о ? V (а0, а1э Pi, а2, Р2, . .., ат, рт). Принимая во
внимание критерий E.4), мы видим, что т| является граничной точкой
А тогда и только тогда, когда имеет место E.4) и

Yo

V-i

Ti

То

Ут 1

Ут-Х У„

Л У-п То

= 0. E.6)

Разлагая E.6) с помощью формулы для определителя Сильвестра
(см. сноску на стр. 43), где основной блок определяется
вычеркиванием первой и последней строк и первого и последнего столбцов,
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мы получим

где Rm (ц) =

Yi

Yo

0 =

. Y

A R (Л)т т "

*J*l) К
E.7)

т—1 Yw

т

Ym— 1 Y.

Yo Yi|Y_m+i .

Теперь, очевидно, Rm (ц) = (— \)тц\т-х + Ст, где

Yi • . • Ym 0
Yo • • • Ym_j Y„

-m-fl Yo Yi

Поэтому уравнение границы имеет вид

|Лга|« = |(-1)ит1Лт_1 + Ст|а,

или, что то же самое,

л + (-1)"
Лт—1

E.8;

Область А (смотри C.2)) является, очевидно, кругом с центром
в [((—l)m+1Cw)/A,„_i] и радиусом Am/Am_1# Используя очевидные
обозначения, рассмотрим граничную точку (y0> Yi» •••» Ym> Ло) в Мп+з-
Мы утверждаем, что корни единственного канонического
представления, соответствующего моментной точке

(То, • • м Ym, Ло)

совпадают с корнями многочлена

E.9)

*(«") =

Yo

V-i

У-т

%

Ъ

То

У-т+1
У-т

fm-1

У0
Л/т^

,Д"Н-1К

E.10)

Этот многочлен нетривиален, так как Дт > 0.
Доказательство этого утверждения состоит в следующем. Если

(То» • • • > TnN Int Лп+i и E.9) — граничная точка, то справедливы
соотношения E.4) и E.6). При помощи интегрирования убеждаемся,
что R (е ) ортогональна функциям

1, *' . ,,е ,-i(m+\)t E.11)
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относительно единственного канонического представления а точки

(Yo> • • •> Vm» Ло)- Ортогональность R(eil) функции e~t{m+l)t следует
из E.6). Поэтому

2л

?|/?(е")|ЭДа@=0, E 12)
о

так что R(eil) должно обращаться в нуль как раз в корнях а.
Разлагая E.10), мы получим, что

/?(/)=Р^') + Ло^(Л E.13)

Заметим, что R{eif) зависит линейно от %.
B) Исследуем область А для системы функций E.1) при другом

выборе функций v(t) и w(t), а именно:

P(/)=Re г»+еЧ , w(t) = lm*-*±^, E.И)
г0 — е" z0 — е"

где zQ фиксированная точка в единичном круге 0 < | г01 < 1. Мы
утверждаем, что

1, cos/, sin/, . . ., cosm/, sinm/, a(/), до(/)

является Т-системой при подходящем выборе знака wtfI). Чтобы
установить этот факт, достаточно доказать, что уравнение

т

0 = ? а/" + а^±4г + "^±J^t E-15)

(afe =а_*, & = 0,1, ..., т) имеет не более 2т + 2 нулей. Этот
результат получится, если записать многочлен в правой части E.15) при
помощи комплексной переменной z = elt, Действительно,
подставляя eil = z и упрощая E.15), приходим к равенству

О — ^2m+2 (Z)
~~ 2т B0 - z)(ZZ0 - 1) '

и желаемый результат теперь очевиден.
Пусть у = (у0, ..., ут) — внутренняя точка моментного

пространства А1п+и порожденного Г-системой E.1). Множество всех
канонических мер дх 6 V (у) может быть поставлено в соответствие
набору всех многочленов вида E.10) (л = Ло — единственный
свободный параметр) в том смысле, что корни этого многочлена
совпадают с корнями соответствующей канонической меры.

х) См. сноску на стр. 33.
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Граница множества А представляет собой множество точек
2я

BdA : z = x + iy= f z°+ *'! da It)
J г0 — е"

где а пробегает 3?.
Положим

V2) = ^тгрг^^-^^'И^С). E-16)

I;

где #л — многочлен, определенный в E.10).
Рассмотрим каноническое представление a (t), соответствующее

г). Многочлен R^ обращается в нуль на спектре о (t). Тогда E.16)
принимает вид

тЬ^)=«^г EЛ7)
Из E.13) видно, что Rn(elt)—линейная функция ц. Так как S^ не
зависит от agV(v), т. е. S^ зависит только от т] и 7 и не зависит
от выбора e?V(y), то отсюда следует, что

Sr](z) = Si(z) + ^S2(z)i

где Si (г) и S2 (г) — фиксированные многочлены. Подстановка в
E.17) приводит к выражению

lh±j"do(t) « si^ + fifa) , EЛ8)

Из того, что E.18) является дробно-линейным преобразованием,
мы заключаем, что когда ц пробегает границу круга E.8), граница А
описывает круг AZo (у0, уи ..., 7т) •

Мы завершаем этот параграф применением полученных
результатов к анализу предыдущих рассуждений (принадлежащих Пику).

Множество Г всех функций вида
2л

FW = lJ7izTda{t)
(| г | < 1, a — неотрицательная ограниченная мера) можно
охарактеризовать как множество аналитических функций (|z|< 1),
отображающих единичный круг в правую полуплоскость, таких, что F@)
действительно. Если o?V(a0, a4, Pi, . . ., am, Cm), то F (г)
принадлежит множеству функций, для которых числа 7о> 2yi, • • •, ^Ут яв"
ляются первыми т + 1 коэффициентами их разложения в степенные
ряды. Таким образом, в предыдущих рассуждениях мы установили
следующее предложение.
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Множество значений в данной точке г0 @< |г0|< 1) всех F^T,
первые т коэффициентов которых у0, 2yi, . . ., 2ут (у0 > 0)
фиксированы, заполняет круг AZo (Yo> Yi» • • •> Ym)-

§ 6. Представление для положительных многочленов
и крайние точки М2т+\

В этом параграфе мы распространим на случай периодической
Т-системы на [а, Ь) соответствующие теоремы о представлении и
конструкции § 10 гл. II. Напомним, что в случае непериодических
Т-систем (п = 2 т) мы определили для каждой положительной
непрерывной функции / (t) два неотрицательных многочлена и (t) и
и (t), один из которых обращался в нуль в т—1 внутренних точках
и на обоих концах, а другой — в/п внутренних точках. Эти
многочлены изменялись от 0 до f{t) определенным образом. В периодическом
случае нет естественной концевой точки для области определения
функций {щ}*т. Действительно, любая точка t* ? [я, Ь) может быть
выбрана в качестве одного из концов интервала, и мы можем
рассматривать функции, определенные на интервале [t*, t* -+- b — а).
С учетом этого вариант теоремы 10.1 гл. II для периодического
случая допускает следующее выражение. Пусть / (f) — непрерывная
периодическая функция периода b — а. Для любого фиксированного
t* 6 [а, Ь) мы построим периодический многочлен и* (/; /*),
изменяющийся между нулем и / (/) с корнем t* и имеющий колебательный
характер, как у функции и (t) из теоремы 10.1 гл. II, где областью
определения является [/*, t* + Ь — а). Точная формулировка
утверждения дается ниже в теореме 6.1.

В этом параграфе также будут рассмотрены свойства
перемежаемости корней для семейства многочленов a* (t\ t*)> для которых t*
рассматривается как параметр. Конструкция u* (t\ t*) играет
важную роль в решении экстремальных проблем Маркова— Бернштей-
на, которые будут рассмотрены в гл. IX.

Теорема 6.1 (Карлин [1963]). Если {и^т — Т-система
периодических функций на [а, Ь) и f (t) — периодическая непрерывная
положительная функция, то для каждого t* ? [а, Ь) существует
многочлен и* (t; /*), который удовлетворяет условиям:

(i) / (t) ^u*(t; t*) ^0 для te [a, b)\
(ii) и* (t\ t*) имеет m различных нулей, в том числе и t*\
(iii) / (t) — и* (/; /*) обращается в нуль по крайней мере один

раз между каждой парой (рассматриваемой в циклическом смысле)
различных нулей и* (t; t*).

Более того, многочлен и* (/; /*) со свойствами (i) — (iii)
единствен, если {щ}2™ — ЕТ-система порядка 2.

Многочлен и* (t\ t*) проиллюстрирован на рис. 9 для случая п =
= 2/тг = 6. Пунктирная линия обозначает многочлен u**(t\ t*) = f(t)—
— u*(t\t*) при условии, что / (f) — многочлен (см. следствие 6.1).
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Доказательство. Построение многочлена и* (t\ t*)
следует построению теоремы ЮЛ гл. II.

Сначала мы предположим, что {ut (/)}? — ?Т-система и для
каждого множества g = {tit . . ., tm) из т точек (не обязательно
различных), которое всегда включает /*, построим неотрицательный
многочлен и^ (t), имеющий эти точки нулями соответствующей кратности.
На каждом из т «интервалов» между парами точек мы определим
ah i == 1, 2, . . ., m, как и ранее. Применение теоремы Брауэра
о неподвижной точке доказывает, что для некоторого расположения

Рис. 9

т различных точек, соответствующего, скажем, ?, справедливо
равенство at = а > 0 для i = 1,2, ..., т. Требуемым многочленом

является теперь a* (t; t*) =a~]u^(t).
Распространение результата в случае чебышевских

предположений можно сделать так же, как и в теореме 10.1 гл. II.
Доказательство единственности также повторяет доказательство теоремы
10.1 гл. II и будет опущено.

Следствие 6.1. Если и (t) — положительный многочлен,
то для каждого t* 6 [а, Ь) существует единственное представление

и (t) <-= и* (t) t*) + и** (t\ t*)9

где t* является нулем и* (t; t*) и где как и* (t\ t*) так и u**(t\ /*)—
неотрицательные многочлены, имеющие по т корней, которые
строго перемежаются. (Для единственности мы предполагаем, что
{u,i(t)}% — ЕТ-система порядка 2.)

Элементарным примером к этому следствию для Г-системы 1,
cost, sin/, . . ., cosmt, sinmt на интервале [0, 2я) при выборе
и (f) = 1 является следующий:

f sin2 k(t — t*) + cos*k(t — t% m = 2k,

jsin2(fe+ ±) (*_**) + cos2 (&+ j)(t — t% m = 2k+\.
Здесь u*(t\t*) равно sin2/г (t — t*) или sin2(&+ i) (t—t*). Мы
теперь покажем, что нули двух различных многочленов a* (t\ t*) и
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и* (/; /°) строго перемежаются, как это отражено на рис. 10. Более
того, каждый из нулей и* (/; t*) является монотонной непрерывной
функцией от /*.

Пусть t° Щу . . ., t°m — нули фиксированного многочлена,
построенного, как в теореме 6.1, расположенные против часовой стрелки.
Пусть ti (t*), i = 1, 2, . . ., т fa (t*) = /*), обозначает нули
многочлена &* (/; /*), обращающегося в нуль в t*. Предположим, что эти
нули также расположены в циклическом порядке. Тогда имеет
место следующее свойство непрерывности нулей.

Рис 10.

Лемма 6.1. Если многочлен a* (t\ t*) — единствен (например,
если {иiJ™ — ЕТ-система порядка 2), то tt(t*), * = 1, 2, . . ., т,—
непрерывные монотонные функции t* на [t°v Ц], удовлетворяющие

условиям U (ф = Ции (/2°) = /°+1, * = 1, .... /л (tQm+l = /?).
Замечание 6.1. Если функция f(t) постоянная, то нули tt(t*)t

i =¦ 1, 2, . . ., m, можно получить простым сдвигом, т. е. если
f(t) = \, то w* (t; s*) - и* (* — s* + **; /*).

Доказательство. Из неравенства можно заключить, что
любые два различных многочлена а* (/; t*) имеют различные
множества нулей. Пусть tu . . ., tm и su . . ., sm — нули двух различных
многочленов u*(t\t^ и и* (/; s^; расположим каждое из этих
множеств в циклическом порядке. Мы утверждаем, что никакие два
различных нуля st и s.,{ одного из многочленов не могут лежать
между двумя нулями tj и t.,x—другого. Чтобы проверить это, мы
предположим противное, т. е. предположим, что для фиксированных
tH/^S;<si+1^//+1. Если sN(Sf, s.+ 1) таково, что f{s*) —
—u*(s*, 5^ = 0, то разность двух рассматриваемых многочленов имеет
по крайней мере два нуля в каждом из интервалов [tjy s*.], [s*, t.]
и [tk, tk+l] для кф\, при этом общее число нулей становится
равным 2(т — l)-j_4 = 2m + 2. Это возможно только тогда, когда
многочлены совпадают. Теперь, если последовательность величин t*,
скажем t*k), приближается к /* против часовой стрелки, то tt (t*)
должно приближаться к tt (t*) с той же стороны. В противном
случае свойство строгой перемежаемости нулей было бы нарушено.

199



Теорема 6.2 (Карлин [1963]). Пусть {и ^ — Т-система
периодических функций на [а, Ь), и пусть f (t) и g (t) — две
непрерывные периодические функции на [а, Ь) такие, что существует
многочлен v(t), удовлетворяющий условию f (t) > v (t) > g(t)\ тогда
справедливы следующие утверждения:

(а) Для каждого t0 ? [а, Ь) существует единственный многочлен
u(t\ t0), удовлетворяющий условиям:

(i) f(t)>u (*; g > g (t) и v (t0) - и (/0; t0) = 0;
(ii) существует 2m точек slf s2, , . ., s2m таких, что tQ < SJ <

<%<... <s2m<t0 + b — a и

и (st\ t0)
/(Sj), если i — нечетное,
g(Si), если i — четное. F.1)

(b) Пусть условие (ii) заменено на условие (ii)', которое
получается из 6.1, если поменять местами функции fug. Тогда

существует единственный
многочлен, удовлетворяющий (i)
и (ii)'.

Доказательство.
Построение требуемых
многочленов проводится как в
теореме 10.2 гл. II, и
поэтому мы его опускаем. На рис.
11 мы приводим для
иллюстрации в случае п = 6
многочлен и (t; t0) из теоремы 6.2.

Следующая теорема
уточняет теорему 6.1. Она может

быть получена как видоизменение теоремы 10.3jvi.II для случая
периодических 7-систем. Доказательство проводится так же, как
и в теореме 10.3 гл. II, и мы его тоже опускаем.

Теорема 6.3 (Карлин [1963]). Пусть {щ)*п — ЕТ'-система
периодических на [а, Ь) функций, и пусть f (t) ? С2т—
неотрицательная периодическая функция, имеющая 2г (г < т) нулей с
учетом кратности. Тогда для каждой точки t*?[a,b) существует
единственный многочлен и* {t\ /*), обладающий свойствами:

(О f(t)>u*(t;t*)>0;
(ii) w* (t\ t*) имеет 2m — 2r нулей, отличных от нулей f(t),

являющихся нулями кратности 2 в т — г различных точках,
скажем tif . . ., /m__r, одна из которых /*;

(Hi) f{t)— u*(t\t*) имеет по крайней мере в два раза больше
нулей, чем f (t) в каждом из т — г открытых интервалах между
соседними tt.

Следствие 6.3. Если, дополнительно к предположениям
теоремы 6.3, / — многочлен, то для каждого t* существует един-
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ственное представление

f (t) = и* (t\ t*) + и** (t\ t%

где и (/*; /*) = 0, а и* и и**—неотрицательные многочлены,
каждый из которых имеет 2т нулей с учетом кратности. Эти нули
строго перемежаются, если пренебречь нулями f (/).

Крайние точки и граница ^2т+г Если {иь}\т — Г-система
периодических функций на [а, Ь)у то границу и крайние точки ^2/я+1
можно охарактеризовать точно так же, как если бы ut(t)9 i"=0, 1,...
. . ., 2т, были обычными периодическими функциями. Граница
состоит из тех неотрицательных многочленов, которые обращаются в
нуль при некотором t?[a, b), и теоремы 11.1 и 11.2 гл. II также
имеют место. Теорема 11,2 может быть переформулирована в
следующем виде.

Теорема 6.4. Если {Ui}20m — ЕТ-система периодических
функций на [а, Ь), то многочлен и лежит на крайнем луче ty2m+\ тог'
да и только тогда, когда и имеет ровно 2т нулей с учетом
кратности.

§ 7. Чебышевские системы на (— оо, оо)

Оставшиеся параграфы этой главы посвящены изучению момент-
ных пространств, образованных Г-системами, при условии, что
рассматриваемая область определения является бесконечной прямой
(—оо, оо). При слабых предположениях мы сведем этот случай к
случаю периодической Т-системы. Пусть

"о V), Щ (t), . * ., и2т (t), —оо < t < оо, G.1)

обозначает Г-систему на (—оо, оо) такую, что {Ui}20m~l также
является Г-системой. Мы предполагаем, что u2m(t)>0 для |/|^Ли

и. (t)
lim -Цтг = 0, i = 0, 1, . . „ 2т — 1,

где w (t) > 0 для / ? (—оо, оо) и w (t) = ип (t) для 11 | ^ Л.
Если мы перейдем от системы G.1) к системе

(ut(t)/w(t), /? (-00,00),

10/,л, t = ±оо,

то {Vi}20m образуют Г-систему на интервале [—оо, оо], где +°о и
—оо отождествляются. Ясно, что теория предыдущих параграфов
применима к системе vt(t), определенной на [—оо, оо]. Иногда
бывает удобно ввести функции gt (х) = vt (tgn*/2), i = 0, 1, . . м 2m,
так, что {gi {x))lm может рассматриваться как периодическая
система на [—1, 1].
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Мы приведем несколько результатов, которые являются
простыми следствиями результатов §§ 1—6.

I. МомеНТНаЯ ТОЧКа С = (С0, . . ., С2т) ? М2т+1 = М2т+\ (и0 @, .. <
• * •» и2т @) принадлежит ?)M2m+i тогда и только тогда, когда
индекс 1(с)^т. В этом случае существует единственное конечное
представление (cQ, ciy . . ., c2m_v с2т).

И. Пусть cglnt^m+i- Существует единственное каноническое
представление а* с массой на бесконечности. Пусть t* < ?J< ... < t*m
определяет конечные корни этого представления. Для каждого VФ
ф1*. (? = 1, . . ., т) существует единственное каноническое
представление atn включающее t\ остальные корни которого являются
непрерывными функциями V. Более того, корни любых двух
канонических представлений строго чередуются. Если мы не будем
обращать внимание на массу в бесконечности, то первые 2т
моментов меры da* равны с0, . . ., c2m_v а ее момент порядка 2т не
равен с2т (см. гл. V).

III. Масса р (^0) в точке t0 канонической меры oto может быть
представлена в виде

оо

p(g = min ^u(t)da (o?V(c)),
—оо

где минимум берется по множеству всех неотрицательных
многочленов, удовлетворяющих условию нормировки u(tQ) = 1.

Для Г-системы uh(t) = tk, А = 0, 1, . . ., 2т, определенной на
(—оо, оо), величину р(/0) можно просто вычислить при помощи
определенных ортогональных многочленов. Если tQ = t* для некоторо-

т

го и то минимизирующий многочлен имеет вид Ъ \\ (t — /7J, где

{^i» • • •» tm-\} = У\> • • •» CJ — 'о- Если t^t] ни для какого i, то
т

минимизирующий многочлен имеет вид b [~] (t—/7-J, где tt,.. ,ttm—

все корни ot, кроме /0. Величина р-1 (^0) будет тогда равна

j т— 1

Р~'('о) =
2*№, если /0ей;,...,Q,

{ т

12*2Со).ес™ <о $ е;. ¦. •. о.
G.3)

где Rh (t) ортогональны на (—оо, оо) относительно любой меры а,
соответствующей (с0, . . „ с2т) ? Int Мп+Г
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IV. Для Г-системы {t'}lm на (—оо, оо) функция
1+

Ш= J [do, @-da,@1
— оо

меняет знак по крайней мере 2т раз, если о{ и а2—различные ме*
ры, имеющие одинаковые моменты с0> ..., с2т (см. лемму 3.1 гл. III).

§ 8. Представления для многочленов в ^2m+i (—°°' °°)

Система {Uh@}om» определенная в G.2), является Г-системой,
которая удовлетворяет условию uft(+oo) =vk{—оо), k <= 0, . . ., 2m,
так что система {gh (х)}20т, определяемая равенством

gk(x) = vh[tg~Y xj, k = 0, 1, . . ., 2m,
является Г-системой периодических функций на I—1, 1). В силу
заключения § 6 (смотри также гл. V, § 8), мы можем сформулировать
следующие утверждения.

2т

Теорема 8.1. Если и (t) = \аги$) положителен на (—оо,оо)

и а2т > 0, то существует единственное представление

и (t) = и* (t) + и** @,

где коэффициентом при и2т в и** является а2т1 аи** и и* —
неотрицательные многочлены, имеющие нули {tt}m и {^}Г"~'
соответственно, которые удовлетворяют условию: — оо < ti < li < t2 <.. .<
</m_!</m< ОО.

Замечание 8.1. Устремляя t к бесконечности, легко показать,
что коэффициент при и2т (t) в многочлене и* (t) равен нулю. В этом
смысле дополнительный нуль tm многочлена а* равен
бесконечности. Это соответствует частному случаю теоремы 6.1 при /* = оо.

Следствие 8.1. Если ut(t) = /', * = 0, 1, ..., 2m, то каждый
положительный многочлен P2m(t) на (—оо, оо) с а2т > 0
допускает единственное представление в виде

in т—\

Р*т @ = a2m П V- *,)* + Р П 0 - W

где C >_0, причем корни перемежаются следующим образом: — оо<
< h < \ < t2 < ... < ~tm^ < tm < оо.

Утверждение теоремы 10.1 гл. V, относящееся к границе и
крайним точкам #>rt+1 [0, оо) для системы {t%, распространяется на ин-
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тервал (— оо, оо) как для четных, так и для нечетных п. Следует
обратить внимание на то, что когда п — нечетное, каждый мно-

п

гочлен 2а^' в &п+\ (—оо, оо) имеет по крайней мере один
веского

нечный нуль, так как старший коэффициент должен равняться нулю.
Из этого следует, что у #Wi-2(—°°, оо) нет внутренних точек.
Фактически, пространство нечетных многочленов ^2т+2(—оо, оо)
можно отождествлять с ^Wt-i (— 00,00).

Теорема о представлении для положительных многочленов на
(—оо, оо) в общих чертах была получена Лукачом (см. Сеге [1959],
стр. 4). Более точные теоремы § 8 взяты из работы Карлина [1963].
В частном случае степенных функций для получения этих
результатов можно также применять принцип аргумента из комплексного
анализа.

§ 9. Двумерные сечения для {^Цт на (— оо, оо)

Материал §§ 9, 10, насколько нам известно, не отражен в
литературе, хотя его составные части можно легко найти в
классических трудах на эту тему в основном в рассуждениях о
квазиортогональных многочленах (см. Шохат и Тамаркин [1943]). Мы дополним
СИСТему {t1}2™ На (— ОО, оо) фуНКЦИЯМИ U,2m+\ (t) = t2m+{, U2m+2 =
= /2m+2 и построим моментное пространство Л12т+з- Граница Мчт+ъ
сопоставляется каноническим мерам таким образом, как это описано
ниже.

В силу следствия 8.1 мы знаем, что точка cglnt^m-H тогда и
только тогда, когда определители Генкеля, соответствующие (с0,
си > • '>c2m)i удовлетворяют неравенствам

Ай

со

с1

ch

ct •

С2 ¦

Ck+1 •

•• Ck

¦•Ck+

•¦C2h

>0, k=0, l,...,m. (9.1)

Пусть c° = (c°Q, ..., c°2tr) 6 Int М,2т+и и пусть g — произвольное ве
щественное число. Положим ? = с2т-\-\ и определим с2гп-\-2 (I) из со
отношения Дт+1 = 0. Единственная мера (индекс которой необходи
мо равен т+\)у которая представляет граничную точку (eg, ...
..., с\т, ?, c2m+2 (?)), принадлежащую Л^2т+з, представляет собой
также каноническую меру точки с0. Более того, канонические меры,
исключая а* (см. § 7 гл. II) находятся во взаимно однозначном
соответствии с действительной прямой. Точнее, каждой (?, с2т-{-2(?))>
— оо < \ < оо, сопоставляется единственная каноническая мера а|
точки с0, С другой стороны, корни меры о* совпадают с корнями
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многочлена

Qm (<;°°) =

l2m— 1

(9.2)

Заметим, что Qm (f; оо) не включает с2т и что а* не будет
представлять с2т, если отбросить массу на бесконечности.

Многочлен Q2m (t\ оо) порождает единственную опорную плоскость
в (с0> си ..., c2m-u Cjm) и С2т находится из уравнения Ат = 0.

Каноническая мера в% сконцентрирована в корнях многочлена

Qm+l(t\l) =

^т—Х
1

ст+\

и2т—1 2т

"т+1
,/я+1

(9.3)

Разлагая этот определитель по последнему столбцу, выводим формулу

Qm+i (t\ I) = Qm+1 (*; 0) - ?QW (*; оо). (9.4)

Заметим, что многочлены Qk (t\ оо), & = 0, 1, ..., m,
ортогональны на (— оо, оо) относительно каждой меры о; , в то время как
Qm+i (/; ?) квазиортогонален, так как он ортогонален только
степеням 1, /, ..., tm~x (см. стр. 119). Поучительно сравнить полученные
результаты с результатами лемм 2.2 и 2.3 гл. IV. В этих леммах мы
доказали для случая конечного интервала, что главные
представления обладают корнями в нулях определенных ортогональных
многочленов, в то время как корни канонических представлений
совпадают с корняхми определенных квазиортогональных многочленов.
Свойство перемежаемости корней также имеет место в случае
бесконечного интервала.

Закончим этот параграф кратким обсуждением двумерных
сечений:

А:х + it/ i
da(() (9^)

Заметим, что функции

U,...,^, Re(m —г),

c°einUB,/H-i. 1тгф0).

Im(l/t — z), оо < t < оо (9.6)

образуют Т-систему, так как любой многочлен из этой системы
допускает не более 2т+ 2 нулей. Деля на w (t) > 0, удовлетворяющее
условию lim(t2m/w (t)) = 1, мы можем свести рассмотрение (9.5) и
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(9.6) к периодическому случаю на [—оо, с»]. Из теоремы 3.1 нам
известно, что граница А порождается множеством канонических
мер, принадлежащих с0. Подчеркиваем, что канонические меры
находятся во взаимно однозначном соответствии с действительной
прямой, т. е. для каждого I (— оо < ? < оо) существует
соответствующая каноническая мера <jg, корни которой совпадают с нулями
многочлена (9.3). Для а 6 V (с0) мы образуем

R^^-J^^Z^1^ da(t). (9.7)

Так как подынтегральное выражение является многочленом
степени, не большей чем /п, то определение (9.7) не зависит от выбора
<* 6 V (с0). Используя (9.4), получим, что

Rm (* S) = Rm B; 0) - %Rm-l (z; оо). (9.8)

Но Qm+i (/; |) обращается в нуль в корнях а^ и, следовательно,

—оо

Поэтому
*М0 г Qm+iteB-<?*,+, (';»

Qm+i (z;I) \ -j-—^ = —- ,_г da* @ = — Rm(z;t).
— OO —00

Теперь, подставляя выражения из (9.4) и (9.8), получим

1 d°% @ #т(г:0) -^m-i C;°°) гс<t-г -~ (гт+1(г;0)-Е<гт(г;оо)' Сfc (-»,<»).
— 00

Эта формула представляет границу А как образ действительной
прямой при дробно-линейном отображении. Отсюда следует, что А —
круг.

§ 10. Двумерные сечения для {^}ow+l(— оо, оо)
Мы считаем, что уместно привести некоторые дополнительные замечания,

относящиеся к моментному пространству, порожденному {tl}§ на (—со.со) для
п— 2т + 1. (Обращаем особое внимание на то, что здесь п— нечетное, в
отличие от случая четного п, который был разобран ранее.)

Мы сначала заметим, что для того, чтобы (а ,.. ., ап) определяло опорную
плоскость к Mn+v нео^х°Димо» чтобы величина ап равнялась нулю (так как
п — нечетное). Из соотношения (9.1) следует, что (cQ,.. . , с2ш+1) € *nt jU2m-\-2
тогда и только тогда, когда

Аь =
со • • • Ch

C2k

>0, k = 0,l,...,m. (Ю.1)
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Мы также заметим, что если с = (с0,.. • , с2т^х) ? Int М2т,2 то с
содержится в моментном пространстве, порожденном t\ i — 0, 1, .. . , 2т + 1, на
интервале [—Ту Т] для достаточно большого Т. В этом случае с имеет нижнее главное
представление относительно [— Т, Т] индекса (л+1)/2 = т+ 1, состоящего из
т+1 внутренних точек. Поэтому каждое с ? Int Мп+{ допускает единственное
представление индекса т+1; единственность следует из единственности нижних
главных представлений в случае конечного интервала.

Вернемся к описанию двумерных сечений. Сопоставим (с0,. .., c2m—l) € ^п^2т
многочлены

-1/2 ^fc@=Qfe(ftoo).[Aft.A^lr k = 0, 1, ... , т,

где Qft(/;oo) и Ak определены в (9.2) и A0.1) соответственно- Эти многочлены
ортогональны относительно любой меры а, имеющей моменты cv i = 0, 1, . •
. . ., 2m — 1. Теперь для фиксированного /', не равного никакому из корней tx <

< 4 < • • • < С многочлена Qm (/; оо), точка (с0, . . . ,c2m_P c2m+v) (v > 0),
содержащаяся во внутренней части M2m_,v имеет единственное представление,
включающее f и m других конечных точек. Масса р(/':/к+1) в /', в
соответствии с G.3), равна

р(*',т+1): 2*2*<п
1 Cm С. со)"

р(/', Ш) ЛтЛш-1

1

р (/', тп) +
<&(>''<*>)

vA т-1

Последнее упрощение следует из того, что Ат = 0 для (с0,..
шая это уравнение относительно v, получим

«тР(г,«+1)

>c2m—V С\ 2т

(Ю.2)

). Ре-

1 — р(/',т+1)
р(/',т)

0';«>)
где сх == При возрастании v от 0 до оо р (Л m-\- 1), очевидно,

лт—1

возрастает непрерывно от 0 до р (Г, т), Тогда момент порядка Bт + 1), c2m+i
определяется соотношением

*m+i ' {t'>C2m+l) = Qmu(t'' °)-C2m+lQm^' «>) = 0.2m+Р A0.3)

Заметим, что корень t?(tv t2) и величина c2m_L.j ? (—оо, оо), определяемая из
A0.3), находятся во взаимно однозначном соответствии. Рассмотрим теперь
отображение <р области (/', А.) (** <*'<! *2» KKP(^m)) в множество
(?2m+v> с2т+0 (^<Cv<C<x>^~00<Cc2m+\<^00^ ПРИ фиксированных V и
c2m+i мы можем решить A0.3) относительно /' и затем использовать V
и v для того, чтобы вычислить р (/', т+ 1) = А из A0.2). Это убеждает нас в
том, что отображение ф является однозначным Также легко видеть, что
отображение ф взаимно однозначно и непрерывно. Таким образом, нами доказана

Теорема 10.1. Если(с0,..., с2т_]) ? Int М2т, то для каждых V (J {**, ...
... , tm) и К ? @, р (/', т)) сущестзует представление (с0,. . , с2т__{), включающее
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t' с весом X и включающее т других точек. При С, пробегающем (t{t t2),
соответствующее представление определяет взаимно однозначное непрерывное
отображение

v>0

§ 11. Соотношение между ^п+\ и Мп+\

Мы определим сечения Мп и Рп пространств Мп+\ (— °°» °°) и
п

Ф„+1 (— оо оо), вводя нормирующие условия с0 = 1 и *Sk\ak = l
fe=0

соответственно. Эти условия мы накладывали в случае
полубесконечного интервала (см. § 11 гл. V). Для каждого (с0, ..., Фт-Об
?М2т~х (— оо, оо) определим многочлены pk(t) так же, как в § 11
гл. V, нормируя многочлены

Л

с*

к

с4 .

Сг

Ck+]

• Cft_i

Cft

C2k-l

1

^

И

так, чтобы p\{f) принадлежал P2k.
Теперь сформулируем две теоремы, аналогичные теоремам 11.1

и 11.2 гл. V.

Теорема 11.1. Существует взаимно однозначное, непрерывное
соответствие между внутренними точками пространства М2т~~\
упорядоченными парами многочленов (рт, рт_{) и симплексом
строго перемежающихся корней

ti<si<t2<: ...< V^'m.

Теорема 11.2. Существует гомеоморфизм между
внутренними точками Р2т и внутренними точками М2т такой, что
многочлены вида

*Р« + A—Ь)рД-1 @<^< 1),

где рт и рт__х — фиксированы, сопоставляются моментным
точкам, имеющим такие же первые 2т — 1 момента.

Мы оставляем читателю задачу сформулировать аналог теоремы
12.1 гл. V.



Глава VII

МОМЕНТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА ДЛЯ ЧЕБЫШЕВСКИХ

СИСТЕМ, ОПРЕДЕЛЕННЫХ НА ДИСКРЕТНОМ

МНОЖЕСТВЕ

§ 1. Введение

В этой главе мы изучим строение моментного пространства для
чебышевской системы функций, определенной на дискретном
множестве К ck = +00 ? /С, являющейся его единственной предельной
точкой. Целесообразность изучения таких функций будет указана
ниже. Сейчас мы перейдем к формальным определениям.

Определение 1.1. Система {иJo функций, определенных на
К, является Т-системойу если

и(и'1,'",Пь)>0' k0<ki<---<kn,\к0> Kiy . . . , кп\

kteX *' = o, 1 л, (l.i)

и функции a0, uu ... ,un непрерывны в точке k = 00, т, е.

\imui(k) =ut @0), / = 0, 1,.,. ,л. A.2)
к-+оо

Для удобства обозначений мы отождествим К с
неотрицательными целыми числами, включая точку на бесконечности. В
соответствии с этим соглашением мы обозначим множество
неотрицательных целых чисел без точки на бесконечности через /С.

Обычная характеризация Т-системы и0 (/), Wi (/), ..., un(t)
состоит в том, что каждый множитель обращается в нуль не более
чем п раз (смотри теорему 4.1 гл. I). Ясно, что для систем,
определенных на интервале [а, 6], это свойство эквивалентно условию

ц/0 1,... /i\ ^ а&0<Ь<...<1п^Ь. A.3)
\ *о> Ч» • * * > *п /
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Так как оговорено, что каждая из функций щ (t) непрерывна на
[а, &], то соотношение A.3) влечет, что определители в A.3) имеют
постоянный знак, не зависящий от выбора /0< tt < ... <^п. Теперь
мы имеем дело с той ситуацией, когда функции щ (.) определены на
дискретном множестве. В этом случае из того факта, что
определитель A.3) не обращается в нуль, не следует, вообще говоря, что
определитель выражения A.3) обладает фиксированным знаком.
Однако для большей части нашего анализа существенно, что имеет
место A.1), т. е. что все определители A.1) сохраняют постоянный
знак. Сейчас определение Г-системы при помощи неравенств
определителей (см. определение 1.1 гл. I) более приемлемо, чем при
помощи нулей многочленов и фактически формулировки гл. I не
совпадают в новой ситуации.

Трудности, присущие анализу моментных пространств, когда
рассматриваемый интервал является дискретным множеством,
проистекают из того, что мы не можем использовать соображения
непрерывности. Эта необходимость более сильного понятия Г-си-
стемы, определенной на дискретном множестве, подобна
необходимости усиления понятия строгой полной положительности.
Ослабление предположений о полной положительности ядер играет
решающую роль в этом анализе.

В этом случае мы будем изучать моментное пространство

Мп+1(К) = {с » (с0,. „ , сп) | ct =

= j ut (k) da (k) =^Ui(k)oki / «= 0,1,..., n], A.4)

где а пробегает множество ограниченных дискретных мер на К»
Важный пример Г-системы на дискретном множестве

встречается при изучении абсолютно монотонных функций / (х)>
определенных на @, оо) или на интервале @, 6], где Ь конечно. Известно,
что такие функции разлагаются в степенные ряды

оо

f(x) = ^akx\ а*>0,
*—о

сходящиеся для \х\^Ь. Каждое множество п + 1 величин
00

/(*i)=2a**'' / —0,1 л,

можно рассматривать как точку в моментном пространстве,
порожденном функциями

щ (k) =4 i = 0,1,.,., п, k = 0,1, 2,... A.5)
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В более знакомых обозначениях имеем

/ (xt) = I ut (k) do (&), i = 0,1, ..., л,
7c

где a (k) имеет массу ak в точке k. Принимая во внимание пример 1
в § 3 гл. I, мы видим, что система A.5) для 0< л:0< х{< ... <
< хп < оо образует Г-систему на неотрицательных целых числах.

Для фиксированного набора действительных чисел с0, си ...
..., сп естественно потребовать существования абсолютно
монотонной функции на @, Ь], которая принимает значения с0, ci9 ..., сп в
точках х0 < Xi < ... < хп. Эта задача является задачей
интерполяции набора п + 1 абсцисс и п + 1 ординат абсолютно монотонной
функцией. Иногда нам требуется, чтобы интерполирующая функция
была многочленом с неотрицательными коэффициентами.
Геометрическая моментная теория дает естественный язык для описания
этой интерполяционной теории.

Интерполяционная задача разрешима, если точка (с0, си ..., сп)
лежит в моментном пространстве, порожденном функциями A.5).
Дальнейшую информацию также можно получить, рассматривая
канонические представления моментной точки (c0i си ..., сп) и
соответствующие ему величины. Эти задачи будут сформулированы в
§ Ю.

Общий класс Г-систем ut (k), i = 0,1,..., п, определенных на
целых числах, строится при помощи ядер q>(*, k), определенных для
& = 0, 1,... и 0<*^&, которые являются STP по переменным х
и k (см. определение 2.2 гл. I).

Для 0 < х0 < Xi < ... < хп ^ Ь система функций ut (k) ==q> (хи &),
I = 0, 1,..., п есть Т-система на К, так как по предположению для
каждого п>0

ф / х0, *,... ,х \ ^ {(| ф {xtf kj) ()^о j (I 6)

положителен при любом выборе

О^Ао<*1<...<Ап<ооиО<х0<д:1<...<дгп^6.

В этом случае, когда функции ut(k) определены только для k?K,
как в примере абсолютно монотонных функций, мы будем
предполагать, что

(а) ип (k) > 0 для всех k > k> где k —фиксированное
положительное целое;

<в) Ьш тгт = 0> ' = о,1,...,/1—1, и

(сН^ХГ1 и {иt}o — 7-системы на К.
В этой ситуации мы, так же как и в гл. V, переходим к Т-системе
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{vi (&)}o> k?K, определяемой так:

w^ г = 0, 1 n.
ЬШ A>=00,

где до(&) положительна на К и w(k)=un(k) для & >&. Система
{^/}о образует Т-систему на замкнутом компакте /С, так что
изучение системы {иь}1 по существу сводится к изучению системы {t>j}3,
которая удовлетворяет A.2).

Основная часть этой главы посвящена анализу чебышевских
систем, определенных на К- Дальнейшее обсуждение абсолютно
монотонных функций и систем, удовлетворяющих условиям (а), (Ь),
(с) проводится в §§ 8 и 9.

Можно было бы изучать моментные пространства, порожденные
чебышевской системой Ui (/), и2 (t), ..., ип (t)> определенной на
линейно упорядоченном множестве общего вида Г (частными случаями
являлись бы дискретные множества и интервалы), причем эти
системы несомненно имели бы теоретический интерес и можно было
бы найти их практические приложения. Мы ограничимся частным
случаем, когда Г состоит из неотрицательных целых, включая
предельную точку оо. Геометрия, лежащая в основе конструкции
класса абсолютно монотонных функций, явилась причиной некоторых
исследований этой главы. Основное внимание мы уделяем задаче
интерполяции по заданному множеству ординат си с2, ..., сп в
некоторых специально выбранных точках 0 < xt < х2 < ... < хп
абсолютно монотонными функциями. Решение этой задачи естественным
образом вкладывается в теорию моментных пространств, как это
сделано в настоящей главе. Розенблюм [1951] и независимо от него
Крейн и Рехтман [1955] исследовали различные близкие задачи.
Происхождение многих из этих идей связано с работами Бернштейна
[1926], [1950]. В §§2—8 продолжаются исследования Крейна и
Рехтман а [1955], §9 основывается на одной работе Розенблюма.

§ 2. Индекс множества 2 < К

Когда рассматриваемое множество К дискретно, то обычное
понятие нуля функции становится неадекватным и в этом случае более
естественно иметь дело с понятием изменения знака. Для функции
/ (/), определенной на линейном множестве Г, обозначим (см.
определение 3.1 гл. III) через S (/) число действительных изменений
знака этой функции. В этом разделе нам потребуется более сильное
понятие, немного напоминающее понятие кратности нуля.
Определение 2.1. Для произвольной

действительнозначной функции /, заданной на линейном множестве Г, определим
S+ (f) соотношением

S+(/)=supS+(/(*Jt...,/(*,)),

щ (k) =
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где S+ (/ (fd),..., / (tp)) обозначает максимальное число изменений
знака последовательности / (/4), ..., / (tP)> причем нуль дает
произвольный знак. Верхняя грань берется по всевозможным наборам
U < • • • < tp> где tt 6 Г, р — произвольно.

При таком определении легко видеть, что если неотрицательный
п

многочлен и (t) = V а%их (t) определен на [а, Ь] и обращается в нуль

только в различных точках tit .,., tp, то 2/ (tit..., tp) = S (и) (см.
определение 2.1 гл. II).

Теперь мы можем проверить, что для Г-системы {и$ на
произвольном линейном множестве Г любой ненулевой многочлен а =

п

= ^Sditii удовлетворяет соотношению
/=0

S+(u)<?n. B.1)

Для того чтобы установить это, мы предположим противное.
Тогда для некоторого множества {^}3+1с:Г, удовлетворяющего /0<
< /4 < ... < <л+1» имеем S+ (и (t0), ..., и (tn+\)) = п + 1.

В этом случае рассмотрим определитель:

« (*о) «о Со) • • • ип Со)
и&) «о (у ... ип(У л+1 vi , /О, 1, ... я \

'"? Г2.2)

Этот определитель равен нулю, так как первый столбец
является линейной комбинацией остальных столбцов. Теперь величины
а (/0), ..., и (tn+l) имеют чередующиеся знаки в том смысле, что
и (U)u (U+\) — 0- Так как определители, стоящие в правой части
B.2), строго положительны в силу чебышевского свойства, то
отсюда следует, что и (tt) = 0, / = 0, 1,..., п + 1. Однако это невозмож-

п

но, так как определитель системы уравнений и (/^Va^i^cO,
/=о

/ == 0, 1, ..,, п, не равен нулю. Полученное противоречие доказывает
справедливость B.1).

Определение 2.2. Пусть 2 = {kj}\ — множество различных
точек в Г. Построим функцию /(?)> k?K, обращающуюся в нуль
только на 2 и положительную в остальных точках; например, пусть
/ будет характеристической функцией 2', где 2е — дополнение 2 в
/<". Тогда индексом 2 называется

/Bj=S+(/). B.3)
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Другой путь определения индекса данного конечного множества
состоит в сопоставлении элементам К последовательности знаков в
соответствии со следующим правилом. Каждое &^2 имеет
положительный знак. С другой стороны, точки ^?2 имеют
произвольные знаки, расставленные таким образом, что при k, пробегающем
/С, достигается максимальное число изменений знака; например,
обозначим его через N. Индекс множества 2 определяется тогда
равенством / B) = N.

Мы предупреждаем читателя, что понятие индекса,
определенное здесь, не совпадает с величиной индекса, определенной в гл. II.
Они отличаются на множитель 2.

Теперь мы перейдем к выявлению вклада отдельных элементов
2 = {kt}Pi в величину индекса. Поскольку каждое kb i = 1,.,,, р,
вносит по крайней мере единицу в индекс, то заключаем, что
/ ({Л J?-i) > р для любого целого р.

Нетрудно убедиться, что каждая изолированная точка ft* 6 2 (т. е.
такая точка, что k* — 1 ? К и k*+1 ? К не принадлежат 2 = {6 J?eJ
вносит две единицы в величину индекса. В общем случае набор
величин

Ч» */.+i = K+v 4+2 = Ч+2' • • •»Vv = *«. + v' B.4)
принадлежащих 2 и таких, что kt — 1, &i+v+l не принадлежат 2,
в то время как kt — 1 ? К вносит v+1 (v+2) единицу в индекс / B),
если v — нечетное (четное). Однако если kt = 0, то вклад в индекс
равен v + 1 независимо от того, четное v или нечетное.

В частности, изолированная точка 2 = {kt}, kt > 0, обладает
индексом 2, в то время как изолированная пара последовательных
точек также имеет индекс 2.

Проведенные рассуждения показывают, что множества 2 = {0}
и 2 = {оо} имеют каждое индекс 1. Более того, множества 2 = {60,
k0 + 1}, 2 = {kQ} @ < k0 < оо) и 2 = {0, оо} имеют индекс 2.
Множества индекса 3 имеют следующий вид:

2={0,Mo+l}, *о>0, *обК>

2 = {*ьЛ+1,оо}, *о>0, k0?K,

2 = {ОЛЬ 1<*0<оо,

2={?0, оо}, 60>0, kQ?K.

§ 3. Многочлены с заданными нулями

Теорема 3.1. Пусть {иJo —7'-система на /С Для любого
множества 2 = {k J?el с К, для которого I B) ^ /г, существует

п

неотрицательный многочлен u(k)= 2а'а'^ нулями которого яв-
/=о

ляются только элементы множества 2.
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Доказательство. Предположим, что /B)=р^я. Любое
конечное множество 2 можно разбить на блоки последовательных
величин. Если мы добавим к каждому нечетному блоку точек из
2 (не содержащему k = О) точку, непосредственно предшествующую
блоку, то мы сможем увеличить 2 до множества 2Ь состоящего из
р точек. Заметим, что четные блоки остаются неизменными. Теперь,
если к каждому нечетному блоку (не содержащему k = 0) добавить
точку, непосредственно следующую за блоком, то мы определим
таким образом другое множество 22, также содержащее р точек и
такое, что 2j П 22 = 2.

Теперь, если пир имеют одинаковую четность, т. е. они либо оба
четны, либо нечетны, мы можем последовательно расширять 24 и 22,
добавляя достаточное число пар точек, имеющих большие значения,
чтобы получить множества 2j и 2^, имеющие каждое индекс /г,
содержащие по п точек и удовлетворяющие соотношению 2J f| 2^=2.
Образуем многочлены

' "о («{) "о D) • • • "о (*п> "о (*)

(*) = ct

»п(*[) unD) •••М'*) «л<*>

i = 1,2; C.1)

где {s}}, {s/} — элементы 2i и 2г соответственно, расположенные в
возрастающем порядке.

Многочлен и(/) (Л) обращается в нуль только на 2/ и сохраняет
постоянный знак на всем /С, так как блоки 2/, которые не
содержат ни k » 0, ни k = оо, имеют четное число элементов.
Постоянная ct = ± 1 выбирается таким образом, чтобы а^> (&) был везде
неотрицателен, так что ct -« — 1 тогда и только тогда, когда s„ =*<*>.
Требуемым многочленом является тогда многочлен u = иA> + аB),
который обращается в нуль только на 2, так как 2^ П 2^ = 2.

Теперь мы рассмотрим случай, когда пир имеют различную
четность; будем различать две ситуации:

A) п =х 2т + 1 и р — четное.
B) п — 2т и р — нечетное.

В обоих случаях мы, как и раньше, увеличиваем 2 так, чтобы
получить 2^ и 2г, где 2[ f| 22 = 2, с тем лишь изменением, что
теперь 2J и 2г имеют индекс п — 1 и ровно п — 1 точек.

В первом случае имеется две возможности: (a) fe= oogSJ, /=1,2,
и первый блок содержит или k = 0 или (в противном случае)
нечетное число элементов, (Ь) /г = оо^2^., i = 1, 2, и первый блок
содержит четное число элементов. Для случая (а) мы образуем Ф\
выбирая определенным образом значения в лг + 1 точке. Пусть s0—
наименьшая точка, не принадлежащая 2'/. Построим а(/), положив
его равным нулю на 2/, единице в s0 и в некоторой другой точке
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SigS/. Многочлен uil) не может обращаться в нуль или принимать
отрицательные значения вне Хр так как в противном случае было
бы S+ (u(l)) > п+ 1. Требуемый многочлен определяется как и{1)+и{2)-

Для случая (Ь) мы построим и{1) и иB\ как в C.1), выбрав
определенным образом их нули так, чтобы они совпадали с Щ [j {s0}
и Eg (J {оо} соответственно.

Остается рассмотреть случай 2. Опять мы имеем дело с двумя
подслучаями: (a) k = оо?2]., /=1,2, и 1-й блок содержит четное
число элементов; (Ь) & = оо$2]., /=1,2, и 1-й блок нечетен и
содержит k в 0. В обоих подслучаях рассуждения проводятся точно
так же, как и в первом случае. Этим заканчивается доказательство.

Проведенное выше построение можно обобщить таким образом,
чтобы получить многочлены, которые удовлетворяют определенным
правилам изменения знака. Следующая теорема относится к
теоремам такого типа. Мы опускаем доказательство, так как
необходимые рассуждения аналогичны проведенным выше.

Теорема 3.2. Пусть {и^—Т-система на К, и пусть f —
произвольная функция, определенная на К и удовлетворяющая
условию S+ (f) ^ п. Тогда существует нетривиальный многочлен и
такой, что и (k) f (k) > 0 для k?K.

§ 4. Граница и канонические представления точек в Мп+1 (Я)

Напомним определение моментного пространства:

Мп+\ (К) = |с = (с0,..., cn)\ct = j ut (k) do (&), i = 0,.. ., n) ,
D.1)

где а пробегает множество ограниченных мер в К. Пространство
Мп+\ СЮ> как легко видеть, содержит внутренние точки. Кроме
того, из теоремы 3.1 следует, что существует строго
положительный многочлен. Используя это, мы получим, что выпуклый конус
Л1п+\ (К) замкнут. Теперь рассмотрим дискретную кривую

Ся+1 = Сп+1 (К) ={c\ci=ui(k)i I - 0, 1,...,/г, kеК}. D.2)

Следующая теорема о конической оболочке является частным
случаем теоремы 2.1.

Теорема 4.1. Выпуклым конусом, порожденным Сп+\>
является Мп+l (Я).

С помощью теоремы 3.1 мы можем также установить при помощи
ставшей уже стандартной техники следующую теорему.
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Теорема 4.2. Точка с принадлежит границе Мп+\(Ю тогда
и только тогда, когда с допускает единственное представление

Ъ = JW**). t = 0, 1,.,.,/z, D.3)

где Xj > 0, k} ? К w 2 = {?,-}? удовлетворяет условию I B) ^ /г.
Определение 4.1. Точки {kt}^v фигурирующие в

представлении типа D.3), называются корнями представления, a {hj}? —
соответствующими весами. Индексом представления D.3)
называется индекс его множества корней. Индексом произвольной момен-
тной точки с называется минимум индексов представлений с.

Теперь мы перейдем к изучению IniMn+i W- Пусть с0 = (с^>

с°]У..., с°) принадлежит Int Мп+\ (К), и пусть 5 — сечение Мп+\(К)>
содержащее точку с0. Сечение S можно образовать посредством

Hart п

ложения нормирующего условия "V агсь = а > 0, где V агиь (k) —

фиксированный положительный многочлен. Заметим, что сечение S
является выпуклым, замкнутым и ограниченным. Для каждого
фиксированного k0 ? К мы рассмотрим точку с (k0) = a (uQ (k0),
^i (^о)» • • •»нп (k0)), где k0 ? К выбрано так, чтобы с (k0) ? S. Теперь
проведем отрезок через c(k0) и с0 до пересечения с границей
Мп+\(Ю> например, в точке с*(?0). В силу теоремы 4.2 с*F0N
?BdMn+\(K) имеет представление вида D.3), имеющее индекс, не
больший чем п. Точку с0, очевидно, можно представить как
выпуклую комбинацию c(k0) и с*(?0), которая дает для с0 представление
индекса, не большего чем п -f 2. С другой стороны, так как са
принадлежит Int Мп+\ (К), то в силу теоремы 4.2 /(с°)>л + 1.

Определение 4.2. Любое представление с0 индекса п + 1
называется главным, а все представления индекса, не большего чем
п + 2, — каноническими. Предыдущие рассуждения доказывают
первую часть следующей теоремы.

Теорема 4,3. Пусть с0?lntMn+\(K). Для любого k0?K су-
ществует каноническое представление с0, включающее k0 в
качестве корня. Среди всех представлений с0, включающих k0, одно,
полученное при помощи геометрического тстроения, описанного
выше, имеет максимальную массу в точке k0 и является
единственным представлением, имеющим эту максимальную массу.

Доказательство второго утверждения теоремы проходит
следующим образом.

Построенное выше каноническое представление с0, включающее
&Q, определяется из выпуклого представления:

сР = Лас (*о) +im:*^), Л>0, ц>0, b+fx = l, D.4)
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где с (k0) = (и0 (&0), и{ (k0),.,,., ип (k0)), а с* (k0) — граничная точка
Мп+\(Ю- Пусть и (k) — неотрицательный многочлен (см. теорему
3.1), обращающийся в нуль только в корнях единственного
представления c*(k0) и нормированный таким образом, что u(k0) = l.
Если Ok0 — каноническое представление, соответствующее
соотношению D.4), а о — любое другое представление с0, то

Oko ({k0}) = j и (k) dOk, (k) = J и (k) do (k) > a ({k0}). D.5)
Равенство в D.5) имеет место только тогда, когда спектр а
совпадает со спектром а/г0. Но представление

л

ci =^hj">i(kj)> * = 0> 1,...,л (Р^п+ 1),
/-i

с {kj} — корнями Ok0, однозначно разрешимо относительно Хи А,2,.,.
... Др, так что а = а*0.

Для Т-системы, определенной на интервале [а, 6], мы каждому
t(>(:(a>b) и моментной точке с 6 Int^tn+i сопоставили единственное
каноническое представление с. В настоящей ситуации мы не
исключаем возможности, при которой внутренняя точка с обладает двумя
различными каноническими представлениями с корнями,
принадлежащими одному и тому же множеству 2 индекса, не большего
чем п + 2. Такая ситуация действительно возможна. С помощью
элементарных вычислений можно убедиться в том, что для Г-си-
стемы и0 (k) = A/2)*, щ (k) е= 1, моментная точка с0 = 7/12, ct = 1
имеет бесконечное число представлений, включающих множество
2 ={0,1,2}. В частности, о№ =а{1} = а{2} = 1/3 и ст{0} =
= 7/18, а{1} = 1/6, а{2} =4/9 являются двумя решениями.
Заметим, что в этом случае множество 2 содержит п + 2 точки.
Данное каноническое представление не обязано иметь
максимальную массу в каждой из своих точек в @, оо). К этому вопросу
относится следующая теорема.

Теорема 4.4. Пусть а0 — каноническое представление с°?
€ IntMn+i (К). Пусть 2 обозначает корни а0, и предположим,
что k0, kQ+ 1 — две последовательные точки такие, что 2' =2—
— {&о> ^о + 1} имеет индекс, не больший чем п (это имеет
место, в частности, если k0 и k0 + 1 оба являются корнями а0).
Тогда существуют две постоянные а > 0 и Р > 0 такие, что

аа° ({М) + Р<т° «*о + 1}) > аа ({k0}) + $о ({k0 + 1}), D.6)

где а— любое другое представление с0. Равенство в D.6) имеет
место тогда и только тогда, когда спектр а принадлежит
множеству 2.

Доказательство. Так как 2 — {k0i k$ + 1} имеет индекс
п, то мы можем построить, в соответствии с теоремой 3.1,
неотрицательный многочлен и} который обращается в нуль только на
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этом множестве. Тогда, если а = и (k0) и р = и (kQ + 1), то

ао° ({Л0» + (За0 ({k0 + 1}) = J и do» =
= ^udo>ao ({k0}) + ра ({?0 + 1}).

Равенство имеет место тогда и только тогда, когда спектр а
принадлежит множеству 2.

§ 5. Главные представления

Если k0 = 0 является корнем, то каноническое представление,
определяемое теоремой 4.3, является главным. Действительно,
напомним, что / (с* @)) ^ п, так как с* @) — граничная точка
Мп+\ (К). Присоединяя корень 40 = 0 к корням с* @), можно
увеличить индекс самое большее на единицу. Это показывает, что
построение теоремы 4.3 дает нам главное представление, когда fe0=0,
Аналогично, если k0 = оо является корнем, то описанная выше
процедура устанавливает существование главного представления
для с0, включающее корень оо.

Если п = 2т, то два главных представления, полученные таким
образом, различны. Фактически множество корней 2 @) = {М0)Н-1
точки с* @) (однозначно определенное в силу того, что с* @) ?
?BdMn+[ (К)) обладает тем свойством, что 0^2@), так как в
противном случае /(с°)=п. Из этого следует, что оо?2@), так
как 7B @)) = п = 2т. (Здесь и в дальнейшем важно помнить,
что индекс любого множества 2 = {fej}fel, где kt > 1 и kv < оо,
является всегда четным, в то время как индекс множества,
включающего оо, но не включающего нуль, всегда нечетный. Подобным
образом, если 0 принадлежит 2, а оо не принадлежит и если
первый блок корней в 2 содержит нечетное число элементов, то
индекс является нечетным.)

Продолжая рассмотрение четного случая (п = 2т), мы получим
различные результаты, относящиеся к главным представлениям.

Пусть c06Int^n+i(K).
(i) Главное представление, включающее точку k0 = 0,

единственно. Это главное представление характеризуется тем
свойством, что среди всех представлений с0 вес, приписываемый нулевой
точке, максимален.

(и) Главное представление, включающее точку k0 = оо,
единственно и его соответствующий вес максимален.

(iii) Существует ровно два главных представления.
Доказательство.
(i) Рассмотрим главное представление а0, включающее корень

нуль. Пусть 2 = {kt}p=l — его корни, кроме нуля. Тогда / B) = п.
Используя теорему 3.1, мы получим неотрицательный многочлен
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u*(k), обращающийся в нуль только на 2 и нормированный таким
образом, что и*@) = 1.

п

Так как f и do = V а^ для любого многочлена и (k) =

= *S а*аг (^)> Где а -—любое представление с0, то а0 ({0}) =

= f u*dxj0 = fa*da>a({0}), причем равенство имеет место, только
когда a = a0. Отсюда легко следует заключение (i).

(ii) Доказательство аналогично доказательству (i).
(Hi) В силу (i) и (ii) множество корней любого другого главного

представления не включает ни 0 ни оо, т. е. корни содержатся в мно-
жестве /(=1,2,... Индекс любого такого множества должен быть
четным и, следовательно, не равным п + 1 = 2т + 1. Это
означает, что не может существовать главного представления, не
включающего ни 0 ни оо, что и завершает доказательство.

Рассмотрим теперь случай, когда п = 2т + 1. Мы построим
главное представление, включающее k0 = 0, как и ранее, но в этом
случае точка &0=оо также должна быть включена в это
представление. Для подтверждения этого рассмотрим k0 = оо и определим
главное представление при помощи теоремы 4.3. Другие корни
этого представления имеют индекс п = 2т + 1, что может быть,
только если нуль является одним из корней. Рассуждая так же, как
и при доказательстве утверждения (i), проведенным выше, мы можем
установить, что построенное представление, использующее точку
k = оо, характеризуется тем свойством, что оно имеет
максимальную массу либо в точке 0, либо в точке оо. Из утверждения
единственности в теореме 4.3 следует, что любое главное представление
включает точки 0 и оо вместе или не включает их вообще и главное
представление, включающее 0 и оо, единственно.

Теперь мы построим второе главное представление, которое,
очевидно, не имеет 0 и оо в качестве корней. Для этого мы
введем убывающую последовательность замкнутых выпуклых конусов
Mn+i(Kr), /' = 0,1,2,..., образованных, как в D,1), где
участвующая в определении область К заменена на Кг = [г, г+ 1, л+2,...
,.«,оо]. Пусть г0 — единственная величина, удовлетворяющая
соотношению

с° 6 Mn+i (К,0), с° g Mn+i (Кг0-н). EЛ)

Возможны два случая:
а) c°e0Mn+i(Kro) (г0>1).

В силу теоремы 4.2 мы получаем представление с0 индекса п
относительно Кг0* Это представление должно включать г0 в качестве
корня, так как в противном случае мы получили бы, что с0?
6 $Мп+\ (К), что противоречило бы гипотезе. Индекс этого пред-
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ставлен ия относительно К не больше чем п -f 1 и поэтому равен
п+ 1, так как с°? Int/|rt+1 (К). Более того, индекс может
возрасти до /2+1, только если блок, начинающийся с г0, нечетен. Это
представление не может включать оо, так как нуль не является
корнем и п + 1 — четное.

b) ^?ЫМп+1 (КгJ.
Мы построим каноническое представление с0 относительно

Mn+i (Кг0), соответствующее построению теоремы 4,3, используя
точку г0+ 1. Все его корни, кроме г0+ 1> обозначим

2 ={*i, **,..., *р>, fcieRr.. E.2)

Ясно, что /ГоB)^я, где индекс вычисляется обычным путем
относительно Кг0.

Мы утверждаем, что множество 2 включает точку k'x = г0.
В противном случае мы могли бы найти представление с0,
включающее только точки /C/vh, чт0 противоречило бы второму

соотношению в E.1). Множество 2 = (г0 + 1, 2), очевидно, имеет индекс
п-\- 1 относительно КУ так как г0?2. Теперь п + 1—четное; это

означает, что oog2. Представление, определенное таким образом,
дает нам второе главное представление с0.

Теперь мы докажем, что имеется ровно два главных
представления для п = 2т + 1. В силу симметрии достаточно показать,
что не может существовать двух различных главных представлений
о и а', соответствующие корни которых 21 = {?i}?el, 22 = j^.}^
удовлетворяли бы соотношению k'x = k{ > 1. (В том случае, когда
k'x = ki9 мы предполагаем, не умаляя общности, что Хх > A,j, где
Х'{ и Х4 — веса, расположенные в точках &j и й4 соответственно).

Расширим множество 24 (/ B4) = я + 1) так, чтобы получить
множество 2'р добавляя по точке непосредственно справа к
каждому нечетному блоку в 2t Множество 2J тогда имеет п+ !
элемент и индекс п+ 1. Обозначая /г точек 2^—{6J через s1} s2, ,..
«.., sn, мы образуем многочлен

а(к)=ги(°'1"'-'П-1п
\S4, S2, » • * , Srt, к

где e > 0. Многочлен и обращается в нуль только в sb s2,,.,, sn
и является неотрицательным для k>k{ и строго отрицательным
при k^kiy так как первый блок из s значений нечетен, а все
другие блоки четны. Значение е>0 выбирается таким образом,
чтобы и {ki) = — 1.
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Если k\>ki9 то — X = j и da = J и dof > 0, что, очевидно,
невозможно. Если k\ = kiy то

— Xi = J Mdor = J и do"= — i; + x, E.3)
где x = j ийт' (k) > 0.

[* J ее]
Очевидно, что E.3) возможно только в том случае, когда \ =

= 4,1 и х = 0, что означает о = а'.
Приведенные рассуждения доказывают следующую теорему.
Теорема 5.1. Для каждого cglnt^t„+i (/С) существует ровно

два главных представления. Если п = 2т, то зти представления
характеризуются максимальной массой в k = 0 и k ~ оо
соответственно. Для п = 2т + 1 главное представление, включающее
как 0, та/с и оо, можно охарактеризовать наличием
максимальной массы в одной из этих точек.

Определение 5.1. Главное представление, включающее
корень k = оо, называется верхним, оставшееся главное
представление называется нижним.

§ 6. Свойства перемежаемости корней
канонических представлений

Теперь мы изучим структуру корней представлений точки с0 6
6 \т&Мп+\ (R)$ обращая особое внимание на свойство
перемежаемости корней различных представлений.

Рассмотрим два произвольных различных конечных
представления с0, обозначенные

т* е,

с? = 2^1 (Ь) = 2 Mi ^ С = 0, 1,..., л).
/-1 /-1

В этом случае

0=2 Mi (*j) - 2 */"« <*/> в 2 %М| Eft)' ' = °- !•..., л, F-D
Л-1 /-1 fc-l

где {SfcJk., = {ftЛ (J {fty} расположены в возрастающем порядке,
причем при ^ = /^ и Xj = %! соответствующие члены вычеркнуты.
Величины у{?=® обозначают соответствующие коэффициенты или
ненулевые разности коэффициентов. Очевидно, что г > п + 2, в
противном случае соотношение F.1) было бы неверным.
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Так как уьФО, /= 1, 2, «.., г, то из F.1) следует, что

S-({yk}rk=i)>n+l. F.2)

Здесь S"~({Yb}{) обозначает число действительных изменений знака
в последовательности уи у2, ..., Yr-

Если предположить, что F.2) несправедливо, то S~ ({yhfi) < п,
и мы можем разбить последовательность уи .,., уг (г > п + 2) на
п + 1 группу (см. теорему 4.4 гл. I) {yi9 ..., <pVl}, (Vv+i> • • •> YVfb -
.,., {yv +1, ,,., 7Г}, где каждый блок имеет строго фиксированный
знак, причем в каждой группе по крайней мере один элемент
отличен от нуля. Из F.1) получаем

л-j-l vk

2«* 2 ЫМ**) = о, / = о,1,...,я, F.3)
ft=1 /«Vft-j + l

где 8ft = ± 1, v0 = 0 и vrt-|-i = г. Однако равенство F.3) не может
выполняться, так как определитель системы уравнений F,3), где е&
рассматриваются как неизвестные, имеет значение

Е- S'v...*„i<:,;:;;;:;j>o.
Отсюда следует, что соотношение F.2) должно выполняться.

Вспоминая интерпретацию понятия индекса (см. описание во
второй части определения 2.2), мы заключаем, что

S" (ЫЬ-i) < min {/ (SO, / B^}, F.4)
где

Si-{**>?.! и22-{^ F.5)
Комбинация соотношений F.2) и F.4) дает нам следующую

теорему.

Теорема 6.1. Пусть с0? Int Л*-н (/С), и ^t/стб Я4 = {A,j; fy}?,,
и R2 = {h/\ &/}/«i — два различных представления с0. Пусть (yit
Ъ> • • •» ?/•) "- последовательность, определяемая соотношением F.1)
u 2lf 22 заданы соотношением F.5); тогда

л + КГ {(Vi. Т2. • • -. Уг)} < min {/ B^; / (S2)}. F.6)
Следствие 6.1. Если R{ или R2—канонические меры, то

п + 1< S~! {(Yi, ?2, ..., уг)} <п + 2. F.7)
Теперь предположим, что R{ — главное представление, a R2 —

произвольное представление с0. Тогда из F.6) следует, что
S~({Y*>i)=*+l. F.8)
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В частности, пусть

S={k}Vklfl + \t.t„kio+q} F.9)
— последовательное множество корней, принадлежащих
представлению /??, где kj — 1 и k, + Я +1 принадлежат /С, но не
является корнями Rt. Очевидно,

[ (S) = [Я + 2> если <7 — четное,
\q + 1, если <7 — нечетное.

Для четного q мы, в соответствии с F.8) и F.9), должны получить

S~ (YI.-1, Yj. , ..., Yj.+a+i) =9 + 2, F.10)

где /0 — индекс, для которого sio = ?/0, в то время как для
нечетного q мы должны получить

либо

S"(Y4-i. •.., Yw-<7) = <7+ 1.

Такой же вывод остается в силе и когда kfo = 0 или kio = оо.
Соотношения F.8), F.10) и F.11) выражают свойство
перемежаемости корней главного и произвольного представлений. Конечно, если
Rt и R2 различные главные представления, то каждое
перемежается с другим в вышеуказанном смысле.

§ 7. Теорема Маркова — Крейна

Теперь мы рассмотрим возможность расширить Г-систему {ut}^y
добавляя к ней дополнительно функцию ип+\ (k) = Q (&),
определенную на К так, чтобы {wJo+I образовывали 71-систему.

Пусть с0 6 IntMn+i (Ю- Множество всех мер а, которые
представляют с0, обозначается V(c°). Тогда множество

T={y\y = [ci(k)d<j(k)y абУ(с°)} G.1)
к

является ограниченным невырожденным интервалом Г = {y < Y ^

< y}. Легко доказать, что верхнее значение y достигается только
для о = а — верхнего главного представления с0, a y достигается
только для о = о — нижнего главного представления.

Теперь мы усилим наши предположения об исходных функциях
так, чтобы они удовлетворяли соотношениям:

Условие 7.1.

(а) «о, иь ..., ир, ип+\ и и0, uif ..., ир являются Г-системами на
К для каждого р = 0, 1, . . ., п\

(в) un+\(k) >0 для k?K.
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При этих предположениях мы можем доказать соответствующую
теорему Маркова — Крейна для дискретных множеств (см. § 2
гл. III).

Нам потребуется следующая лемма (доказательство ее, по
существу такое же, как и доказательство леммы 6.1 гл. I).
Фактически эту лемму можно рассматривать как следствие из леммы 6.1
гл. I).

Лемма 7.1. Если выполнено условие GЛ), то

"о < *Ь> • • • "о К-г+\) "о <fe*-H-2) • • • "о (kn+0 I

ип (й0) ... ип (kn_r+l) ип (kn_r+2) ...ип (kn+l)

Q(kn) ... Q№„_,+,) 0 ... О

= (-1)Х>0. G.2)

где г определяет число нулей в последней строке и, 0 ^ ft0< fti<...
... < kn+l < оо.

Теорема 7.1. Пусть выполнено условие G.1), и пусть с0 =
= (с°, ..., с°) ? Int ^ttn+i (К). Если для каждого целого ft0 ? @, оо) oho
обозначает каноническое представление с0, построенное в теореме
4,3, a a6V(c°) — другое представление, то

frjj" *|Г ^о fto

J Q (ft) dako (ft)< j Q (ft) da (ft) < J Q (ft) da (ft)< J fi (ft) da*0 (ft),
о о о о

G.3)

за исключением того случая, когда ft0 является первым корнем
Ok0> a* Ok0 имеет индекс п + 2. В этом случае оба члена в левой
части равны нулю и, следовательно, в левой части неравенства
имеет место равенство.

Доказательство. Пусть 2 обозначат множество корней а^0,
за исключением точки ft0. Множество 2 имеет индекс п или п — 1
в зависимости от того, имеет он0 индекс п + 2 или п + 1.

Мы дополним множество 2 до множества 20, добавляя по точке
непосредственно после каждого нечетного блока, расположенного
справа от ft0, и по точке непосредственно перед каждым нечетным
блоком, расположенным слева от ft0. Если Ok0 имеет индекс п + 2,
то 20 содержит п точек, если же ako имеет индекс п + 1, то 20
содержит п — 1 точку. В последнем случае для четного п мы
всегда можем добавить либо ft = 0, либо ft= оо, а для нечетного п
можем добавить минимальную точку, не входящую в 20.
Получившееся множество, которое мы обозначим 24, имеем п точек, не
содержит ft0 и все его точки, за исключением точек ft =0 и ft = оо,
при движении от точки ft0 можно разбить на последовательные
пары.
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Теперь мы рассмотрим правую часть неравенства в G.3). Пусть
точек 1ц \]{k0} и

рассмотрим многочлен а** (см. теорему 6.2 гл. I), определяемый
системой уравнений

/=о

У этой системы нетривиальное решение всегда существует, так как
{щ}% — Г-система. Многочлен а** обладает следующим свойством:

u**(k)>Q(k), *6[0, Л0], G.5)

причем равенство справедливо только для kiy ..., kh, k0,

u**(?)>0, fe6[*o, oo],

причем равенство справедливо только для 1Ь . .., lq. Чтобы
убедиться в этом, мы сначала предположим, что и** (/) < Q (/) для
некоторого /?[0, k0]9 не равного ku ..., kh, k0. Если kh<i /< k0, то мы,
применяя лемму 7.1, получим

(-О* >0. G.6)

| Q (jfe4) ... Q (йл) Q (/) Q(kQ) 0 ... 0
Если вычесть из последней строки линейную комбинацию пер-

п

вых/г+ 1 строк ^аьиь то единственным ненулевым членом в по-
о

следней строке останется Q(Z) — и**(/), который стоит в (h + 1)-м
столбце. Производя разложение по последней строке, получим

(-\)(QA)-U**A))U(°' ]' ¦¦¦' ")>0.
Это неравенство, однако, противоречит предположению о том, что
Q(l) — u**(l)>0.

Другие случаи при /?[0, й0] рассматриваются аналогично, если
заметить, что столбец с аргументом / в G.6) всегда сдвигается на
четное число. Доказательство того, что и** (k) >0 на (&0, со), за
исключением 1и ..., lq, проводится при помощи таких же
рассуждений.

Используя многочлен и**, мы получаем

J Q(k)doko(k) = J U**(k)dOk.(k)= { u**{k)dok,{k) =
[0,й0] [0,k0] [O.oo]

= { u**(k)do(k)= J u**{k)do(k)+ J u**(t)do(t). G J)
[0,oo] [0,ft0] (*„<»]
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Из неравенств, которым удовлетворяет и**, следует

j u**do> J Qda и J u**do>0. G.8)
[0Л1 f°'*o] (V°°)

Далее, так как мера а не может быть сосредоточена только на
множестве 2iU*o> которое имеет п+1 точек, то строгое
неравенство должно иметь место хотя бы для одного из неравенств G.8).
Поэтому, используя G.7), получим неравенство в правой части G.3).

Чтобы доказать неравенство в левой части G.3), предположим
сначала, что k0 не является первым корнем ok$. Построим многочлен
и* такой же, как и в G.4), за исключением того, что u* (k0) = 0.
Тогда доказательство можно провести точно так же, как и раньше,
если использовать тот факт, что а* удовлетворяет неравенствам

и*(*)<0(Л), &6[0, k0)

(причем равенство справедливо только в точках ku .. ., kh),

u*F)<0, k?[k0, oo]

(причем равенство справедливо только в точках k0, lu ..., lq).
Случай, когда k0 — первый корень съ0, можно рассмотреть

отдельно. Если индекс а*, равен п -f 2, то с0 может быть внутренней
точкой для Мп+\ [&о> °°] так что> возможно, существуют меры,
отличные от Ok0, которые представляют с0 и не имеют массы на [0, k0).
Если ah имеет индекс п + 1, то с0— граничная точка Mn+\[kQ, оо]
и описанная выше ситуация невозможна.

§ 8. Дополнения

Как отмечалось во введении, результаты предыдущих
параграфов можно применять к системе функций, определенных только на
К, которые удовлетворяют следующему условию.

Условия 8.1.
/\

(a) ип (k) > 0 для k > ky
(b) \\тщ(кIип(к) =8iny

(c) {hJJ-1 и {ttjj — ^-системы на К. Определим

vt(k) = { И*)

где w(k) положительна на К и w(k) =un(k) для ?> й. Тогда
{t>i)o—Г-система на К. Применяя методы гл. V, можно вывести
следующие утверждения:

{\)M{n\.x{K)=G{Cn+x{K)\ mW+№=m%UX)*m%kK)= *
=M%\.\(K)+ Roo, Roo = {@, ..., 0, К) | X >0}.
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2) Для каждой точки с0 6 Int MhU (К) существует два главных
представления индекса п + \. «Нижнее главное» представление
является настоящим представлением, в то время как верхнее главное
представление порождает только моменты eg, ..., с° , если не
обращать внимания на массу в k= оо. Для каждого й0?@, оо)
существует «каноническое представление» с0, которое имеет индекс
п -f 1 или п + 2 и которое включает точку k0.

C) Если с0 ? Int М%) j (К) и функция Q (k) = ип+\ (k)
определена на К таким образом, что {щ}%+{ является Г-системой, то
множество

Г= JvlY={ tin+ido, a6V(c°)J
ограничено снизу и минимальное значение у достигается только на

нижнем главном представлении а точки с0.

§ 9. Другой класс экстремальных задач, решениями
которых являются канонические меры

В этом параграфе мы рассмотрим ряд экстремальных задач, в
которых экстремальные меры являются каноническими мерами.
В рассуждениях теоремы Маркова — Крейна изучаемое множество
состояло из мер, моменты которых относительно u0l ии ..., ип были
фиксированы. В этом параграфе соответствующие множества будут
состоять из мер, моменты которых принадлежат некоторому
подмножеству, которое не обязано быть одной точкой моментного
пространства.

Излагаемый здесь материал аналогичен материалу в § 5 гл. III
и в § 6 гл. V. Будет видно, что, по существу, утверждения теорем
здесь такие же, как и в гл. V, с одним лишь исключением, что
интегралы распространяются теперь на множество К вместо
полубесконечного интервала [0, оо). За исключением леммы 9.1,
доказательства теорем повторяют доказательства, приведенные в гл. V и
будут опущены. Лемма 9.1 требует более тонкого анализа из-за
дискретности множества К- Мы сосредоточим внимание в этом
параграфе на системах типа тех, которые обсуждались в § 8.
Результаты, соответствующие случаю компактного интервала, которые
обсуждались в § 5, гл. III, также могут быть получены для Г-систем
на К.

Пусть м0, .. ., иПУ un+i — п + 2 функции, определенные на
неотрицательных целых числах, удовлетворяющих следующему условию.

Условие 9.1.

(a) {и^ и {tti}^1 являются обе Г-системами,
(b) для i = 0, 1, ..., п + 1 определители (п + 1)-го порядка,

образованные из и0У ..., Ui-u И/+ь ..., Ип+i все имеют один знак,
обозначаемый ej(ef= ±1) (см. условие 5.1 (Ь) гл. III),
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u.{k)
(c) Urn l ( = 0, I = 0, 1, ..., n,

(d) ы„+, (?) >0 для ?=0, 1, 2, ...
Мы ограничимся рассмотрением мер а, сконцентрированных на

неотрицательных целых числах, для которых Jori+ida<oo.
Теорема 9.1. Пусть А, В и С определяют разбиение

множества целых чисел 0, 1, ..., п. Если {ut}p-] удовлетворяет
условию 9.1 и класс мер, удовлетворяющих условию

не пуст, то

I
— dt,
< dt,

>dh

ieA,
it В,

tec,

a = min I Un+ido

достигается e V только на мере о индекса, не большего чем гс+1.
Доказательство единственности а в теореме 9.1

основывается на следующей лемме. Мы сопоставим каждой моментной
точке с = (с0, ..., сп), порожденной w0, ui9 . .., ип, величину

c„+, (с) = inf \ un+{do.
a€V(c) J

Лемма 9.1. Если «0, ..., ип+] удовлетворяет условиям 9.1 (а),
(с) и (d) и условию 9.1 (Ь) при фиксированном i, то (— l^-'e^+^c)
строго возрастает по ct. ~

Доказательство. Пусть а и а' — представления индекса,

не большего чем п-\- \у такие, что \ un\\do = сп+1 (с) и j un+ido' =
= с_п+\ (с')» где с = (с0, ..., с/_ь сь с/+1, .. ., сп), с' = (с0, ..., с/_ь
с;., С/+ь .. ., сп) и с. >q.

Пусть S и И' обозначают множества корней а и а'
соответственно, и пусть s4, ..., sr—совокупность всех корней, расположенных
в порядке возрастания. Тогда

г

\ utdo — J щйа' = 2 yjUt (sj), i = 0, 1, ..., /i,

гДе Tj» / = 0, 1, ..», г, веса a либо a' с соответствующим знаком.
Ясно, что S"(Y)<min{/B),/(S')}, (см. F.4)). Здесь ST (у)

обозначает число изменений знака в последовательности {у,}'. Мы
утверждаем, что S~ (у) < п, так как, если бы S~ (у) = п + 1, то
одно из чисел /B< или 7B') превышало бы я + 1. Чтобы
убедиться в этом, предположим, что S~ (у) = п+ I. Тогда
последовательность yv ..., уг можно разделить на п + 2 блоков, для

229



которых yt в одном блоке имеют один и тот же знак и по крайней
мере один элемент в каждом блоке не равен нулю, причем
последовательные блоки имеют противоположные знаки. Не умаляя
общности, мы можем предположить, что первый блок положителен.
Теперь, если п + 1 = 2т, то существует по крайней мере т + 1
положительных yt, которые разделены отрицательными yt. В этом
случае каждое положительное yt вкладывает две единицы в индекс
2, исключая, возможно, первое из них, так что / B) > 2т + 1 =
= п + 1. Если п + 1 = 2т + 1, то имеется т + 1 отрицательных
yiy вкладывающих но две единицы в индекс 2, так что / B') >
> п + 2. Поэтому S~ (у) < п.

Теперь пусть q таково, что S~ (у) = q — 1 < п. Разобьем {yj}\

на q блоков {Yl, .. ., Yv> (VVl+1 • ¦ •• YVi>' • • •• {Yv,_l+i' • • •'Yv,b
удовлетворяющих условиям, сформулированным выше. Тогда

г q~\

2 Wt (sj) = 2 (— l)Pvtp> * = 0, 1, ..., л + 1,
/=1 р=0

vp+i

где и|р = 2 I Yj Iи* ^ Р = 0, ..., g — 1 (v0 = 0, vq = г),
/=vp+l

Рассмотрим определитель

I ° °оо • • • von I

ую * * • vm \

О

I Sn-hl ?n+I vn-\-l,0 Vn+l,n\

где ulp = nt (s'p) для p = q, q + 1, ..., n и s; > s^ > . .. > s'q > sr.
Так как первый столбец линейно зависит от остальных столбцов,
то этот определитель равен нулю. Заметим также (используя
разложение по столбцу), что минор ct — е., умноженный на
множитель е^, и минор сп+\ — с'.{ оба положительны. Отсюда можно
заключить, что из сг — с. < 0 следует, что (— l)"~'e? (сп+\ — с'п+{) <
< 0, что заканчивает доказательство.

Следствие 9.1 (а) Сохраняя обозначения теоремы 9.1 и

вводя обозначение D = {* | \ utdo = diy 0 <; i < п), мы получим, что
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о явяется единственной мерой в Vt, на которой достигается
минимум

6 = min Un+\dOi
- o?Vt J

где Vi — класс мер а, удовлетворяющих условию

utdoI
>di9 itCRD.

Предположим, что v0J ..., vn — другое множество функций,
определенных на неотрицательных целых числах таких, что v0, ...
...» vn> ип+\ удовлетворяет условию 9.1. Тогда получим

Следствие 9.1 (Ь) Если а, Л, В, С и D определены как в

следствии 9.1 (а) и ех = ' vtdOj 0 < i < /г, то о— единственная
мера в Wv на которой достигается

у = min \ un+\do,

где Wi — класс мер а, удовлетворяющих условию

= eiy ieA[)D,

"idol !¦
l>^, tec(\p.

Предположим теперь, что мы можем дополнить систему {иь}п+{
функцией vt так, чтобы образовавшееся множество функций
удовлетворяло следующим условиям:

Условие 9.2.

(a) {щ, . . ., «/_!, Vif Щ, . . ., Un} И {U0, . . ., И/-1, и,, и*, ..., ип+1}
являются обе Г-системами,

(b) определители (п -f l)-ro порядка, образованные из любого
фиксированного упорядоченного набора п + 1 функций, выбранных
из {ч01 . .., tt/_i, vb иь . .., ип}> имеют строго один и тот же знак
(см. условие 5.1 (Ь) гл. III),

(c) lim [vt (k)]/[un+{ (k)] = 0.

Теорема 9.2. Если функции и0, ..., И/_ь vu ut, ..., ww+i f/do-
влетворяют условию 9.2 и условиям 9.1 (а), (с) w (d), аоУ
определены как в теореме 9.1, то

min(— 1 )«-*-i Г „ , о

достигается только на мере а.
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§ 10. Применения к теории интерполяции абсолютно
монотонных функций

Предположим, что функции щ, i = 0, 1, . ,., п, порождены
функцией ф (ху k), 0 < х < b < оо, k = 0, 1, 2, ..., при помощи
соотношения ul{k)=^ (xt> k), где 0 < х0 < Xi < ... < хп < 6.
Предполагаем, что определители

ф (?'!'.',' * j=det ["ф {Xt'ki) llf-'-«] A°-1}
положительны при любом выборе 0 < kt < k^ < ... < &р, 0 < ^ <...
... < хр < Ь и при произвольном р. Дополнительно предположим,
что

Hm-2^L = 0 A0.2)
для 0 < л: < Ь.

В этом параграфе мы изучаем различные аспекты интерполяции
функции

оо

ft=0

в определенным образом выбранных точках *i < х2 < ... <лу
Основные приложения относятся к важному случаю абсолют"

но монотонных функций, когда

Ф (*, k) = х\ k = 0, 1, 2, ,.., 0 < х < Ь. A0.4)

При этом специальном выборе ф(х, k) A0.3) принимает вид
оо оо

Прежде чем начинать рассуждения, связанные с задачей
интерполяции для абсолютно монотонных функций, мы сформулируем
несколько положений для общего случая A0.3).

Выбрав две точки 0 < х{ < х2 < Ьу мы положим V = \о \ \ ф (xt,
^ к

k)da(k) =си i — 1, 2|. Величины с{ и с2 считаются
фиксированными, и предполагается, что V не пусто. Единственная мера а
индекса, не большего чем 2, соответствующая (сь с2), очевидно, имеет
веса А;>0 и аг+1 >0 в двух последовательных точках / и / -f 1.
Веса а4 и a^-j-i удовлетворяют условиям

с4 = агф (хи I) + аг+1ф (х4, / + 1);

с2 = а,ф (*2, /) + а2+1ф {хъ I + 1),
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Так как at > 0 и а1+] > О, то / должно удовлетворять
соотношению

Ф (*2> О Ф(*2. /+1)
ф(*г / + 1)'

A0.6)

Лемма 10.1. Если f (х) = j ф (х, ?) do (й), 0 < xi < *2 < ft и

Р(х)=-

\(f(xt, 1) фЦ, / + 1)
L(*2, 1) ф(дс2, / + 1)
\(f(X,l) <f{x, 1+ 1)

/ (*,) 1

><*2> о 1
\1. /+1/

гдг / определяется соотношением A0.6) с с2= f(x2) и с1 = /(х1),
mo / (*) < Р (х) для х 6 (л*, х2) и f{x)>P (х) для х 6 @, х^ (J (х2, 6].
?ол?? того, если имеет место равенство для некоторого кфх^
или х2, то Р (x) = f(x).

Доказательство. Этот результат получается простым
применением теоремы 9.2, если положить ф (х/+ь k) = ut (k), i = 0, 1;
Щ. Ф) = Ф (b, k) и

Ф (х, Щ =

Если рассмотреть аналогичную ситуацию, когда заданы (си съ
о3), то при условии, что (си съ сг) находятся во внутренней части
моментного пространства, порожденного функциями у(хи &), ф(х2, k)
и ф (х3, k) @ < Xi < х2 < х3 < Ь), мера о индекса 3 имеет веса а0,
аь щ+х в точках 0, /, / + 1 (/ > 1), причем а\+\ > 0, а, > 6, а0 > 0.
Целое / определяется из условий

v0(k),
Щ(к),
Ч (*),

х 6 @, Xi);
X t (Xi, Х^)\
х 6 (х2, Ь].

ci ф(*4, 0) ф(*4, /)
сг ф(*2, 0) ф(дс2, /)
с3 ф(*3, 0) Ф(дг I)

>о>
с4 ф(^, 0) ф(*4, * + 1)
с2 ф(д;2, 0) ф(*2> / + 1)
cq ФЦ, 0) Ф(х , 1 + 1)

Тогда имеет место результат, аналогичный лемме 10.1. Мы
проинтерпретируем этот результат в случае абсолютно монотонных
функций A0.5).

Степенью функции A0.5) или A0.3) мы называем индекс
множества {6|?>0, afe>0}.

Лемма 10.2. Если f(x) — абсолютно монотонная функция
на @, Ь] степени, большей чем 3, хи хъ х3 удовлетворяют нера-
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еенствам 0 < xt < х2 < х3 < Ь и если

Р(х) =

1 X1 х1+1
х1+\1 х[ х\^ fixj

1 4 4+1 м*2)
/ (*я) J+1

\0, I, 1+1)
где I определяется соотношениями

t (*2) (*з-*{)-/ (*t) D - 4)
х0 — х.

<

<f(x*)<

f (x2) D+1 - 4+1) - / (xj (xl+] - 4+1)
jj+l. *H-1 A0.7)

mo f(x)>P(x)dMxe(xi9xJ[}(x*b]uf(x)<P(x)dM x?@,xj\}
U (*2> *з)-

Неравенства A0.7) значительно упрощаются, если хи х2 и хъ
образуют геометрическую прогрессию, т. е. если х2 = рхи х3
для некоторого р> 1. В этом случае A0.7) примет вид

P2*i

flxj-fty < Р<"К
Лемму 10.2 можно сформулировать в более общем виде (см. §7

гл. V).
Теорема 10.1. Если f(х) — абсолютно монотонная функция

на @, ft] степени, большей чем k, и 0 < xt < х2 < ... < xh < ft,
то существует абсолютно монотонная функция Р(х) степени k
такая, что

/(*,)=/>(*,), / = 1 Л.

P(x)<f(x) для хе(хк,Ь][)(хь-2,Хь-1)[}...,

P(x)>f (х) для л: 6 (Xk-u xk) [} (*Л_3, xk-2) U • • •

Замечание 10.1. Приведенную выше лемму можно применить
к функции

2л

[M2(r)? = ±-^\F(re'*)\4Q,
которая абсолютно монотонна относительно г2 для 0 < r2 < ft,
при условии, что F (z) аналитична в области |г| < ft.

Мы приведем еще две интересные теоремы из теории абсолютно
монотонных функций.

Теорема 10.2. Предположим, что 0 < хг < хК < ... < хп = 1
и cQy cif,.., сп таковы, что существует по крайней мере одна
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абсолютно монотонная функция степени не меньшей, чем п + 1 на
(О, 1] удовлетворяющая условиям:

f(*i) = ct, t=0, 1 л. A0.8)

Тогда для каждого N = О, 1, 2, ... существует единственный
многочлен

n(N)

Pn (х) - 2 М. ^ > 0, / = 1,2,..., /г (ЛО, (Ю.9)

индекса, не большего чем я+ 2, удовлетворяющий условиям
pN (xt) = cf, / = 0, 1, . .., я — 1, и такой, что \хм (Pw)> ц# (/) ^я
л/обой /, удовлетворяющей A0.8), отличной от A0.9). Индекс
Ры(х) будет либо п, либо п+ 1, если РA)<сп а п+ 1 ила
п + 2, если РA) =сп.

Доказательство. В силу предположений теоремы точка
(с0> ..., сп) — внутренняя точка моментного пространства,
порожденного функциями *?, ... хкп, заданными для k ? Л". В этом случае
многочлен A0.9) определен в силу результатов §8 и теоремы 4.3
при kQ = N. Масса \iN (PN), соответствующая точке k = N,
максимальна, так что \iN(PN) > \1цф для любой /, удовлетворяющей
A0.8), отличной от PN. Утверждение относительно индекса PN
выводится из результатов §8.

Замечание 10.2. Индекс PN(x) будет равняться /г+1, если
РA)<сп, и п + 2, если РA) = сп, так как противное возможно,
только если рассматривается главное представление с0, с1э .. ., сЛ.

Теорема 10.3. Пусть 0 < дс0 < ^ < ... < хп. Предположим,
что с0, сь ..., сп — некоторые действительные числа.

(i) Абсолютно монотонная функция на @, оо) такая, что
f (xt) = ct, i = 0, 1, ..., м — 1, / (*Л) < сп существует тогда и
только тогда, когда
п п

2 <*«*?> о. а=о, 1,... ->2d*c*>°- A0Л°)
(ii) ?сли

2 <***?> о, *=о, 1,.... 2d?>0->2^< <10Л1>

и две последние суммы положительны, то существует абсолютно
монотонный многочлен Р степени п + 1 такой, что

Р{хд=си i=0, 1,2, ...п.

Доказательство. Утверждение теоремы следует из
замечания, что соотношения A0.10) и A0.11) являются условиями,
выражающими дуальность между пространством моментов и
пространством многочленов (см. лемму 9.2 гл. II),
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Глава VIII

Ф/Н-i =

МОМЕНТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА, ПОРОЖДЕННЫЕ
ОГРАНИЧЕННЫМИ МЕРАМИ

§ I. Введение

В этой главе мы исследуем геометрию моментного пространства

= (с0, clt ...,cn)\cl = \ut(t)q> (t) ф @, / = 0, 1, .... п\,
а I

A.1)
где \х фиксированная, конечная, регулярная мера,
удовлетворяющая условию \х (G) > 0 для каждого открытого множества Gcz (а, Ь)>

t

интеграл \ ф непрерывен и ф (f) пробегает множество Ф всех бо-
а

релевских измеримых функций, подчиняющихся ограничению

0<ф@< 1, te(a,b).

Другими словами, мы будем изучать моментные пространства,
порожденные мерами с равномерно ограниченными плотностями.
Точнее, пространство ф„_|-1 порождено такими мерами а, которые
абсолютно непрерывны относительно \х и для которых производная
Радона—Никодима ф = do/d\x ограничена единицей. Элементы
множества Ф рассматриваются как эквивалентные и будут
отождествляться, если они различаются на множестве \i меры нуль. Далее
будет считаться само собой разумеющимся, что все утверждения,
в которых участвуют функции из Ф, справедливы почти наверное
относительно меры ц,.

t

Хотя мы предположили, что \ ф непрерывен, теория обобщает-
а

ся и на тот случай, когда мера \х имеет веса в некоторых точках.
Однако в этом случае изучение становится более трудным и
рассмотрение общего случая здесь не оправдало бы затраченных
усилий.
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В этой главе мы предполагаем, что система {щ}% образует
Г-систему на открытом интервале (а, Ь)> где а и 6, возможно,
бесконечны. Это означает, что функции и0, ии ..., ип непрерывны на
(a, ft) и что определители A.1) гл. I положительны, если значения
t принадлежат открытому интервалу (а, 6). Мы будем предполагать,
что функции м0, щ, ..., ип fx-интегрируемы на (а, Ь), так что инте-

ь

гралы типа ^ Ui(t)y(t)d\i(t) существуют для всех фбФ.
а

Моментные пространства Фп+[ естественно изучать в связи
с некоторыми статистическими задачами. В частности, лемма
Неймана — Пирсона в испытании статистических гипотез является
частным случаем экстремальной задачи § 8. Ряд дальнейших
применений будет указан в гл. XII. Сейчас мы сосредоточим внимание на
формальной теории. Имеется тесная связь между рассуждениями
этой главы и теорией распределений типа Полна, относящейся к
различным задачам параметрических статистических решений,
рассмотренных у Карлина [1956], [1957] и [1958]. В контексте
теории статистических решений существенно рассматривать моментные
пространства вида A.1), где, однако, допустимо, чтобы основная
мера имела атомы. За дальнейшими результатами по этому вопросу
мы отсылаем к Карлину [19561.

Крейн [1951] всесторонне исследовал моментные
пространства A.1) в связи с экстремальной задачей §11. Ссылки на другие
классические работы об ограниченных моментных пространствах
можно найти в книге Шохата и Тамаркика [1943] (гл. III).

Некоторые методы и рассуждения, использованные в этой
главе, близки к теореме Ляпунова о множестве значений векторной
меры. Формулировка и доказательство этого результата, а также
ряда примыкающих к нему результатов будут приведены в
§§ 12-14.

§ 2. Граница и общие свойства
моментного пространства Фп+\

Так как множество Ф слабо компактно, то из этого следует
Теорема 2.1. Множество Фп+\ компактно и выпукло в

Для моментных пространств Мп+и исследованных в гл. I—VII,
важную роль играют меры а, имеющие конечное число точек
сосредоточения масс. Например, каждая граничная точка
соответствует единственной мере а индекса, не превосходящего я/2, а каждой
внутренней точке соответствуют две главные меры индекса (п +
+ 1)/2. В нашем случае роль канонических мер играют функции
Ф ? Ф, которые равны единице на конечном числе интервалов и
нулю в остальных. Ниже мы покажем, что каждая точка с 6 Ф«-и
может быть порождена функцией такого типа.
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Определение 2.1. Пусть q> ? Ф— функция,
принимающая значение единица на конечном числе интервалов и нуль в
остальных. Точки, в которых ф изменяет свое значение (т. е. концы
интервалов постоянства), называются узлами ср. Индексом ср
обозначается число отдельных невырожденных интервалов, на которых
Ф (/) = 1, при условии, что интервал, примыкающий к концу (т. е.
интервал, замыкание которого содержит конец основного
интервала), считается за 1/2. Индекс I (с) произвольной точки с ? Фл-и
определяется как минимальное значение индекса, соответствующее
тем ф, которые принимают значение единица в конечном числе
интервалов и нуль в других точках и которые представляют
точку с.

Следующая теорема служит для характеризации границы Фл-н«
Теорема 2.2. Необходимым и достаточным условием для

того, чтобы с = (с0, си ..., сп) принадлежала границе Фп+ь явля-
ется условие I (с) < /г/2. Более того, каждая граничная точка
соответствует единственной функции ф ? Ф (с точностью до
эквивалентности).

Доказательство. Предположим, что точка с = (с0, си ..., сп)
лежит на границе Фп+\. Следовательно, существует опорная плос-

кость к Фп+\ в точке с, откуда следует, что существуют

действительные постоянные а0, аи . .., ап> d\ 2а/ > О Ь УД°влетв0Ряющие
условию
п п

2 atci+d < ° для всех с б Фп+ь 2 а& +d=°- BЛ)

Вычитая, получим
ь п

J2a^ ' '0-ф@]Ф@<0 B.2)
а /=0

для всех ф 6 Ф и ф б V (с), где

V(c)= ф|сг= j и*фф,, / = 0, 1, ..., /г, фбФ . B.3)
п

Положив и (t) =2а*М0> мы утверждаем, что B.2) имеет мес-
/=о

то тогда и только тогда, когда

1, если u(t) >0,

если и (t) < 0.?<«-{;•
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Чтобы доказать это утверждение, заметим, что B.2) является
простым следствием B.4).

Обратное утверждение устанавливается следующим образом.
Если ф (/) < 1 на подмножестве Т cz {t \ и (t) > 0} таком, что \i (Т) > 0>
то положим

Ф1 @ = {~ МО, t?T.
Ясно, что ф = ф4 не удовлетворяет B.2). Отсюда следует, что
Ф (/) == 1, если и (t) > 0. Для доказательства того, что ф (t) = 0,
если и (t) < 0, используются аналогичные рассуждения. Таким
образом, из B.2) следует B.4).

Так как многочлен u(t) нетривиальный, то он обращается в
нуль на открытом интервале (а, Ь) менее чем в п + 1 точке. Это
множество не имеет положительной меры, так как \х —
непрерывная мера. Поэтому равенство B.4) однозначно определяет функцию
ф. Более того, существует не более, чем п + 1 интервалов, таких,
что ф изменяет свои значения на соседних интервалах. Из этого
следует в силу определения 2.1, что / (с) < л/2.

Теперь предположим, что / (с) < я/2, а ф ? V (с) имеет индекс
п

I (с). Мы можем построить многочлен u(t) = ^а*и^), узловые ну-

ли которого совпадают с узлами ф, причем u(f) >0, если ф(/)=1,
т. е. выполнено B.4). Тогда легко проверить, что справедливо B.2).

ь

Положив d — — J u(t)(p(t) d\i (t), видим, что B.1) является HenOC-
редственным следствием B.2). Кроме того, B.1) можно
рассматривать как отношение, характеризующее опорную гиперплоскость к

Фп+1 в точке с, так что с? ЕМФп-ц. Доказательство теоремы
закончено.

Из теоремы 2.2 следует, что любая функция ф?Ф,
удовлетворяющая условию 0< ф(?)< 1 на (a, ft), необходимо порождает
внутреннюю точку Ф^+ь

Следствие 2.2 (а) Пространство Фп+\ имеет внутренние
точки.

Это следствие вытекает также из линейной независимости
функций и0У uv ..., ип.

Следующий результат является следствием доказательства
теоремы 2.2 даже в большей степени, чем утверждение самой
теоремы.
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Следствие 2.2 (b) Существует соответствие между много-
п

членами u(t) = ^а^@ и границей Фп+\ в том смысле, что ги-
п ь

перплоскость 2 ai*t + d, где d = — J и+ (t) dp (t), а и+ t) -=max {О,
i=0 а

u(t)}, является опорной к пространству Фп+\ в точке с,
представляемой функцией

ФИ-!1' U(t)>°> B.5)

Используя метод теоремы 2.2, можно вывести простой способ
определения принадлежности точки с = (с0, с1э ..., сп) к Фп-и-
Этот критерий является аналогом леммы 9.2 гл. II, которая
выражает дуальность между моментным пространством Мп+\ и
пространством &n+i неотрицательных многочленов.

Теорема 2.3. (Крейн [1951]). Для того чтобы вектор с0
принадлежал ©„-и, необходимо и достаточно, чтобы для каждого
многочлена

п

u(t) = ^aiui(t) B.6)
выполнялось неравенство

п Ъ

2^°<{М0Ф@, B.7)
/=0 а

где и+ @ = max {0, и (t)}.
Доказательство. Необходимость очевидна. Чтобы доказать

достаточность, нужно проверить, что вектор с0 и нулевой вектор
0, который, очевидно, принадлежит ФЛ+ь лежат по одну сторону
от каждой опорной гиперплоскости к <tVfi-

п

Пусть 2^ аьхг + d — любая опорная гиперплоскость к Фп+ь т. е.
*=о

п

предположим, что ^аьсь + d<0 для с?Ф„+ь причем равенство
/=0

имеет место для некоторого сб^ЙФл-н- Если положить u(t) =

= ^daiui(t), то граничной точке с соответствует функция ср, опре-
*=о

ь

деленная в B.5), и d = — j и+ f)d\i{t). Из B.7) мы выводим, что
а

п

Zj aic°; + d < 0. Поэтому с° и нулевой вектор 0 лежат по одну
*=0

сторону от любой опорной плоскости к Фп+\.
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§ 3. Главные представления внутренних точек

Приступим к детальному изучению внутренности Фл+1.
Теорема 3.1. Каждая внутренняя точка с0 = {eg,..., с°} ?

?Фл+1 имеет ровно два представления индекса (/г+ 1)/2; одно из
них равно единице на сегменте, примыкающем к концу
интервала Ь, другое равно нулю на сегменте, примыкающем к концу
интервала Ъ. (Мы обозначим первый из них ф, а последний ф и
будем ссылаться на них как на верхнее и нижнее главные
представления соответственно.)

Доказательство. Сначала мы предположим, что п = 2т
и заметим, что с0 лежит на границе Фп+1 (a, d0) для некоторого
d0e(a,b), где

Q>n+\(a,d) = |с = (c0t ...,cn)\ct = ^Ui<pdu, i = О,1,.. .,/г, Ф6Ф1.
Если бы это было неверно, то мы смогли бы разложить связный
интервал (а, Ь) на два непересекающихся непустых открытых
множества: A={d | с0 6 Int 0„+i(a, d)} и B={d | с0 ? Ort+i(a, d)}. Обращаясь
к теореме 2.2, мы получаем, что с имеет представление индекса, не
большего чем /г/2, относительно (a,dQ). Если распространить это
представление на интервал (a, ft), положив его равным нулю на
интервале (d0,6), то получившееся в результате представление ф
должно иметь индекс (п+ 1)/2, так как с°(Чп1Ф„+1. К тому же
мы видим, что так как п = 2т, то ф должно равняться единице на
интервале, примыкающем к точке а.

Обращаясь к другому концу интервала (a, Ь), мы можем
построить представление ф индекса (п + 1)/2, которое равно нулю на
интервале, примыкающем к а, и равно единице на интервале,
примыкающем к Ь. Это достигается при помощи рассуждений,
использующих пространства

I ь I
Ф«+|й Ь) = |с = (с0> ...,cn)\ct = ^ф^> / = 0, 1,...,я,ф?Ф .I d I

Ясно что представления ф и ф различны.
Если п — нечетно, то приведенные выше конструкции приводят

к функциям, которые обе равны нулю на интервале, примыкающем
к 6. Фактически эти два представления совпадают. Поэтому в
данном случае мы располагаем лишь представлением ф индекса
(п+ 1)/2, которое равно нулю на интервале, примыкающем к Ь. Для
того чтобы получить второе главное представление, заметим, что с
является граничной точкой пространства -фп+1 (a, d0) для некоторого
d0 6 {а, Ь)у где %+х (a, d0) определяется как ограничение функций ф,
равных единице для t?(d0>b). Отсюда следует, что точка с коор-
16 С. Карлин, В. Стадден 241



ь

динатами с* — f ut (t) d\x (t), i = 0,1,.»., n является граничной точ-
do

кой пространства Q>n+{(afd0). Рассуждая, как и выше, мы
приходим к представлению ф, которое равно единице на интервале,
примыкающем кЬ и имеет индекс (п-\- 1)/2.

Для того чтобы доказать, что имеется ровно два главных
представления, мы поступим следующим образом. Если дано
произвольное представление ф точки с0, которое имеет индекс (п + 1)/2, то
мы сравним его с представлением, построенным выше и имеющим тот
же тип; например, если ф равно единице на сегменте, примыкающем

к концу 6, то мы сравниваем его с ф.

Мы утверждаем, что разность ф — ф, где ф — верхнее главное
представление (или ф — ф, когда ф — нижнее главное представление),
может иметь не более п изменений знака, т. е. S (ф — ф) < п (см.
определение 3.1 т. III).

Пусть для определенности п = 2т, а ф и ф оба являются
верхними главными представлениями индекса (д+1)/2. Пусть узлы
Ф обозначаются

а< ni<Ii<TJ<l2< • • - <У)т<Ът< 1)т+\ <ln+l = k

где __
-/Л (Ь <6(т|ьУ, / = 1,2,...,/л+1,

[0 в противном случае,

а узлы ф обозначаются

а < J)! < St < Л2 < ^2 < • • • < Чт < 1т < Чт+l < Ья+1 = &•

где

ф/лв I1» <€ (%.&). * = 1,2,.,.,т+1,
\0 в противном случае.

Не умаляя общности, мы предположим, что r\m+i < г\т+\* Тогда
ф @ — Ф @ > 0 для fm < t < Ь и, следовательно, изменение знака
Ф — ф может происходить только на интервале а < t < gm. Более
того, функция ф (t) — ф (t) теперь может изменять знак только в
точках T)lf |i, TJ,J2,..., T]m, fm. Поэтому S (q> — ф) < 2m = n.

Если S (ф — ф) = p < л, то имеется p точек, a < ^< ... <fp<ft,
таких, что ф — ф принимает противоположные знаки на

последовательных интервалах (аь f4), (flf f^,..., (/р, fc), и ф —ф не равно нулю
на некотором подынтервале каждого из этих интервалов. Теперь мы
определим нетривиальный многочлен а*, который имеет узловые
нули в точках ti9 ,*.ftp и имеет постоянный знак на каждом
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интервале. Однако из соотношения f ut^d\x = f w^djx (i =0, l,...,/i)
a a

b _

следует, что 0 = f a* (ф — ф) d\i\ но это противоречит тому, что
а

(ф — ф) и* сохраняет постоянный знак и не равно нулю на
множестве положительной меры |i (так как \i (G) > 0 для каждого
открытого множества G). Противоречие можно устранить, только
если ф и ф совпадают, т. е. эквивалентны почти наверное по мере |л.

§ 4. Другой подход к построению главных представлений

Главные представления связаны с границей множества

R (со) = L | со = j Q @ Ф (t) d\x @, <р g V(A, D.1)
где предполагается, что {ы0, и1э..., ип, un+l = Q} образуют Г-сис-
тему на (а,Ь). Очевидно, что множество R(c°) является
невырожденным интервалом со < со < со. Точка

с0 = (со, с°ь...ус°пу со) D.2)

допускает единственное представление индекса (п + 1)/2; то же
относится к точке

c0 = (Co,c?,...,c°,©). D.3)

Теперь докажем, что с0 (с0) соответствует верхнему (нижнему)
главному представлению с0.

Пусть ф* и ф* определяют представления, соответствующие
с0 и с0 соответственно. Прямая проверка показывает, что разность
Ф* — Ф* изменяет знак не более чем п + 1 раз. Более того,
рассуждения, использованные при доказательстве теоремы 3.1,
показывают также, что ф* — ф* имеет не менее п + 1 изменений знака.
Обозначим точки, в которых происходит изменение знака разности
г|) (t) = ф* @ — ф* @ через ^ < ?2 < ... < 1п+и и положим ?0 =
= а, ?„+2 = Ь, т. е. г|) имеет противоположные знаки на
последовательных интервалах Lt = (?ь ?/+i), f = 0, 1,..., п + 1, и
отлична от нуля на некотором подынтервале каждого из Lt. Тогда

0 = j и, (t) ф (/) ф @ = е J (~ D'* (<"> /), i - 0, .... л,
а /а>0

„+. D.4)

м -© = J Q W + @ <*1>@ = в 2 (- 1)'Х (п + 1, /),
16* 243



где
«Ж

*(/./)= j «|@1*@1Ф@. (*,/=о,1,...,л+l).

а е принимает значение + 1 или — 1. Заметим для дальнейших
ссылок, что т* — q>„ имеет знак (— 1)"+'в на последнем интервале
&+,. ч-

Так как {ut}o и {aJ8+l — Г-системы, то

det,i/c(t-,/)ii?,/.o=^;;;;;;;:)>o.
det,|/c(u)ii^o=K(^11;;;-;n+11)>o.

D.5)

Далее

„/0,1,..., л

\0,1 л,

*n+l E.lt /л I я \ "
- I —IW* /'" ,П1*('«Iл....л».

? I.S Vo.'i..--.V,-o

откуда следует первое из неравенств D.5). Второе неравенство
получается аналогично. Если рассматривать последовательность
е, — е, е,..., (— 1)п+1г как решение системы уравнений D.4), то
мы можем разрешить эту систему относительно (— 1)а+1е и,
принимая во внимание D.5), получим, что (—\)п+хг>0. Из этого
следует, что ф*@>ф*@ Для *6[bt+i.4» и стР0Г°е неравенство
имеет место в некоторой точке этого интервала. Учитывая, что ф*
и ф* обе имеют индекс (п + 1)/2, а ф* — ф* имеет п + 1 изменение
знака, мы заключаем, что ф* (t) — ф# (t) = 1 на интервале,
примыкающем к точке Ь. Поэтому мера ф*, соответствующая с0,
является верхним главным представлением, а ф*, соответствующая с0,

является нижним главным представлением.

§ 5. Пополнение чебышевской системы, определенной
на открытом интервале

Цель этого параграфа показать, что предположение о
существовании дополнительной функции Q, для которой и0, ии ..., ип, Q
является Т-системой на (а, Ь), несущественно в рассуждениях §4.
Точнее, мы докажем, что если {ut}^—?Т-система на [а, Ь] для
каждого k = О, 1,..., л, то существует функция Q такая, что {ы0, ии...
..., ып, Q} является Г-системой на (a, ft). Из этого факта и
результатов §4 непосредственно следует существование главных представ-
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лений. Дальнейшее обсуждение построений этого параграфа
переносится в гл. XI. Не умаляя общности, мы будем в дальнейшем
предполагать, что интервал (а, Ь) конечен (в противном случае
делаем замену переменных; см. стр. 155 гл. V или стр. 203 гл. VI).

Переходя к непосредственной реализации намеченного плана,
мы сначала преобразуем каждую из функций щ, ии ...,ип, вводя
дополнительную систему функций

)щ{у) l ,JL- '-1Vi (t) = v,(*;6) = .1 u, (у) / U. dy, i = 0,\,...,n,8>0,
а о у /я

E.1)

определенную для 1? [а, b]. В силу основной композиционной
формулы C.13) гл.1 система {ujg обладает свойством

vJ0,\,...,n \>0> a<^o</i<>_<<n<bj E.2)
Vo» Ч> • • • > *п/

т.е. система {ujg является ?Т-системой на замкнутом интервале
[а,Ь]. (О смысле обозначения (*) см. стр. 17).

Лемма 5. 1. Существует невырожденная (п+ 1) х (п+ 1)-
матрица В = В (б) = ||bfj||7,/=0 такая, что система {i|)|}g, опре-

п

деленная равенством я|^ (/) = ^ buVj (t), /=0, 1,..., л, обладает
/=о

тел* свойством, что определители Вронского W (ty0), W(ty0,i^),.,,
..., W (г|H,..., г|)п) строго положительны на [а, Ь) (заметим, что
мы включаем конец интервала а, но не Ь).

Доказательство. Достаточно найти В такое, чтобы
определители Вронского не обращались в нуль на [а, Ь), так как
мы можем затем умножить каждую ypt соответственно на +1 или
—1, чтобы сделать эти определители положительными. Пусть В
является решением матричного уравнения

J = BV(fr),

где Jih == &k,n-i для /, k = 0, 1,..., п (8ц означает функцию Кро-
некера), а V ф) — матрица, соответствующая определителю
Вронского

\b,b,.>.,b;

При таком определении В любая линейная комбинация г|>0, ...,г|)л
имеет нуль в точке b кратности, не меньшей чем п — k. Теперь,
если W (\|H,..., уп) (у) = 0 для некоторого у ? [a, Ь), то существует
невырожденная линейная комбинация ty0,..., \|)л с нулем кратности
k в точке у. В этом случае мы можем образовать невырожденную
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линейную комбинацию v0f. ¦.., vn, которая имеет по крайней мере
п + 1 нуль с учетом кратности на [а, 6]. Так как в силу E.2) и
теоремы 4.3 гл. I это невозможно, то отсюда следует, что
определитель Вронского W (\|H,..., \])fe) не может обращаться в нуль на
[а>Ь). Доказательство закончено.

Теперь мы введем дифференциальные операторы

ад-14,
и определим функции w0l w{,..., wn на [a, b) рекурсивно
соотношениями

Щ = %>

щ = АЛ,

Ш2 = Z?iDo^2'

wn =Drt_iDn_2...D0^.

Функции wiy i = 0, 1,..., n, определены корректно. Они строго
положительны на [a, b)f как это видно из представлений

Wi = ^№o>ti)
1 ~ Ф2о '

Wh = *И%,...,*ь-х) ' * = 2,.... п, E.3)
которые проверяются по индукции с использованием тождества
Сильвестра (см. стр. 43).

Теперь возьмем произвольную непрерывную строго
положительную функцию wn+\ на [ау Ь) и определим

t г% 1п

¦фп+1 @ = w0 (t) j wi d4) J ш2 (g2)... J w„+1 (g„+1) d?„+1... dlt.
a a a

Ясно, ЧТО
wn+l =Dn... DiDoMpn+i

и с помощью E.3) находим, что

WW0,...,%+1)W(% *„_,)
ш"+1 = у (»,...,¦,) ' E,4)

Далее, используя соотношения E.3) и E,4), получаем, что

W (г|?0,..., 4>л) = <+'< .. * o>fcl ft = 0, 1,..., п + 1,

246



так что определитель Вронского w (г|H,..., \f>n+1) строго
положителен на [а, Ь).

Приведенные выше рассуждения доказывают следующую лемму,
которая имеет и самостоятельный интерес.

Лемма 5.2. Если г|H,..., уп содержатся в Сп[а, b) «l^(if0)>
> 0,..., № (г|>0,..., г|)п) > 0 на [а, Ь), то существует функция
%+1 е Сп+{ [а, Ь) такая, что W (ф0,..., грл+0 > 0 на [а, 6).

Для того чтобы приступить к обсуждению главных
представлений внутренних точек Фп+1, нужно сначала показать, что {i^}3 и
{^•}о+1 являются Г-системами на [а, Ь). То, что {$$ — Г-система,
следует непосредственно из E.2) и леммы 5.1. Из условий на
определители Вронского W (я|H,..., ij>fc) > 0, k = 0,1,..., п + 1,
следует, что {i|?Jo для каждого k = 0,1,..., л + 1 является ?Т-систе-
мой на [а, Ь) (см. теорему 1.2 гл. XI). Однако для наших целей
будет достаточно доказать следующую лемму.

Лемма 5.3. Системы {tyjo, k = 0, 1,..., п + 1, являются
Т-системами на (а, Ь).

Доказательство проводим индукцией по k. Для & = 0
результат очевиден. Если положить Ф (iy t) = if>j (/), то, вынося % из

каждого столбца Ф ( ' '# *"' ) и вычитая каждый столбец из
предшествующего ему, мы получаем, используя теорему о среднем,
что

ф(°> *•

/-о /=о \Т1оэ Tli» • • •. Л*-1 /

где

*i@ =Ф(г, 0=4-(^±#)- / = 0,1,...,*-1, E.5)л \ ф0@ /

и а< /0< т]0< *4< ...< tk__{< г),__1 <tk<b.
Система E.5) называется приведенной системой и оказывается

полезной во многих отношениях (см. например, C.1) гл. III).
Теперь равенство

W (ф0,..., Ы = (i|H)z+1 W A, V*o> • • •, *i/+o) =

= (Фо)Ж ^ (Фо. • • •. *w). / = 1, 2,..., /г + 1 E.6)

(см. ниже § 6) показывает, что W (ф0,..., я^) > О, ?=1,2,...
..., п + 1. Это позволяет нам применить предположение индукции
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/ч - -/Q J k 1 \
к \|H,...,%_], имеем Ф •»•••» >o и, следовательно,

ф I » ,».., j > о. Теорема доказана.
Справедливость равенства E.6), которое приводит порядок

определителя Вронского к единице, является следствием правила
Лейбница

v<m)
+0. ?+Ё««И*Г-

Мы делим каждый столбец № (\|?0, ..., \fh) на \f0 и затем прибавляем
к каждому столбцу подходящую линейную комбинацию всех
предшествующих столбцов. Действуя таким образом последовательно
справа налево, получаем E.6).

Изложенная техника пополнения Г-системы, определенной на
открытом интервале (а, Ь) таким образом, чтобы пополненная
система содержала некоторую дополнительную функцию, относится
к понятию «свойство №», связанному с определенными линейными
дифференциальными уравнениями, исследованными Полна [19221.

Возвращаясь к исходной задаче, мы рассмотрим точку с =
= (^о» • • • ,сп) 6 IntOn+1, которая представляется относительно
системы {ut}o некоторой функцией србФ. Пусть

ъ

сг (б) = J ypt (/; б) Ф @ ф (/), / = 0, 1, .. ., /г,
а

где % (t\ 6) получаются из vt (t\ б) при помощи невырожденного
преобразования В (б) в соответствии с леммой 5.1.

Точка с координатами f vt <рф, i = 0, 1,..., п, является
внутренней точкой моментного пространства, порожденного системой
{Ui}o, так что для последовательности бА -М) точки cFft) = (c0 Ffe), ...
..., сп Fft)) являются внутренними точками соответствующих момен-
тных пространств, порожденных системами {г|^ (/; бь)}?^. С помощью
дополнительной функции г|) , j (/; 6ft) мы, используя построение в
§ 4, определяем верхнее и нижнее главные представления ф (/; 6h) и
Ф (t; 8k) точки с (Ьк) и выбираем подпоследовательности так, чтобы

узлы сходились. Отсюда следует, что ф (t\ бл) и ф (t\ б&) сходятся к
функциям ф и ф соотвеютвенно.

Представления ф и ф должны иметь индекс не больший, чем
(п+ 1)/2 и, кроме того, ф принимает значение единица на
интервале, примыкающем к точке Ь или имеет индекс не больший, чем
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п/2, а ф равна нулю на интервале, примыкающем к Ь, или имеет
индекс не больший, чем /г/2.

Для каждого k
ъ п

$2MS*)M^9@4*@ =
а /=0

= j 2 Ь" ®ь> vi ('"• 6"> <Р № б"> 4* О' « = 0,1,..., л,
а /=0

и, так как матрица BFft) не вырождена, то
ь ь _

J о, № б,) ф (t) ф @ = J о, (*; 60 Ф (*; «О ф @, t = 0,1,..., л.
а а

Ь _
Переходя к пределу по &, получаем ct = f г^фф, для i=0, 1, ..., п.

Такой же результат справедлив для ф, и таким образом, ф и ф
являются требуемыми верхним и нижним главными представлениями
точки с.

§ 6. Свойства перемежаемости узлов
канонических представлений

Некоторые из вопросов этого параграфа рассмотрены в гл. II
работы Крейна [1951].

Здесь мы предполагаем, что {а$}2 и {ы*}3+1 являются ^-системами
^-интегрируемых функций на (а, Ь). Как указано в § 5,
предположение о существовании дополнительной функции ип+1 не требует
никаких дополнительных ограничений.

Для каждого со в интервале (со, со) (см. § 4) рассмотрим точку

С (О)) = (С°о, С°и . . . , & О)) е Int Фп+2 F.1)

(Фп+2 °значает моментное пространство, построенное по {wJq"* )*
Каждое с (со) имеет два главных представления (верхнее и

нижнее) индекса (п + 2)/2, которые мы будем называть каноническими
представлениями с0. Следующая теорема описывает соотношение
между различными каноническими представлениями точки с0.

Теорема 6.1. Пусть ф и ф*— два различных верхних
канонических представления точки с0 (соответствующие с (со) и с (со*),
где со*>со). Тогда ф — ф* меняет знак ровно п+ 1 раз.

Доказательство. Мы проводим доказательство только в
случае, когда п = 2т; если п = 2т + 1, то доказательство проводится
аналогично.
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Пусть узлы верхних канонических представлений точек с (со) и
с (со*) расположены в возрастающем порядке. Таким образом,

F.2)(а = Ло < to < % < li < . • • < Чп+1 < Sm+i = Ь>> ~ с((°)»

(« = п;<^<п;<б;<-..<т^1<^+1 = 6)-с(со*),

где Ф @ = 1 на (v,.,, Im+1) и Ф*(*) = 1 на (т^,, g^). Для того
чтобы запомнить эти обозначения, мы отметим, что верхнее
каноническое представление равно единице на интервалах вида (г\ь ?*), т. е.

Верхнее главное
Верхнее каноническое

Нижнее каноническое

Нижнее главное

Рис. 12.

интервалах, которые начинаются с некоторой точки r\i и
заканчиваются в следующей точке &. Интервалы, на которых это
представление равно нулю, имеют вид (|7-, тьц)* Типичное верхнее
каноническое представление проиллюстрировано на рис. 12.

Очевидно, что
ь

О = J и, (О [Ф @ - Ф* @] d|i@, * = О, 1, . . ., п, F.3)
и, следовательно, в качестве конечного шага доказательства
теоремы 3.1 мы получаем, что S (<р (t) — ф* (/)) > /г + 1.

Мы будем различать два случая. Сначала предположим, что
^m-fl < 'Пт+Г Т0ГДЗ Ф W _ Ф* О ^ ° ДЛЯ * > ?m- °ТСЮДа ВИДН0> что
ф@ — Ф* @ может менять знак только в промежутке а < t < ?m.
Однако только точки ?* и г)? (/ < т) могуть быть точками
изменения знака, так как только они являются точками, в которых ф
изменяет свои значения и, таким образом, S (ф (t) — ф* (/)) < п + 1.

Предположим теперь, что имеет место другая возможность:
4^4-1 ^Лш+г Тогда аналогичные рассуждения снова приводят нас
к тому, что S (ф (t) — ф* (t)) < п + 1. Таким образом, для всех
случаев мы установили, что

S (Ф @ — ф* @) = 2т + 1 = п + 1. F.4)

Этим заканчивается доказательство теоремы.
Применив рассуждения, использующие уравнения D.4), можно,

в силу неравенства со* > со показать, что в действительности

3W, < П¦Irn-H 1/я-Н' F.5)
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Из F.4) и F.5) выводим, что узлы с (со*) удовлетворяют
соотношениям

h (о)*) < Б, (со) < I (со*), i = О, 1, . . ., т,
F.6)

r\i И < Лж (©*) < Л/+| (©). / = 0, 1, . . „ т,

для (о < (о < (о* < о). Соотношение F.6) также справедливо для со=со
или со* = со.

Непрерывность tt (со) и r\t (со) является следствием существования
и единственности верхнего главного представления ср^ для с (со), а
непрерывность в точках со и со также легко устанавливается. Из
соотношений F.6), очевидно, следует, что г\г (со) и lt (со) являются
монотонно убывающими функциями со. Приведенные рассуждения
доказывают следующую теорему.

Теорема 6.2 (п = 2т). При убывании со от со до со ?Дсо)
возрастает непрерывно от lt (со) до ^ (со), а т]^ (со) возрастает
непрерывно от y\t (со) до r\t (со).

Типичное верхнее каноническое представление изображено на
рис. 12 для п = 4. Интервалы (т|ь ?f) являются отрезками между
пунктирными линиями. На рисунке также показано поведение
нижнего главного из канонических представлений, которые будут
обсуждаться ниже.

Мы исследуем поведение нижнего канонического представления
Фш(/), когда со пробегает отрезок [со, со]. Обозначим узлы yjt) через

а< а0 (со) < pt (со) < а, (со) < р2(со) < . . . < Рт+1 (со) < Ь.

В соответствии с этими обозначениями нижнее каноническое
представление равно единице на интервалах (alt р . {) (i = 0, 1, . . ., т)
и нулю на интервалах (pf, <х?) (/ = 0, 1, ...,т+ 1, р0=а0, ат+1=Ь).
Применяя рассуждения, аналогичные тем, которые привели к F.6),
мы получаем, что

а* (со) < о^ (со*) < а.+1 (со), i = 0, 1, . . „ т,

Р; К) < Р/+1 (со) < р.+1 (со*), I = 0, 1, . . „ т,

для со < со*. Окончательно мы получаем следующую теорему.
Теорема 6.3 (п = 2т). Когда со пробегает [со, со] слева на-

право, то

at (со) изменяется от т)е (со) до tj/+1 (со) (i = 0, 1, . . ., т),

Р^ (со) изменяется от ^ (со) до ^ (со) (i = 1, 2, . , ¦, т + 1),
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причем изменение каждой функции является непрерывным и

строго возрастающим. (Здесь Sm+i (со) = Ь, как было оговорено.)
Теорема 6.4 (п = 2т). Для каждого t0Z(a, b) существует

только два канонических представления (индекса (п + 1)/2 или
(п + 2)/2) ф* и ф** такие, что ф* = 1 на интервале, начинающем-
ся с t0, а ф** = 1 на интервале, заканчивающемся в t0.

Доказательство. Из соотношения F.6) следует, что
a=U И < So И < Si И <-< 1т И < Sm+1 N = Ь. Если /0е&й,
lt (со)), то из теоремы 6.2 следует, что S* (со) непрерывна и
монотонна, так что существует единственное со такое, что t0= Si (w).
Получающееся в результате верхнее главное представление точки
с (о) является требуемым ф**. Можно применить те же
рассуждения и в случае, когда t0 ? (li_l (со), S* (со)) для некоторого «, если
использовать свойства C^ (со), сформулированные в теореме 6.3.
Существование ф* можно установить, если определить интервал вида
(r]f (со), г\1 (со)), содержащий /0, и использовать непрерывность
канонических представлений.

Этим заканчивается описание узловых точек канонических
представлений и поведения этих представлений в случае п = 2т. Мы
формулируем соответствующие результаты для случая п = 2т +
+ 1 без доказательства.

Для каждого со (со < со < со) существует верхнее каноническое
представление индекса (п + 2)/2, узлы которого располагаются в
порядке

я < Ло (©) < So (©) < ^i (©) < Si (ю) < ¦ * . < tjw+1 (со) < Ьу

и нижнее каноническое представление с узловыми точками

а < ft, (со)< а4 (со)< C4 (со) < а2 (со)< . . . < рш+1 (со)< Ь.

Предполагается, что значение единица они принимают на
интервалах (х\и li) и (а*, р*), 1 = 0, 1, . . ., т + 1, соотвеюгвенно (а0 = а,
Sm+i = b). Узлы верхнего и нижнего главных представлений
перемежаются следующим образом:

Л* (©) < Л* И < Л/+1 N.
_ — * = 0, 1, . •., т.

Б|(©)<Б|(ю)<6ж(»),

Наконец, когда со пробегает [со, со], то
T)f (со) убывает от t]j (со) д > г]| (со) (i = 0, 1, . „ ., /и + 1),
Si (со) убывает от Si (со) До S* (со) (*' = 0, 1, .,., /и),

а< (со) возрастает от т)^ (со) до г]* (со) (i = 1, .. ., т + I),
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Pi (со) возрастает от ^-i (со) до Ь((х>), A=0, 1, ... ,т+1) (как

было оговорено ранее gm+1(co)=b, r]m+i(co)=6, Ло(со) =g~i (со) =
= а). Функции Tit(co), gt (со), а* (со) и рг (со) непрерывны и строго
монотонны.

Утверждение теоремы 6.4 справедливо также и для нечетных п.

§ 7. Двумерные сечения

Пусть {w.}q для к = п, л + 1, л + 2 является Г-системой ^-интегрируемых
функций на открытом интервале (а, Ь).

Если л = 2т, то для каждой точки с = (с0,..., cn) ? Int Фп_ц имеются
верхнее главное представление ф и нижнее главное представление ф с узлами

«<%<!"!< Л2<.-.<Лт+1<1т+1==Ь,
а = До < |о < % < < Лт <|т < ^

соответственно. Для каждого /' ? (а, т^) существует каноническое представление
точки с с узлами

а < а0 (О < Pi (О < «1 (О < Р. П < • - • < *то (О < Рш+1 С> < *•
где а0(Г) = г' (см. георему 6.4).

Далее для каждого Р ? (а0 (/'), рх (/')) точка с координатами
3

с. — (V @ djj. (/), i = 0,1,..., л, G.1)

лежит во внутренней части моментного пространсгва Фпл_{ (Р, Ь) С Фпл.\>
которое определяется как сужение на (р, Ь) тех функций ф ? Ф, которые равны
нулю на (а, Р).

Моментная точка G.1) имеет нижнее главное представление относительно
Фл-и (Р> Щ с узлами

Р < Pi (П < «! (Г) < р2 (tf) < . .. < ат (П < рш+1 (О < ft.
Если теперь рассмотреть верхнее главное представление точки G.1)

относительно интервала (Р, Ь) и присоединить к этому интервалу интервал (/', Р) со
значением единица, то получившееся в результате представление будет иметь
индекс (л + 3)/2 и равняться единице на интервале, примыкающем к Ь. Обозначим
функцию для этого представления через ф (t; t\ р). Как и в § 7 гл. II, положим

fi = {(^P)U'€(fl.4i).pe(^.Pi@)}.

A = \K+vcn+2)\ci = J4<P<^ i = n+\, л + 2, <P?V(c) ,

где V (с) = | ф | с. = f и.ф dfi. i = 0, 1,..., л, ф € Ф } •
Л\ы докажем, что отображение б В в Д, определяемое соотношением

*0'.Р> = WW
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b

где ct = \ ui (t) ф (t\ t\ P) d\x (t), i = n + 1, n -f- 2, взаимно однозначно, непре-
a

рывно и является отображением на внутреннюю часть А Доказательство
взаимной однозначности отображения б проводится следующим образом. Если б (/', Р')=
= б (t"y Р"), то ф (t\ t\ Р') и ф (/; /", Р") имеют общие первые п + 3 момента и,
очевидно, оба образуют верхние главные предстваления одной и той же точки из
Фл-}_3- В силу теоремы 3.1 это возможно только тогда, когда ф (t; С, ?') =
=Ф(';ЛП

Если ф — любое верхнее представление точки с индекса (п + 3)/2, то
Ф — ф меняет знак ровно п + 1 раз, так что в (а, т^) начинается только один
интервал со значением ф, равным единице. Поэтому (t\ Р') = (Г, Р") и
отображение б взаимно однозначно.

Отображение б является «отображением на», так как каждая точка

(с0. • "сл4-2) имеет верхнее главное представление фх индекса (п + 3)/2, у
которого первый интервал со значением единица должен начинаться в некоторой
точке V ? (а, ц^) и заканчиваться до р (/'). Первый интервал со значением
единица начинается в {а, %), потому что фх — ф меняет знак п + 1 раз. Он должен
заканчиваться до Р @> так как разность между фх и каноническим
представлением, начинающимся в t\ изменяет знак п + 1 раз. Для доказательства

непрерывности предположим, что (t'n> Рп) —> (/', Р). Очевидно, можно выбрать
подпоследовательность такую, что ф (/; /m, Р ) сходится к некоторой функции ф,
индекс которой не превосходит (п + 3)/2. В действительности индекс должен
равняться (п + 3)/2, так как ф — ф изменяет знак п + 1 раз. Также ф не может
быть нижним главным представлением точки из фп_^3- Наконец, представление
индекса (п+3)/2 с единичным значением на интервале (/', Р) и моментами
(с0, .., сп) однозначно определено, так что ф (t) = ф(/; Г, р). Таким образом, все
пределы ф (/; tn, Рп) одинаковы, откуда следует, что отображение б непрерывно.

Можно провести такой же анализ, использующий нижние представления,
если рассмотреть /' ? (g , b) и г\ ? (х\ (/'), V). Если ограничить внимание
нижними каноническими представлениями, то приведенные выше рассуждения применимы
также для п = 2т -J- 1 Детали мы опускаем.

§ 8. Неравенства чебышевского типа

Пусть с0 ?lnt<Dn+iy и пусть У(с°) обозначает множество всех
ь

функций ф ? Ф, для которых с0. = f ut (t) ф (t) ф (/) (/ = О, 1,..., п).
а

Мы рассмотрим три типа связанных между собой экстремальных задач.
A) Пусть Q(t) выбрано так, что

(uQ9ui9 ...,un,Q) (8.1)

является слабой Г-системой.

Сначала мы исследуем следующую задачу: определить те фб
?V(c°), для которых достигается минимум и максимум интеграла

jQ@<P@dM0. (8-2)
а
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Решение является простым. Значение (8.2) изменяется на отрезке
Я(с°)=[ю,ю]. Очевидно, максимум со достигается для ф —
верхнего главного представления с0, а минимум для ф — нижнего
главного представления. Экстремальные решения ф и ф единственны при
условии, что {и0, и1э..., ипу Q} является Т-системой.

B) Если отбросить предположение (8.1) и допустить только,
что Q(t) непрерывна и линейно не зависит от щу и{,..., ип) то мак-
симум (8.2) достигается для <p€V(c°), задаваемой соотношением

~/Л fl, если Q(/)>u@,
Ф @ = „ (8.3)

Ю, если Q(t)<u(t),

где и (/) — определенным образом выбранный многочлен, Функция
rv> о.»

Ф (t) не определена, когда Q (t) = и (t).
Доказательство (8.3) проводится следующим образом.

Рассмотрим замкнутое ограниченное выпуклое множество размерности я+ 2

Rn+2 = {( J "оф @ d\i @,.. м J и» (О ф Ф dp (f), j Q (t) ф @ d» @ jj,
(8.4)

которое получается при изменении ф?Ф, Мы построим опорную
плоскость к Rn+2 в точке

,А max [Q(t)q>(t)d\i(t)\. (8.5)
cp€V(c°)J j

Аналогично B.2) можно получить неравенства
ь

j [oQ @ - и {Щ (ф @ - Ф @) d|* @ > 0 (8.6)

для всех ф?Ф, где ф — тот элемент У(с°), на котором достигает-

ся max I Q (t) ф (t) d\x(t), a и — соответствующим образом

выбранный многочлен.

Очевидно, а=?0, так как в противном случае мы получили бы
из (8.6), что с0 6 фФп+и что противоречило бы предположению.
Более того, мы утверждаем, что а > 0. Предположим, что
справедливо противное, т. е. что а<0. Тогда из (8.6) для ф?У(с°)
можно вывести, что

ь ь

max Г Q @ ф (t) d\i (t) = min f Q (t) <p @ du @.
<t>€V(c°) J ' <j)€V(c°) J
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Это означает, что точка (8.5) из Rn+2 совпадает с точкой (8.5), в
которой max заменен на min. Отсюда следует, что в (8.6) имеет
место равенство. Это может быть только тогда, когда Q (/) линейно
зависит от и0, uiy..., иП1 что противоречит предположениям.

Поэтому а > О и, не умаляя общности, мы можем
предположить, что а = 1. Характеризация (8.3) легко следует из (8.6) (ср.
доказательство теоремы 2.2).

C) Мы ищем минимум и максимум значения интеграла
So

jQ(*)q>(*)d|i(f), cpeV(c°), (8.7)
а

где ?0 — фиксировано (а < |0 < Ь).
Предположим, что uQt uit ..., ип и Q (t) удовлетворяют условию

6.1 гл. I на интервале (а, Ь). Пусть ф. обозначает каноническое
представление точки с0 такое, что интервал с единичным значением

ф. начинается в ^ (его существование и единственность
гарантируются теоремой 6.4). Начиная с этого места, мы ограничим наше

внимание случаем п = 2т и предположим, что узлы ф* расположены
в следующем порядке:

fV/ < J fNrf «>«* OJ ''^ «"W OJ

я = Чо < lo < Tli < li < • • • < *k = So < b0 <•. < Л«+1 < Ini+i =b.

В силу теоремы 6.1 гл. 1 существует многочлен u(t),
удовлетворяющий условиям

(й @, t = la, %. • •., V_,, % u(t)=\
t

»-'' (8.8)

ГЧД *Ч*

и (t) > Q @, (т|0, Ъ0), (Ц(, &),..., (тц,_„ &,_,),

и (t) < Q (t), ?, %), (Ii, Л2). • • -, (l/.-i. Л J.
(8.9)

И @ > О, te (t)/„ С*.), • • -, (Лт+Ь &),
Оо Owt

ф@-<й.С)

И @ < 0, t 6 &., Т|<,+ 1), • • -, (Sm. Tlm+l).

Пусть <p?V(c°). Тогда, очевидно,

<0, t^(r\,Si) (''=0,1 т + 1),

> 0, < € (&, 'n.+i) (i = 0, 1,..., m).
Заметим также, что требования (8.8) не накладывают ограниче-

ний на значение и в точке л*о=?о- Многочлен и равен Q и 0 на (а, ?<,)
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и (Ъо, b), соответственно, только в узловых точках, описанных в (8.8).
С помощью (8.9) мы получаем

j Q (t) [Ф (t) - ф^ (t)] ф (t) = J [Q (t) - и (/)] [Ф (t)-\ @] dyi (t) -
a a

- j и (t) [Ф (t) - ф^ (t)] dp (t) > 0. (8.10)
lo

Такие же рассуждения проводятся и для случая п = 2т + U
В итоге мы можем получи! ь соответствующую верхнюю оценку.
Резюмируем проведенный анализ в формулировке следующей теоремы.

Теорема 8.1 (Крейн [1951]). Пусть с0 ? Int Фп+Х, и предположим, что
?о € (а> Ь) фиксировано. Пусть на (а, Ь) выполнено условие 6.1 гл I. Обозначим че-
рез ф* (/) единственное каноническое представление, у которого интервал с шди-

*

ничным значением начинается в ?0, и пусть ф^о (t) — единственное каноническое
представление у у которого интервал с единичным значением заканчивается в g.

* ~

Тогда для любого ф ? V (с0), отличного от ф* и Ф^ . мы имеем
?о 1о Ёо

j Q @ ф?о (/) ф @ < J о (О Ф @ 4* @ < J О @ Ф{, @ dv @. (8.11)
а а а

кроме того случая, когда первые два члена равны нулю. Это происходит тогда,

когда индекс ф^ равен (п + 2)/2 и ф^ (f) = 0 для t < So-
Результаты §5 гл. III для непрерывных функций на компактном

интервале переносятся на рассматриваемый случай лишь с небольишми
изменениями формулировок.

§ 9. Множества мер, определяемых
моментными неравенствами

В экстремальной задаче этого параграфа можно, конечно, узнать
общую задачу Неймана — Пирсона (см., например, Данциг и Вальд [1951]).
Решение задачи, сформулированной в (8. 7), принадлежит Крейну.

Пусть иv 0<;/ <[/г+ 1, — п + 2, [и-интегрируемые функции на конечном
открытом интервале (а, 6), которые удовлетворяют следующему условию.

Условие 9.1.

(a) Ц}3 и Ц}2+1-Г-системы,
(b) для каждого i = 0, 1,. .., п + 1 определители (п + 1)-го порядка,

образованные из и ,.. ., И/_р М/i_i>..., ип , j все имеют строго один знак ег
Теорема 9.1. Пусть система {и.}1^1 удовлетворяет условию 9,1 а К—/слаа?

функций ф ? Ф, удовлетворяющих соотношениям
ь

1
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где А, В, С образуют разбиение множества О, 1,..., я. Тогда, если V непусто
то

ъ

a = inl: f un+iq>d\i (i)

достигается на V только на функции ф индекса <; (п + 1)/2, которая
соответствует нижнему главному представлению в том случае, когда индекс равен
(л+ 1)/2. Кроме того,

ь

a = sup \ и +l(fd\i (ii)
ф€У J

достигается на V только на функции ф индекса < (л + 1)/2, которая
соответствует верхнему главному представлению в том случае, когда этот индекс
равен (п + 1)/2.

Доказательство. Мы будем доказывать только часть (i);
доказательство (ii) совершенно аналогично. Так как ип , , u-интегрируема, то a-конечно, и

поэтому существует последовательность {фл} такая, что a = lim \ ип , ftkd\i.
а

Но Ф слабо компактно так, что мы можем выбрать подпоследовательность,

ь ь

ФЛ/ и функцию ф так, чтобы lim \ us$k, d\i = \ utq> d\x, i = 0, 1,..., n + 1.
a a

Если I \ и ф ф,. .., \ апф ф J — граничная точка Фя i j, то Ф однозначно оп-
\a a J

ределена и имеет индекс, не больший чем п/2, в то время как, если эта точка
является внутренней точкой Ф^л^» то в силу (8.1) ф является нижним главным
представлением. Единственность, так же как и большинство последующих
результатов, основывается на следующей лемме. Пусть с^ и с^ определяются
формулами

ь

ф€У/(с)
с = inf \ н.ф d[i,
-l ~*V;fcW l

с. = sup I И,фф,
Ф€У/(с) J

b

где ^(с) = {ф|ф?Ф, J ";<Pd\i = cr 0</<л + 1, 1ф1).
a

Лемма 9.1. Если функции uv О <[ i ^ n + 1, удовлетворяют условию 9.1
(а) и условию 9.1 (b) для двух фиксированных значений i и /(i=?/), то
(— \)l~'iEizfi и (— 1)^1гге i — строго убывающие функции координаты с*.

Доказательство. Мы докажем только первое утверждение.
Предположим, что координаты, определяющие ct, все фиксированы, за исключением е.,
которую мы увеличим до с*,. Новое значение ct обозначим clt и пусть Ф и ф*
будут обозначать функции, которые соответствуют значениям с. и сг Как Ф, так
и ф* имеют индекс, не больший чем (п + 1)/2, Более того, если их индексы
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равны (n+ 1)/2, то они обе являются верхними главными или нижними
главными, так что разность ф — ф* имеет т изменений знака относительно ц, где
т^п (ср. доказательство теоремы 3 1). Поэтому можно написать

Ъ Ь т хР+\

j Uhyd\L - ? Uk<fd\l = ± 2 (— {)P j Mfc IФ - Ф* I Ф
a a p=Q xp

для & = 0, 1,..., n+ 1 и разложить один или более из интервалов (хрГ хр+х)
так, чтобы получить

Ь Ь п Ур+\

где т]р = ± Ь У0 = а» #а+1 ^ ^ и Ф W — Ф* @ ^ 0 на любом из интервалов

Мы разложим определитель

О, ?«о1Ф-Ф*14а.
*л+1

с.-с,.

Уп+\

0, j wn+1 I ф—ф* I d\x9 ..., J ип+1 | Ф — ф* \d\x
У0

по первому столбцу, замечая, что его значение равно нулю, так как первый
столбец можно выразить в виде линейной комбинации остальных столбцов.
Утверждение леммы теперь следует из того, что миноры ненулевых членов в первом столбце
имеют знаки в. и г> соответственно.

Утверждение единственности в теореме 9.1 доказывается с помощью
приведенной выше леммы. Заметим, что если ф и ф оба соответствуют значению а и

различны, то 1 им d\i ф I и .ф ф для некоторого / @ <; / <[ п). Однако в этом
случае можно применить лемму 9.1, чтобы уменьшить минимальное значение а, и
таким образом, мы получим противоречие. ~"

Сохраняя обозначения теоремы 9.1 и полагая

D = {/1 j ы.ф d\i = cv 0 < i < п|,
D = U\ j tifi) dp = cv 0 < i < nj ,

мы получаем следующие следствия. (Их доказательства являются дословным
повторением доказательств следствий 5.1 (а) и (Ь) гл. III и будут опущены).

Следствие 9.1(a). Пусть V\ — класс тех ф, для которых

'=«,.

\>dv i?C[)D,
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и пусть V2 определяется аналогично, только вместо D используется D.
Тогда ""

(i) ф — единственная функция в Vv на которой достигается значение

и

(И) ф — единственная функция в V2, на которой достигается значение
ь

p = sup \ Ип+1ф^|1.

Следствие 9.1 (Ь). Пусть ф, ф, А, Б, С, D и D такие, как в следствии
9.1 (а), и пусть v0, vlf... , Vn — функции, для которых v0,..., ип, ия+1

удовлетворяют тем же условиям, что и и0,... >*Wfr ^сл" е*= ) °*Ф^ " /1= \^Ф^
(t = 0,..., м), /по ф (ф) — единственная функция из Wt (W2), на которой
достигается значение

у = inf Г мя+1Ф<1и. у = sup Г ип+1фф ,

где Wx — класс тех ф, которые удовлетворяют условию

b [«=*,, *?ЛПД
|»,ф** <«,. *€*пд
а '>*,. *€спд

в №2 определяется аналогично, только вместо ei используются /., а вместо D
используется D.

Так же, как и в §5 гл. III, предположим, что систему {w?}q+1 можно
дополнить еще одной ц-интегрируемой функцией v. так, чтобы получившееся в
результате множество функций удовлетворяло следующему условию.

Условие 9.2.

(а) Системы функций {uQ,.... и., и., ы/+1,..., ип} и {и0 ut\ vv и^{,...
— >ип+\} обРазУют ^-системы на (a, b). (Ь) Определители (д+1)-го порядка,
образованные из каждого фиксированного упорядоченного множества из п-\-\
функций, выбранных из {и0 ... , uv v., u/+1,... , ип), имеют один знак (ср. стр. 103).

В этих условиях справедлива
Теорема 9.2. Если функции и0 . .. ut, v., и^{,..., ип+1 удовлетворяют

условиям 9.1 и 9.2, V, ф, ф определены так же, как и в теореме 9.1, то

ь Ь

6, = inf (— I)"-1 Г и.ф d(i«fl. = sup (— 1)*-' f у.ф d|A
~1 ф€У J l l <p€V J la ^ a

достигаются только на ф и ф соответственно
Доказательство аналогично доказательству теоремы 5.2 гл. III.
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§ 10. Обобщения

Теория, развитая в предыдущих параграфах, может быть
обобщена следующим образом. Пусть v и Я — обобщенные меры
ограниченной вариации, определенные на (а, Ь) и удовлетворяющие
условию

v>^ A0.1)

(это означает, что v (G) — К (G) > 0 для каждого открытого
множества Gcz(a,b)). Если бы v и X были положительными мерами,
то из A0.1) следовало бы, что к абсолютно непрерывна
относительно v. Вообще говоря, A0.1) есть более сильное ограничение, чем
абсолютная непрерывность. Предположим в дальнейшем, что v—к—

t

положительная мера без атомов, т. е. f [dv (т) — dk (т)] —непрерыв-
а

ная функция t. Пусть 2 = {о \ о — обобщенная мера на (а, 6), для
которой X^o^v).

Мы исследуем строение выпуклого множества

2„+1 = (s0, ...,sn)|s, = J Ma, / = 0, 1.....Л, a ?2 J . A0.2)
Предположим, что щ, i = 0, 1, ..., /г, интегрируемы как по

отношению к |v|. так и по отношению к \Х\.
Анализ 2л+1 можно свести к анализу Фп+\. Действительно,

определим \i = v — К и для каждого a 6 2 рассмотрим 9 == a — Я.
Очевидно, 6 абсолютно непрерывна относительно ц, и поэтому ее
можно представить в виде

6(t/) = J<p@d|i(O. (Ю.З)
и

где ф (t) [х-интегрируема и 0 ^ ф (t) ^= 1. Обратно, для каждой ф?Ф
можно построить a = 9 + ^62, где 9 определено, как в A0.3).

Эти преобразования 2rt+i равносильны сдвигу этого множества.
В частности, мы переходим от 2n+i к Фп+\ при помощи
отображения

8 = (so» Si> ••» » Sn) —>с = (С0у ciy..., сп),

8б2л+ь Ct=Si + aiy * = 0, 1,...,/г,
где

ь

— а*=* [ui(t)dk(t), /«0,1,..,,п. A0.4)
а

Геометрию Ф„+ь введенную ранее, совершенно аналогично
можно определить на 2п+1. Каноническое представление в Фп+\
переходит в меру а (не обязательно положительную), которая на
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последовательных отрезках совпадает с v и А,; нулевой (единичный)
интервал для ф соответствует интервалу, на котором а = % (а = v).
Узловые точки ф соответствуют тем точкам, на которых о
переходит от совпадения с v к совпадению с Я или наоборот.

Таким образом, видно, что каждый результат, справедливый
для Фп+1, может быть сформулирован и для 2n+i- Мы оставляем
читателю подробно сформулировать соответствующие теоремы.
Мы только сформулируем аналог теоремы 2.3, так как он
потребуется в следующем параграфе.

Теорема 10.1. Необходимое и достаточное условие для того,
чтобы с = (с0, ..*,сп) принадлежала 2п+и состоит в том, что

п ь ъ

2 akch ^ j и+ (t) dv (t) - j и- (t) dX (t)
k=0 a ' a

для каждого многочлена

u{t) = ^ahuh(f)y
fc=0

еде u+ (t) = max @, и (t)), a a_ (t) = max @, — и (t)).
Доказательство. Точка (c0,cit ...,cn) содержится в Sn+1

тогда и только тогда когда (с0 + а0, ..., сп + ап) 6 Фп+i (v — &).
В силу теоремы 2.3 это эквивалентно тому, что

п ь

2 ak (ск + «*) ^ j "+ (v - А), A0.5)
fc=0 а

п

гдеа = ^а^й. Используя A0.4), мы легко приводим A0.5) к
желаемому виду:

п ь ь

2 akch ^ С u+dv — f u-dk,
fe=0 a a

§11. Задача минимизации

В этом параграфе элегантный анализ задачи о нахождении экстремума
принадлежит Крейну [1951]. Он был обусловлен более ранними результатами
Золотарева и других авторов, приведенными ниже, в примере 11.2. Более подробные
ссылки можно найти у Ахиезера [1965].

Результаты и методы этого параграфа, по существу, основываются на
геометрии, изложенной в предшествующих параграфах. Задача, рассматриваемая
8десь, относится к (К, v)-проблеме. Пусть нам даны вещественные числа

Yo» Yi» - , Yn. Для которых ^ Y^ > 0
fe=0
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и две непрерывные функции а и Р ограниченной вариации на (а, Ь),
удовлетворяющие условию

da>0, | dp 1< da. A1.1)

(Эти неравенства следует понимать в смысле A0.1).)
Пусть U обозначает класс многочленов

п

а@=2аЛ(/)>

коэффициенты которых удовлетворяют условию

i%=i- <п-2>
fe=0

Требуется найти минимум на всем VL функционала
ъ ь

Я (и) = J | и @ | da @ + { « @ * @ 0! Л>
a a

и охарактеризовать многочлен u(t), для которого этот минимум достигается.
В силу A1.1) и A1.2) легко видеть, что inf F (и) *>> 0. Обозначим inf $ (и)

через /.
Пример 11.1. Представляет интерес частный случай, когда Yo — Yi = • • •

... = y„_i = 0, Yn = Ь dp = 0. В этом случае функционал A1.3) и задача
поиска минимума принимает следующий вид: найти коэффициенты ak (k =0, 1,...
... tn— 1), для которых интеграл

Ь

j | ип (s) + а0и0 @ + alUl @ + ... + ап_хип_х (/) | da (/)
а

принимает минимальное значение.
Продолжая рассуждения в общем случае, положим

v = p+a, А, = Р — а. A1.4)

Тогда условие A1.1) примет вид
^<0<v, A1.5)

а A1.3) преобразуется в
ь ь

F (и) = j и+ @ dv @ _ j a_ @ dX @. .A1.6)
a a

где tt+ @ = max (a (t), 0), а и_ (/) = max (— и (/), 0).
n n

Пусть u@=^ ahuk W ~~ пРоизвольный многочлен, для которого ^flfcYfc>0.
п

Многочлен u*(t) = u(t)/ j^ ahyfe удовлетворяет условию A1.2), и поэтому

дг(„*) = _?и_>/

V «Ль
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или

п b b

12 а*уь < $ "+(/) dv @ " J "- w dl {t)> <1,7>
ft=0 a a

если только 0 < / < /.
n

Неравенство A1.7), очевидно, справедливо, если 2°Л^^' и' таким обРа"
fr=o

зом A1.7) справедливо для любого многочлена и. Соотношение A1.7), вместе с
теоремой 10.1, показывает, что

AУо /Yi,...,/Yn)€2n+1 A1.8)
для любого / ? [0, /], где 2л+1 = 2л+1 (v, К) — множество A0.2) для мер v и X.
Очевидно, (П.7) и A1.8) неверны, если />/ при некотором выборе и.

Таким образом, величина / совпадает с максимальным значением /, для
которого справедливо A1.8). Геометрически / можно найти следующим образом: из
начала координат или из нулевого вектора О проводим луч через точку Q =
= (Yo> Yi> •••» Уп) и находим точку Р пересечения с границей 2Л_|_Г Отношение
OP/OQ равно /. Это построение всегда возможно, так как из A1.5) следует, что
нулевой вектор О является внутренней точкой 2п,{ (ср. теорему 2.2).

Перейдем к задаче характеризации минимизирующих многочленов.
Рассмотрим опорную плоскость к 2л+1 в точке

(/Yo./Yi...../Yn). (Н-9)
Таким образом, справедливо

п

2ал<* (пл°)
/=0

для всех с = (с0, съ ..., сп) ? 2rt+1 и

i=0

для некоторого множества действительных чисел а0, ait... ап, d; ^Ч a2t > 0.
/=о

Известно, что A1.9) представляется мерой о В частности,
Ь

Iyt = [ ut (t) doQ (t)t i = 0, 1,..., n, X < a0 < v.
ct

К тому же каждое с, принадлежащее 2п+1, имеет представление
Ь

с1 = \ ul W do W» 1 = °» lf - »п' ^ < a < v-
a

Соотношения A1.10) можно поэтому записать в виде
ь

j и° @ №о @ - da @1 > 0 A1.11)
а

п

для любого a (A, < a < v), где и0 = Л* аЛ (*)•
/—о
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Заметим, что A1.11) справедливо тодько для тех а0, для которых

(dv, если и0 > О,
do. _|^,еслиао>0,

\&, если и°<0, * "

Более того, из A1-12) следует, что

п ь ь ь

12 vi=J а° (° do° (°=$ и+ (°dv (° -~ $ц-(<) л w- A ь 13)
/»0 а а а

п

Это показывает, что многочлен и° (/) = ^ a.ut (t) является минимизирую-
*=о

щим многочленом для функционала $ Мы уже подчеркивали (см. следствие 2.2
(Ь)), что каждый многочлен порождает опорную плоскость к 2„_ц- Мы
утверждаем, что минимизирующий многочлен и0 порождает опорную гиперплоскость в
точке A1.9). Действительно, если (И 13) выполнено, то A1.12) тоже справедливо,
и поэтому справедливы A1.11) и A1 10).

Можно также заметить, что узлы минимизирующего многочлена совпадают
с узлами меры а0, которая представляет точку A1.9), и обратно. Фактически,
если для многочлена и* справедливо A1.12), то также имеет место и A1.13) для

п

и* (t) = ^ а*и. (t); последнее означает, что и* определяет опорную плоскость
i=0

к 2rt+1 в A1.9). Обратное утверждение очевидно.
Резюмируя сказанное, мы сформулируем следующую лемму.
Лемма 11.1, Пусть и0 ?U — многочлен, для которого $ (и) достигает

минимума при ограничении A12) Если у и0 имеется п узловых корней на (а, Ь),
то он единствен. Если число узловых корней и0 меньше п, то минимум
также достигается для любого многочлена, нормированного условием A1.2) и
имеющего те же самые узловые корни, что и и0. Более того, и0 — экстремальный
многочлен тогда и только тогда, когда

ь ь

С 1 + sign ы° (t) Г 1 — sign uo (t) „

lVk = J uk (t) 2 ^ dv (t) + \uh (t) 1 ^ dX (t)
a a

для некоторого />0 или, что эквивалентно,

Ь Ь

1\ =[ч W * (>> + j uk @ si^n "° @ da @- (П.14)
а а

Нам потребуется следующая лемма.
Лемма 11.2. Существуют две кусочно-постоянные функции s (f),

принимающие значения + 1 или —1 и имеющие ровно п+ 1 точку разрыва на (а, о),
которые удовлетворяет условиям
ь ь

J uk (t) s (t) da (t) « J uh (t) <ф (t), k = 0, 1,..., n.
a a

Доказательство Рассмотрим множество 2n , {(a, — a), образованное
согласно A0.1), где a играет роль v, а — а играет роль X. Тогда в силу (ИЛ)
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— da <C Ф <C da и, согласно теореме 2.2, точка с координатами
ь

\uk(t)<$(t), Л = 0, 1,...,л, A1.15)

является внутренней точкой 2„ , 2 (а, — а). Следовательно, она допускает два и
только два главных представления (нижнее и верхнее). Пусть мера а,
удовлетворяющая условиям

{ uk (t) dp (t) = J «ft @ da @. ft = 0, 1, ..., n A1.16)

соответствует одному из главных представлений в A1.15). Тогда do (t) =
= s(/)da(r), где s (/) удовлетворяет требуемым условиям.

Следовательно, если s (t) удовлетворяет условиям леммы, то а, определенная
равенством do {t) = s(t) da(/), является главным представлением моментной
точки A1.15). Этим доказательство закончено.

Заметим, что вт|п№-)=-1. W <*-> = + !• где W0 и smax (О
соответствуют нижнему и верхнему главным представлениям A1.16).

Пусть Q (t) — непрерывная функция такая, что каждая система функций

("Jo"  и {"о» uv - » ип— v ^ = ип) обРазУет ^-систему Рассмотрим проблему
минимизации A1.3) с ^о = Yi = ••• = Yrt_i = °» Yn = 1- Это означает, что тре-

п—1

буется найти многочлен Р (t) =з ^ аь"ь @» на котором функционал
fe=o

F(Q-P)= J|Q@~/3@lda(/) + J[Q(/)-P(/)jdP(/) A1.17)
о a

принимает минимальное значение.

Пусть 0г, 92,..., 9д — точки разрыва функции smin (/), соответствующей
Г-системе {Wjjjp1 и заданным мерам аир.

Теорема 11.1. Минимальное значение A1.17) достигается при
коэффициентах ak (k = 0, 1, .., /i— 1), определяемых из уравнений

л— 1

2Хил<в/>в°<в*>; /es { п- A1Л8)
ft=0

гг-1

Доказательство. Для любого многочлена Рit) = ^ aftHft @ спра-
аедливо соотношение

ъ г л—1

*7(а-/>)>-НО(/)-2в*и*(/)

fc=0

fc=0

W> **(*) +

+ U ° @ - 2 aft"ft @ * W = - J Q @ sn,in @ da (« + JQ о # ">•
a J. fc=0 J a a ч

Заметим, что последнее выражение в правой части не зависит от Р. Знак равенств
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имеет место тогда и только тогда, когда

IQ (t) - Р (t) I = - [Q @ - Р @1 -Smm @. а<*<Ь. A1.19)

Для этого необходимо, чтобы Q(t) — Р (t) обращалось в нуль в точках, где
sm\n(t) изменяет свой знак, из чего следует A1.18).

С другой стороны, если справедливо A1.18), то также выполнено и A1.19),
так как (ип, и... ..,un__vQ) является Г-системой. Более того, существуют
коэффициенты {Дь^о"  * ЯВЛЯЮ1Диеся решением A1.18). Доказательство закончено.

Пример 11.2. Пусть dE = 0. Тогда точки разрыва 94, ..., 6П являются
одновременно узлами для smax (t) и smin (/) = — smin (t) и однозначно опреде-.
ляются из уравнений
6j 62 ь

j ик @ da (t) -\uh (t) da (/) + ...+ (- if J uh (f) da (t) = 0,
а 6, 0П

fe = 0, 1, .. ,, л—1.

В частном случае a = — 1, b = 1, uk (t) = r (k = 0,1,..., n — 1), da (t) = dt
мы имеем

Минимальным значением интеграла

11 п—1

/=1,. > п.

dt

является
i

j
—l

Q (t) sign sin [(n + 1) arccos /] dt.

Л—l

и оно достигается для многочлена ^ aJk при условии, что справедливы
pari— 1

fc=0

венства ^ а&6/ ~ ^ (fy) (/ = 1,..., л). Функция Q ((), конечно, должна быть
fe=o

такой, чтобы {1,/,..., /а"~1, Q(t)} образовывали Г-систему. В частности, если
Q (t) = tn, то

Л d/a sin(n+ 1)8* —Р@ = —т^—т , где cost = 9.
2" sin 9

§ 12. Теорема Ляпунова о множестве значений
векторной меры

В предыдущих параграфах этой главы мы рассматривали мо-
ментные пространства Ф*+ь порожденные мерами,
удовлетворяющими определенным ограничениям. В частности, пространство Ф„+1
состоит из всех векторов с = (с0,. ,., сп) с компонентами вида
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b

ct = f<P"*d|i (i = 0» li.«.,/i), где {ajg —Т-система, а функции ф
a

являются борелевскими измеримыми функциями, подчиняющимися
ограничению O^cp^h Было показано, что каждый элемент Фп+1
порождается функцией ф, которая принимает только значения 0 и
1 таким образом, чтобы нулевые и единичные значения ф
чередовались самое большее, на п + 2 последовательных интервалах.
Если отбросить все ограничения на функции ии кроме того, что
они неотрицательны, (х-интегрируемы, и просто рассматривать
конечные меры ф| = utd\i на интервале (а, 6), то множество Фп+\
можно интерпретировать как область значений некоторой векторной
меры.

Важная теорема об области значений векторной меры
принадлежит Ляпунову. Для того чтобы сформулировать эту теорему, нам
потребуется ввести некоторую терминологию. Говорят, что
конечная мера fi, определенная на а-поле 53 множеств абстрактного
пространства ?, является безатомной, если для любого измеримого
множества Е{ положительной ji-меры существует подмножество
EQczEi такое, что 0 < \х (?0)< \л (Et). Теорема Ляпунова
утверждает, что если №»..«»|in — конечные безатомные меры, то
множество точек в /г-мерном евклидовом пространстве, имеющих вид
([х{ (С),..., \in (С)), при С, пробегающем все 53» является выпуклым
и замкнутым. Следующая теорема является частным случаем этого
результата.

Теорема 12.1. Если Е — абстрактное пространство и \i{, ...
..,, \in — конечные безатомные меры, определенные на некотором
о-поле множеств из Е, то каждая точка в множестве

S(E) = Uci9.. .*сп)\сг = f <рф«, i = 1,.. , ,я, О^ф^Ц

может быть представлена в виде

(ci9 .•„cn) = (ji, (С),... , [in (С))

для некоторого С ?$$.
Замечание 12.1. Сформулированная выше теорема,

естественно, обобщается на конечные безатомные обобщенные меры
ограниченной вариации.

Доказательство. Сначала предположим, что п = 1. Мы
хотим показать, что для каждого действительного Ь ? @, \it (Е))
существует множество С0 6 $ такое, что \i{ (С0) = Ь. Чтобы
доказать это, положим G = {С\ \ii(C) ^b} и определим частичную
упорядоченность ^на множествах из ИВ следующим образом: А^В
тогда и только тогда, когда существует нулевое множество N
такое, что AczB \] N (N является нулевым множеством, если
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Пусть s = sup |а4 (С), где С — любой линейно упорядоченный
G'

подкласс множества G. Тогда существует последовательность {Cft}j°
множеств из ?', которая возрастает относительно введенной
частичной упорядоченности и для которой lim \it (Ck) = s, В этом

fe->00

случае (J Ch?G и является максимальным элементом в ?'. В си-
k

лу леммы Цорна класс о имеет максимальный элемент С0, и мы
утверждаем, что \it {С0) = Ь. Если бы ^ (С0) < 6, то мы смогли
выбрать подмножество А с Е — С0, для которого 0 < |xt (А) < 6 —
— M-i (Со)» и> используя множество С0 |J Л, прийти к противоречию
с максимальностью С0. Поэтому для п = 1 теорема справедлива.

Предположив, что теорема справедлива для п—1, мы заметим,
что, так же как и в теореме 2.1, множество S(E) является
выпуклым и компактным. Предположим, не умаляя общности, что
d\it = fid\i, где \х — безатомная мера, так как мы могли бы

положить \i = ^ \it. Пусть с0 = (с°,., ¦, cj) — граничная точка S (Е).
п

Тогда существуют постоянные а0, ai9.«., ап такие, что V а\ > О,
л п п

2ад + я0>° и 2а^/ + ао==0» так чт° 2a<^i — С?^° для
всех c?S(?) или, что эквивалентно,

j2fl^ (ф-ф°)^>° для всех О^ф^Ь

( ft
Из этого неравенства мы выводим, что если А = h \ t? ?, V a*/i@>

>0 | иВ = Ь|*е?, 2a^w<0h то ф° Равно ° и l на
А и В соответственно почти наверное относительно ц. Полагая

Р = Ш * ? ?, ^ а*/* @ = °|» заметим, что если fx (Р) == 0, то ср°
определена почти наверное и с0 имеет представление требуемого
вида.

Предположим, что \л (Р) > 0, Будем считать для определеннос-
п

та, что а±ФО, так что на Р ft = J <#|. Пусть d = (d,,. .. ,dn)—
»=2

точка с координатами dj = c° — С ^ф = f ф0/^|л, i = 2,..., n,
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содержащаяся в S(P). Из предположения индукции следует, что
f (p°fid\i = f [4\1, i = 2, 3,,.,, я, для некоторого подмножества

'i

Pi cz Р. Тогда, так как /* = Уа^ на ^ то [ '^^^ = \ hd№
/=2 Р Р,

так что

<и = С MM" * = 1,2,,,, ,л.

Доказательство будет полностью закончено, если мы покажем,
что любая точка (с°{,..., cjj) ? Int S (?) принадлежит границе S (Et)
для некоторого подмножества Е{С1Е0 Предположив противное,
положим А = {A \c°(?S(A)} и определим <Д' как произвольный
линейно упорядоченный подкласс <Д, где упорядоченность такая же,
как и в случае п = 1. Тогда существует возрастающая
подпоследовательность {ЛЛ}~ такая, что (л ((J Ah) = sup [х (Л')» так что

U ЛА является максимальным элементом в А'. Мы утверждаем,
к

что либо с0 принадлежит границе S / [} АЛ, либо с0 $ S ( U АЛ ,
т, е, \) Ak?A. Чтобы убедиться в этом, мы предположим, что

k

где A*k — непересекающиеся множества такие, что Ат = [} A'i%
00

Так как \ь (U АЛ <оо, то V [х(Лр->-0 при т-+оо. Поэтому

co6mt[s(u^;) + S(j+^;)]
и, следовательно, с0 6 Int S ( U А'Л = Int S (Ат) для достаточно
больших т> что противоречит тому факту, что Ат?<А. По
предположению с°# jZ)S ( U ^лЬ следовательно, U Ak?A. Поэтому каж-

\ к ) к
дое линейно упорядоченное подмножество А' обладает
максимальным элементом в А и, следовательно, класс А имеет максимальный
элемент Л0. Однако это невозможно, так как множество S(AQ)
компактно, а множество Е — А0 имеет подмножества произвольно
малой положительной меры. Поэтому с0 ? 0S (Е^) для некоторого
подмножества EtczE. Доказательство закончено.
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Теореме Ляпунова о множестве значений векторной меры
уделено много внимания в различных работах. Другие
доказательства теоремы Ляпунова см. у Халмоша [1948] и Блэкуэлла [1951].
Мы считаем, что доказательство, приведенное здесь, является
новым и наиболее простым. Оно опирается на технику геометрии
порожденных моментных пространств в духе данной книги. Теорема
Ляпунова была обобщена и применена к различным статистическим
задачам Блэкуэллом [1950]. Дворецким, Вальдом, Вольфовицем
[1951] и другими. Она была использована Халкиным [1962] при
установлении принципа максимума в оптимальном контроле. Дубинс
и Спанье [1961] отмечали связь с топологией.

Замечание 12.2. Последняя часть доказательства, в которой доказывается,
что каждая с0 ? S (Е) содержится в границе «S (Ег) для некоторого подмножества
Е1 а Е, может быть выведена из следующего результата. Разобьем множество $
на классы эквивалентности отношением А~В тогда и только тогда, когда jli(ААВ)=0
(где ААВ обозначает симметрическую разность между А и В)\ построим
метрическое пространство /С, состоящее из таких классов эквивалентности с метрикой
р (Л, В) = \i (ААВ)\ тогда пространство К будет связным. Тот факт, что если с0
содержится во внутренней части S (?), то она принадлежит границе 5(ЯХ) для
некоторого Ех с Е, теперь следует немедленно. Действительно, если
предположить противное, то пространство К можно было бы разбить на два
непересекающихся открытых непуешх множества Jh ={А/с° (?S (А)} и C={A/c0?lniS(A)}t
что противоречило бы тому, что К связно. Приводимое ниже доказательство
того, что К линейно связно и следовательно, связно, сообщил нам К. Ито.
Эго доказательство мы разобьем на две предварительные леммы, первая из
которых является утверждением теоремы Ляпунова при п = 1 (ср. Дубинс и
Спанье [1961]).

Лемма 12.1. Если \i—безатомная мера, определенная на о-поле множеств
ffi абстрактного пространства Е> и А? ffi таково, что \х (А) > а > 0, то
существует подмножество Аг а А такое, что \i (Аг) = а.

Лемма 12.2. Для каждого A?ffi существует набор множеств А , t?[0, 1],
такой, что:

(i) Af с А8 для t < s (At = А),
(ii) li (AJ-t^A).
Доказательство. Если \х(Л)=0, то лемма справедлива. Если ц(/Г>0),

то применим лемму 12.1 и определим Ах/2 как подмножество А = А1 такое, что

{х (А{/2) = —ц(Л). Затем определим А{/2 как подмножество А1/2 такое, что ц(Л1/4)=

1 [I (Л1/2) и Л3/4 = А1/2[)А\/4, где А\/2 с А - А{/2 и |х (Л'1/4) = 1 ц(А-А{/$.
Продолжая этот процесс, мы можем определить А так, чтобы \л (А ^) =*
= \i{A)-k/2n. Для произвольного t Af определяется соотношением

л<= и V-
k/2n^t

Легко проверить, что множества А удовлетворяют лемме,

Теорема 12.2 Метрическое пространство К связно.
Доказательство. Для любых двух заданных множеств А и В

рассмотрим множества Af н В , определенные в лемме 12.2 и рассмотрим множества Qf
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для t?[0, 1]
М-и+i. <€ [0, 1/2],

Ct = \B2t_v /€[1/2, 1].
Множества С соединяют А и В непрерывной линией. Поэтому пространство К
линейно связно и, следовательно, связно.

§ 13- Обобщения теоремы Ляпунова

В этом параграфе мы рассмотрим некоторые обобщения теоремы
Ляпунова, приведенные у Карлина [1953]. Эти результаты мы
применим в § 14 для того, чтобы решить различные задачи, такие, как
«Задача о Ниле», «Задача о разрезании пирога», «Задача подобных
областей».

В данном тексте приведены некоторые уточнения результатов
Карлина [1953].

Теперь мы предположим, что Е—абстрактное пространство, $—
а-поле множеств из ?, [х—конечная безатомная мера, определенная
на $ и А — ограниченное замкнутое выпуклое множество в т
-мерном евклидовом пространстве. Пусть L = L(\xy ffi) обозначает
пространство всех функций, интегрируемых относительно jx, а
М = М (\i, 3$)—пространство всех существенно ограниченных
измеримых функций, определенных на Е. Если Lm обозначает прямое
произведение L на себя, взятое т раз, а Мт— прямое произведение
М на себя, взятое т раз, то при соответствующем выборе нормы
Мт является пространством, сопряженным к Lm.

Определим МА как множество всех функций из Мт со
значениями в Л. Таким образом, элементами Мл являются вектор-функции
х (t) = (х{ (t)> . , ., хт (*)), каждая компонента которых х% (t) fMj и
x(t)?A почти наверное. Так как А выпукло, то просто проверить,
что Ма выпукло, ограничено и слабо замкнуто.

Так как единичная сфера в Мт компактна в слабой топологии,
то мы получаем, что МА компактно. Из компактности и
выпуклости, используя теорему Крейна—Мильмана, получаем, что МА
порождается крайними точками. Существование крайних точек
доказывается тривиально; любая функция в Мл, единственное значение
которой является крайней точкой, в свою очередь является крайней
точкой МА.

Доказательства приведенных ниже теорем 13.2 и 13.3 опираются
на следующую интуитивно очевидную теорему. (Трудности
возникают при доказательстве измеримости построенной в этой теореме
функции; для простоты изложения доказательство этой теоремы мы
поместим после следствия 13.4.)

Теорема 13.1. Пусть А — компактное выпуклое множество
в т-мерном евклидовом пространстве Я™. Тогда существует боре-
левская измеримая функция q>: A-*Rm такая, что:

(О х±ф(*)?Л для х?Л,
(и) ф(х)=^=0, если х не является крайней точкой А.
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С помощью этой теоремы легко доказывается
Теорема 13.2. Множество крайних точек Мл в точности

совпадает с Мв, где В —множество крайних точек А.
Доказательство. Пусть х0(f) — крайняя точка МА и

предположим противное, т. е. что х0(?Мв. Отсюда следует, что x0(t)(?B
на множестве положительной меры. Однако по теореме 13.1

v ,л _ х0 @ + Ф (х0 @) Хр (t) - Ф (х0 (/))
хо \1) 2 ' 2 '

но это противоречит тому, что х0 — крайняя точка Ма. Легко про-,
верить, что Мв состоит только из крайних точек Ма> что
завершает доказательство.

Теперь пусть М(А\ \iiy . . ., \in) = {lt | /-=1, ..., л, где ^=jxd|xf,
х?Ма и \ij, / = 1, . . ., п,—меры, определенные на $}.

Теорема 13.3. Пусть \ij (/ = 1,..., п) — конечная безатомная
мера, и пусть Т обозначает множество всех х ? Ма> удовлетворяющих
условию &i ^ [xdiii ^Ьь где а* и bt (i *=« 1, , . ., п) — векторы us

Е

Rm. Тогда крайние точки Т содержатся в Мв- (Векторное
неравенство означает, что неравенство справедливо для каждой
компоненты).

Замечание 13.1. Если \i = \х{ + .., + \inf то |х* (U) = J ftd\i
и

для всех U?ffi. Утверждение теоремы в терминах ft состоит в том,
что крайние точки Т множества всех x(t) из МА, для которых
справедливо неравенство

аг*? J xjid\i^bh
Е

содержатся в MBf если \х — безатомная мера. Так как А выпукло и
замкнуто и линейные ограничения получены с помощью элементов из
L(\x, $), то мы получаем, что Т компактно и выпукло и, следовательно,
имеет крайние точки.

Доказательство теоремы 13.3. Пусть х0 — крайняя
точка Г, и предположим, что х0 (J Мв. Если применить теорему
Ляпунова (теорема 12.1) к тп знакопеременным мерам, соответствующим
координатам <p{x0(t))fi(t)d\i(t), i = 1, . . ., /г, то получим измеримое
подмножество Е0аЕ, удовлетворяющее условию

^ф(хо@)/|@Ф@ = ||ф(Хо@)^@Ф@ A3.1)
Е0 В

для i = 1, . . ., п. Определим теперь р(х0(/)) = ф(х0(/)) для t?E%y
Р(хо@) = -ф(х0@) Для t$E0 и г1?(х0@) = — р(Хо(/)).
Очевидно, что

Y „у ... »о@ + Р(хо@) , хо@ + »(х0@)
ло w — 2 *~ 2 '
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а х0 (t) + р (х0 (t)) и х0 (t) + г|) (х0 (t)) принадлежат МА. Простые
вычисления с использованием A3.1) показывают, что

J Р (Хо @) h (t) d|i @ - J ¦ (x0 @) ft (t) d|i @ = 0,
E E

так что x0 (/) + \f (x0 (/)) и x0 (/) + p (x0 (t)) удовлетворяют
ограничениям, сформулированным в теореме, и поэтому принадлежат Т.

Мы представили х0 в виде выпуклой комбинации двух
различных элементов из Г, но это противоречит тому, что х0 — крайняя
точка, поэтому доказательство теоремы закончено.

Теорема 13.4. Пусть \ij (j = 1, . . ., п) — безатомные
конечные меры. Тогда М(А\ щ, . . ., \in) = М(В\ \ii9 . . ., \in).

Замечание 13.2. Непосредственным следствием этой теоремы
является тот факт, что М(В\ \iv . . ., \in) выпукло и замкнуто, так
как М(А\ щ, . . ., \in) обладает этими свойствами.

Доказательство. Пусть х0 — произвольная точка из Мл.
Положим It = J x0djx?. Пусть Г — множество всех х из Ма> для
которых \i = |хфь i = 1, 2, . . ., п. Это множество слабо замкнуто,
выпукло и, следовательно, компактно. (См. замечание 13.1).
Следовательно, существует крайняя точка xt в Г. В силу утверждения
теоремы 13.3 х4 принадлежит Мв и jх^щ = lt = Jх0ф2, i=l,2,...
.. ., п. Таким образом, произвольная точка, взятая из М (A; \iiy . ..
. . ., (хп), принадлежит М(В\ \х{, . . ., \in). Так как обратное
включение очевидно, то теорема доказана.

Следствие 13.4. Пусть С — произвольное, замкнутое, ограниченное мно*
жество в Rm. Тогда, если \i* (/ = 1, . . ., п) — безатомные меры, то М(С; \xv...
. . ., \i ) выпукло и замкнуто.

Доказательство. Пусть А — выпуклая оболочка С. Очевидно, что А
замкнуто, и для множества В его крайних точек справедливо включение В а С.
Поэтому

М (В; \хг , цп) cz М (С; \iv . . ., jij d М (A; \iv . . . |ij.
В силу теоремы 13.4 первое и последнее из этих множеств совпадают, откуда
следует, что М (С; \i{,..., \in) замкнуто и выпукло

Доказательство теоремы 13.1. (Приводимое доказательство
принадлежит К. Йто.) Не умаляя общности, мы предположим, что множество А
m-мерно. Утверждение теоремы эквивалентно существованию борелевской
измеримой функции / : А -> А такой, что / (х) и 2х —/ (х) принадлежат Ли/ (х)^х,
если х не является крайней точкой А.

Для каждого х ? А положим

А(х) = {у\у€А2х-у?А).

Легко видеть, что это множество компактно, выпукло, симметрично относительно
х и сводится к единственной точке только в том случае, если х — крайняя
точка А. Пусть с0, с1,..., ст — т + 1 точек в Rm, не содержащихся в А и не
лежащих ни на какой (т— 1)-мерной гиперплоскости. Определим ft (х) ?Л(х) как
точку в А (х), лежащую ближе всего к точке с„ Такая точка существует и

однозначно определена; существование следует из того, что расстояние || у—с' ||—
— непрерывная функция точки у ? А (х), а множество А (х) компактно. Един
ственность следует из выпуклости Л(х).
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Теперь мы покажем, что если Л(х)=?{х}, то для некоторого i ft (х) ф х.
Действительно, /. (х) Ф х для любого t, если х —внутренняя точка А. Если х
лежит на границе А и /0 (х) = ... = /т (х) = х, то каждая из с1 принадлежит
гиперплоскости Я', проходящей через х, и являющейся дополнительной к
гиперплоскости наименьшей размерности, содержащей А (х). Но если А (х) Ф {х},
то dim Я' ^ т — 1, так что т + 1 независимых точек с0,..., ст не могут
лежать в Я'. Поэтому /. (х) фх для некоторого i.

Функцию / (х) определим равной х, если х — крайняя точка, а в противном
случае с помощью формулы

/w =

/о (х), если /0 (х) Ф х,

U (х), если /0 (х) = х, /х (х) Ф х,

/ (х), если /о (х) = ... = /т_! (х) = х, / (х) ф х.

Очевидно, что / (х) будет удовлетворять всем требованиям, если мы докажем
что она является борелевской измеримой функцией. Чтобы усгановить это,
обозначим через Ue (х) объединение множеств А (х') по всем х' ? А, для которых
|х — х' II <; е. Множество Ue (х) m-мерно, выпукло и компактно, так как оно
является проекцией на последние т координат 2т-мерного выпуклого,
компактного множества

К (е, х) = А П [{х' 11| х' - х ||< e}Xtfm],

где А= {(х, у)\х?А,у?А (х)}.
Множество К (е, х) выпукло и компактно, потому что, очевидно, А обладает

этими свойствами. Определим теперь m-мерную точку

\ y||y-c'l|-*|i(dy)

иг{\) M([/e(x),cU) = J Hy-c'irVWy) '
Ue(x)

где \i (dy) — m-мерная лебегова мера. Ближайшая к с' точка N (Ue (х, с')) в
Ue (х) однозначно определена, так как Ue (х) компактно и выпукло. Заметим, что

так как мера

lim М (Ue (х), с/, k) = N (Ue (х), с'),
А->оо

l|y-cfirV(dy)

J Hy-o'irVWy)
t/e(x)

сходится к 6-мере в точке N (Ue(x), с').
Функции М (Ue (х), с', k) непрерывны по х при фиксированных е и h. Для

того чтобы доказать это, мы сначала покажем, что М (Ue (х), с', к)
непрерывны по е при фиксированных х и к. Так как К (е, х) . /С(е0, х) при
е \ е0 и Int/((e,x) | Int/((e0,x) при е | е0, то UB(x) | ?/8о (х) при е | е0 и
18* 275



Int Ue(x) t ht U^ (x) при e | e0. Так как граница Ue (x) имеет нулевую меру,
то

J g(y)P(dy)-+ ) g(y)\i(dy),
иг(х) U8o(x)

если e | 0 или e | e0i a g (у) — ограниченная неотрицательная функция,
определенная на достаточно широкой области. Далее, так как Ue,^ (х) 3 UQ (z) з
3(/8_6(x),||x-z|l<6, то

J 8 (У) М- (<*У) = Jim J 5Г(У) ^ (<*У)> Пт J g (у) ц (dy) >

>lim J g(y)n(dy)>Hm J «(y)|i(dy)= J *(у)М*у).
z+x 1/е(ж) б-»° ?/8_6<x) U&(x)

Отсюда следует непрерывность M (Us (х), с', k) по х, и можно сделать вывод
что N (Ue (х), с') — борелевская измеримая по х функция, так как

lim М (иг (х, с', Л) = N (С/ (х), с'*).
fe->oo

Для завершения доказательства теперь достаточно показать, что

lim N (Ue (х), с') = / (х) = N (Л (х), с').

Положим pk = N (?/ (х), с1), где eft -> 0 при & -> со. Тогда, так как pfe?^8l (х)
для всех k и Ue (х) компактно, то существует подпоследовательность р*',
сходящаяся к некоторой точке р. Точка р содержится в А (х), так как р ? U (х)
для каждого к' и Г) UPl (х) = А (х). Более того,

II с* — р|| > И с' —N (Л (х). с') ||,

II с' - р ||< Нт || с'- рк' ||< || с' - N (А (х), с') ||,

так что р = N (А (х), с*). Поэтому

limN([/e(x),c')-Mx)-

Доказательство теоремы закончено.

§ 14. Применения теоремы Ляпунова

Результаты теоремы 13.4 можно применить к трем задачам,
упомянутым в начале § 13. «Задача о разрезании пирога»
формулируется следующим образом. Задан некоторый предмет, например пирог,
который требуется разделить на т человек таким образом, чтобы
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каждый человек считал, что он получил справедливую долю или,
по его собственной оценке, по крайней мере Mm часть пирога.
Решение этой задачи, которую мы сформулируем ниже математически,
состоит в том, что нож медленно разрезает пирог до тех пор, пока
один из т человек не заявит, что кусок, определенный таким
образом, составляет не меньше чем \1т часть целого пирога. Ему дают
этот кусок, а каждый из оставшихся т — 1 человек считает, что
оставшаяся часть составляет не менее (т—\)/т от всего пирога,
так что процесс можно продолжать до тех пор, пока каждый не
получит свою порцию.

Если имеется т рациональных чисел ait / = 1,,.. ,m, ^j? о^ =* 1,
/«1

то описанный выше метод можно применить для того, чтобы
устроить разбиение таким образом, чтобы /-й человек считал, что
он получил по крайней мере агю часть пирога. Чтобы пояснить
это, положим at = рьМ~~\ где pt и М — целые. Предположим
теперь, что у нас М человек, и пусть t-й человек выбирает pt раз.
Проводя процесс разрезания пирога, как это описано выше, мы
получим, что /-й человек будет считать, что он получил р{ кусков,
каждый из которых составляет не менее \1М часть всего пирога.

Можно было бы также задаться вопросом, возможно ли
разрезать пирог на т кусков так, чтобы каждый человек считал, что
каждый кусок составляет \1т часть целого пирога и все были бы
довольны тем, что каждый из них получил справедливую долю.
Это была бы немного более бескорыстная группа людей, чем
группа, рассмотренная в первоначальной формулировке,
приведенной выше.

Еще один вариант этой задачи состоит в том, чтобы делить пирог
таким образом, чтобы каждый из т лиц считал, что он на самом деле
получил более чем \1т часть пирога.

Можно показать, что эта задача имеет решение при условии,
что по крайней мере двое из участников различаются в своей
оценке некоторой части пирога.

Следует заметить, что во втором варианте задачи о разрезании
пирога (случай бескорыстной группы лиц) имеется т мер,
определенных на некоторых подмножествах данного множества, и мы
оцениваем т мер на т множествах в данном разбиении. Если мы
изменим число мер и оставим неизменным число множеств в
разбиении, то мы придем к тому, что называется задачей о Ниле. Эта
задача описывается следующим образом. Каждый год на реке Нил
бывает наводнение. При каждом уровне наводнения и при каждом
разбиении на фиксированное число участков земли, окружающей
Нил, каждый участок оценивается определенным образом по своей
пригодности для сельского хозяйства и для других целей. Каждый
уровень наводнения соответствует цене на окружающей Нил земле
и можно задаться вопросом, возможно ли разделить землю на т
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участков таким образом, чтобы стоимость каждого участка
составляла \1т от общей стоимости независимо от уровня наводнения.
Мы покажем, что для любого конечного числа уровней наводнения
эта задача имеет решение. Для бесконечного числа уровней нет
необходимости решать эту задачу.

Частным случаем этой задачи является «задача подобных
областей», в которой, вместо разбиения множества, мы хотим найти для
каждого а между нулем и единицей единственное подмножество S
такое, что для каждой из п мер доля меры S к общей мере равнялась
бы а. Случай а = 1/2 называется «задачей бисекции».

Решение приведенных выше задач опирается на частный случай
теоремы 13.4. Пусть Л — (т — 1)-мерный симплекс точек (уи ..., ут)

т

таких, что yt > 0, / = 1, ...,т, и ^Syt = 1. Крайние точки этого

множества являются m-мерными векторами с /-й компонентой,
равной единице, и с нулевыми остальными компонентами. Легко
видеть, что множество М(В\ щ,... \in) в теореме 13.4 можно
отождествить с множеством (пХт)-матриц R, определенным следующим
образом. Рассмотрим разбиение (Л1? ...,Лт) множества Е, где
Л*?$, i= 1, ...,m, и пусть /-я строка типичной матрицы в к
равняется (\ij (А{),..., \ij (Лт)). Множество R получается, если
рассматривать такие матрицы при всех разбиениях пространства Е. Из
теоремы 13.4 мы непосредственно получаем следующую.

Теорема 14.1. Если щ,..., \in — конечные безатомные меры,
а множества А и R определены, как указано выше, то множество
матриц R компактно и выпукло, причем R = М (Л; \ii9..., \in).

Следствие 14.1. Если \х{, ... , \хп — базатомные
вероятностные меры, то для каждого набора из т неотрицательных чисел

т

ah 2аг = 1, существует разбиение Aiy...,Am пространства Е
/-=1

такое, что \it (Aj) = aj при всех i = 1,..., п и j = 1, ..., т.
Доказательство. Матрица, каждая строка которой равна

(av ..., am), принадлежит М (Л; |xt,..., \in). Следствие вытекает из
теоремы 14.1.

Непосредственно выбирая меры из следствия 14.1, можно
показать, что каждая из обсуждавшихся выше задач имеет решение,
за исключением задачи о разделении пирога так, чтобы каждый
считал, что он получил более]чем справедливую часть. Решение этой
задачи содержится в следующей лемме.

Лемма 14.1. Если \х{, ..., \хп — безатомные вероятностные
меры и \1ЬФ \ij для некоторых iф/, то для любых т заданных

т

действительных чисел at > 0, i = 1, 2, ..., т, "V ос* = 1, сущест-

вует разбиение Aiy ,,,Лт пространства Е такое, что \it(At) > a*
для i = 1, „, ,т.
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Доказательство. В силу теоремы 14.1 для доказательства
леммы достаточно показать, что существует функция р = (Р4, .*»

т

¦••>Рт)> определенная на ?, такая, что р* (/) > О, Vp.(^)*= 1 и

[$id\ii><*i для i = 1,... ,/я или f (Р4 —a^d^ >0, /==1, ...,m.
Мы будем записывать меры в виде d\ii = ftd\i. Предположим

противное, т. е. что р с вышеперечисленными свойствами не
существует. Мы рассмотрим множество S всех векторов (bu ...,&т), где
bt = f (pf — ai) /idfi, полученное при изменении вектор-функции р.

Это множество замкнуто, выпукло и содержит точку @, 0, ...,0).
(Достаточно выбрать Р*@~а*)- Более того, S не пересекает
положительный ортант. Следовательно, существуют постоянные |j,
i= 1, ...,m, не все из которых равны нулю и такие, что

т

2&«$(P,-a')f'd't-0

при всех р = (р\,..., pj.
m m

Мы предположим, что 1тф0. Учитывая, что V P*=* 1 и V «1 = 1»

получим, что последнее неравенство можно переписать в виде

/п—1

J2F»/i-b»/J(Pi-«i)d|*^0. A4.1)

Мы утверждаем, что из A4.1) следует, что gf/| — gmfm = О
почти наверное относительно ц. Если бы это было не так, то мы
бы положили

Bi-{t\ltft-Um<0),

Ct^{t\yi-Um>0}

и определили бы

Р?(О = { «« — a/(m — 1), /€Bi. t'=l,...m—1,

27Э

0,

af — a/(m — 1),

«i + p/(/n— 1),

/б Л,

'6 Я*,

/ect,



где а = min {ai, ..., ат-{}, а Р =» 1 — 2 «г и
*-i

РЬ@

1,

Р + сс,

о,

t?Au

teBu

teCi.

При этом выборе р° нарушилось бы неравенство A4.1), за
исключением того случая, когда lift = ?m/m почти наверное для / = 1, ...
... , m— 1. Но так как Г/*ф=1 для каждого /, то отсюда
следует, что It = ?m для / «=* 1,... ,/п — 1» В этом случае все меры р*
совпадают, что противоречит предположенияхМ леммы.

Примеры и применения этого параграфа взяты у Дубинса и
Спанье [1961]. Доказательства, приведенные выше, являются
немного измененными и улучшенными доказательствами этой работы.



Глава IX

МИНИМАКСНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ, НЕРАВЕНСТВО

МАРКОВА —БЕРНШТЕЙНА И СВЯЗАННЫЕ

С НИМИ ЗАДАЧИ

Основным инструментом при получении результатов этой главы
является теорема представления (теорема 10.1 гл. II), выражающая
положительный многочлен в виде единственной комбинации двух
других многочленов, обладающих специальными осцилляционными
свойствами. Многие экстремальные задачи легко решаются при
подходящем использовании теоремы представления. К этой категории
задач мы относим ряд задач наилучшей минимаксной
аппроксимации, неравенство Маркова — Бернштейна для многочленов и
различные экстремальные задачи типа тех, что рассматривались Берн-
штейном [1926].

Пусть {и JJ — чебышевская система на конечном интервале la,
b]. Пусть далеер (/) ид (t) — непрерывные функции на la, 6],
удовлетворяющие неравенствам р (t) > и (t) > д (t) для некоторого
многочлена и (t). Теорема 10.2 гл. II утверждает существование двух
многочленов и к и со специальными осцилляционными свойствами.

Точнее, и и и лежат между р и д и касаются функций р к д
поочередно вп+ 1 точках на [а, Ь\.

Решения многих экстремальных задач в теории аппроксимации
функций многочленами связаны о специальными многочленами и
и и при подходящем выборе р и д. Этот способ основывается на

простом подсчете корней, учитывающем единственность и и и с
указанными осцилляционными свойствами. Действительно,
многочлены и и и покрывают промежуток между p(t) и д (t) не менее п
раз при f, пробегающем [a, bY Поэтому, если и (t) — многочлен,
лежащий между р и q, то и — и н и — и имеют по крайней
мере п корней при условии, что неузловые корни считаются
дважды. Очевидно, далее, что и — и и и — и не могут иметь п+1
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корней, если они не обращаются в нуль тождественно. Отсюда
следует, что и — и и и — и удовлетворяют некоторым неравенствам.
Такие неравенства могут рассматриваться как экстремальные
характеристики и к и, соответствующие различным вариационным задачам.

§ 1. Многочлены наилучшего приближения

Имеется обширная литература по конструктивной теории
наилучшей аппроксимации. Значительная часть книги Натансона [1949]
посвящена обзору многочисленных ответвлений этой теории. Гл. II
у Ахиезера [1965] также хорошо отражает результаты по наилучшей
аппроксимации в смысле минимаксной нормы. Первыми важный
вклад в эту область внесли Чебышев, Хаар, Ахиезер, Золотарев,
Валле-Пуссен, Бернштейн и другие. Отправной точкой для многих
дальнейших исследований является знаменитый трактат Бернштей-
на [1926], в котором рассматриваются многие экстремальные задачи.

Во многих работах содержатся исследования по наилучшей
аппроксимации для функций многих переменных и в пространствах
более общего вида. В этой связи мы сошлемся, например, на Рив-
лина и Шапиро [1961], Ньюмана и Шапиро [1963], Раиса [1963],
Начбина [1965] и на библиографию в этих работах. Интенсивно
изучался и вопрос об единственности наилучшей аппроксимации.
Мы не будем перечислять большое число подходящих ссылок.

Пусть С [а, Ь] обозначает пространство всех непрерывных
функций, определенных на [а, 6], и пусть ||/|| означает норму

(|/||= max |/@|, feC[a,b]. A.1)

Рассмотрим задачу аппроксимации (по норме A.1)) функции
/6 С [а, Ь] а-многочленами по Г-системе {ajg на интервале [а, Ь].
Именно, требуется определить или по крайней мере

охарактеризовать многочлен и = \а^, для которого величина
/=о

/ — J Wi
/=0

A.2)

достигает минимума.
При изучении наилучшей аппроксимации функции /

многочленами часто используют также ?г-нормы

/=о

и /I

/ — ^ atut =» ( П / — 2й{Щ
*=о

\r \ Mr

Ф] t г>0, A.3)

где \ь — фиксированная мера.
Случай, когда г = 2, a ut (t) = tl (i = 0, 1, ,.., /г), приводит к

рассмотрению ортогональных многочленов.
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Случай г = 1 обсуждался в § 11 гл. VIII. Норма A.1) есть
предельный случай A.3) при г -> оо.

Данный параграф посвящен раскрытию внутренней связи между
решением минимаксной задачи

min max /(o-2fl«u'W
i=0

A.4)

и многочленами и и и из теоремы 10.2 гл. II при подходящем
выборе p(t) и q(t).

Начнем с классической характеризации решения (\А) (ср.
Бернштейн [1926]).

Теорема 1.1. A) Многочлен, минимизирующий A.4),
определяется единственным образом для любой функции /6 С [а, 6] в
том и только том случае, когда функции {euq> ui9 ..., ип} образуют
Т-систему при е = + 1 или — 1.

B) Если {ut}% — Т-система, то для каждой функции /6 С [a, Ь]
п

единственный многочлен v^= ^SatUi, минимизирующий A.4), ха-
/=о

л+2
Iрактеризуется тем, что существуют п + 2 точки {ti}'

(а ^ ti < t2 < ... < tn+2 ^b) такие, что

(-1)'в{/(/|)-^('|)> =

= max | / (t) — v* (t) |, i = 1, 2,,.,, n + 2, A.5)

где 6 = + 1 или — 1.
Для удобства изложения доказательство теоремы 1.1 отнесено

п

в § 3. Полезно указать, что если многочлен 1># = V aiut удовлет-
/=о

воряет условию A.5), то v# — многочлен, наименее уклоняющийся
от функции / (t). Это утверждение легко доказать с помощью
метода подсчета корней, описанного во введении. В самом деле,
пусть и* удовлетворяет условию A.5). Это означает, в частности,
что [а, Ь] можно разбить по крайней мере на п + 1 отрезков таких,
что на каждом отрезке v^ изменяется от f(x) + m до / (а:) — т
(т = II / — *>* ||). В таком случае любой многочлен,
удовлетворяющий условию \f(t)—u(t)\^m, t? [а, Ь], очевидно, обладает тем
свойством, что v# — и имеет не менее п + 1 нулей (не менее
одного на каждом отрезке), если неузловые нули считаются дважды.
Обращаясь к теореме 4.2 гл. I, мы заключаем, что u(t)^v#(t).
Проведенное рассуждение доказывает, что многочлен v^ наименее
уклоняется от f (х) и определяется свойством A.5) единственным
образом.

Пример 1.1. Одно из приложений теоремы 1.1 проистекает
из следующей задачи: среди всех многочленов степени п с главным
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коэффициентом, равным единице, найти многочлен, абсолютный
максимум которого минимален, т. е. определить значения
коэффициентов аь а2, ..., аЛ, для которых величина

max \f + ajTx + ... + an\ A.6)

достигает минимума.
На языке теоремы 1.1 это означает, что нужно найти наилучшую

аппроксимацию функции / (/) = tn многочленом степени п— 1.
Эта задача в геометрической постановке была изучена ранее как
часть теоремы 4.2 гл. IV. Более прямое доказательство использует
критерий теоремы 1.1 и проводится следующим образом.

Пусть

Rn(t) = ^zr, Tn(t) = ^ircosnQt / = cos0,
где Тп (t) обозначает /i-й многочлен Чебышева первого рода.

Очевидно, главный коэффициент Rn (t) равен единице и

max | Rn (t) | = —т .

Кроме того, в точках

/k = _CQS-jL, ? = 0, 1, ...,rt,
имеем

Rn(tk) = (=^^, ft = o,i,..., п.
Следовательно, многочлен Rn (f) принимает свое максимальное
абсолютное значение \12п~х с чередующимися знаками в точках /0, tiy...
...,*п. Из теоремы 1.1 мы заключаем, что наименее уклоняющийся
от нуля многочлен с главным коэффициентом единица равен
2-«+1Тп @.

Другие, более сложные примеры применения теоремы 1.1
представлены в § 2. Наилучшее приближение к tn на конечном
интервале многочленом степени п — 1 было впервые изучено Чебышевым.
В книге Бернштейна [1950] содержатся многочисленные примеры и
характеристики решений соответствующих задач для Г-систем
(см. также гл. 2 у Ахиезера [1965]). Наилучшее минимальное
приближение многочленами п — 2 степени к функции tn + Atn-X
(где А задано) получено Золотаревым (см. Ахиезер [1965],
стр. 280). Эта задача связана с изучением эллиптических функций.

Периодический аналог теоремы 1.1 дается следующим
результатом.

Теорема 1.2. Если {щ}2™ — Т-сиспгема периодических функ.
ций на [a, ft), mo многочлен, наименее уклоняющийся от заданной
непрерывной функции f на [а, 6], характеризуется единственным
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образом тем, что существуют 2т + 2 точек {^}?m+2 (t{ < t2 < ...
... < tm+2 < ^i + b — а) таких, что

(— 1)/б{/(^) — w (**)} = max |/$ — и(*)|, 6 = + l или —1

при i= 1,2, ...,2m+ 2.

§ 2. Многочлены наилучшего приближения
(продолжение)

Полезно теперь вывести соотношения между экстремальным .
решением и# задачи A.4) и многочленами и и и из теоремы 10.2

гл. II. Многочлены а и и играют основную роль в случае, когда
расширенная система {н0, щ,... ,ип,/} представляет собой Г-систему
дополнительно к обычному предположению о том, что {ut}n —
Г-система. Пусть это требование выполняется. Мы хотим определить
экстремальный многочлен, на котором достигается

mm max

a0f...,an a^t^b
f(o-2fl«a«w

/=0

B.1)

Построим многочлены и и и> существование которых
гарантируется теоремой 10.2 гл. II для системы {uQt ии ..., ип, /},
связанной с функциями р (t) е= 1 и q(f) = — 1. Именно, многочлен

a@ = 26«M0 + 4f@ B.2)
характеризуется условиями:

A) -1^JT@^1;
B) существуют п + 2 точек {s?}f+2 (а *? St<s2 < ... < sn+2 ^ М

таких, что a (st) = (— l)n+w, / = 1,2,..., п + 2.
Подчеркнем, что функция f(t) входит в Г-систему,

используемую при построении многочлена и. Отметим также, что в
рассматриваемом случае при p(t) = + 1 и q{t) = — 1, имееми (/) =—u(t).

Коэффициент d при f(t) в формуле B.2) не может быть равен
п

нулю. В противном случае многочлен ^SbtUi обращается в нуль

в п + 1 точках и, следовательно, тождественно равен нулю.
Используя свойства A) и B), мы выводим, что

|/(о-(—a-S^w *¦'

и равенство достигается при условиях, данных в теореме 1.1.
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Таким образом, справедлива
Теорема 2.1. Если функции и0У uv ..., ип образуют Т-сис-

п

тему, то многочлен —^ V 6|М^ (/), определенный посредством

B.2), является наименее уклоняющимся от функции f (t), и
минимальное уклонение равно l/\d\.

Сделаем несколько замечаний, относящихся к случаю, когда
расширенное множество функций и0Уи^ ... ,un,f не образует Г-сис-
тему. Мы исключаем тривиальный случай, когда функция / есть
и -многочлен.

I. Пусть С обозначает множество чисел с > 0, для которых
существует многочлен, лежащий строго между f (t) — с и f (t) + с.
По теореме 10.2 гл. II для каждого с?С существует многочлен
(по системе и0, щ,..., ип), имеющий максимальное колебание между
f(t) + c и f(t) — с. Именно, и (t\ с) лежит между f (t) + с и
f (t) — с и существуют п + 1 точек {si}nj+1 (а ^ st < s2 < ...
... < s„+) ^b) таких, что

и (s,;c) = f(st) + 6(- 1L t = 1,2,... , л + 1, B.3)

где 6 равно +1 или —1. Многочлен u{t\c) из теоремы 10.2
гл. II может быть выбран равным либо и, либо и.

Пусть с0 — inf {с | с ? С}. Выберем последовательность ch ->¦ с0,
ch?C так, что u(t\ch) сходится к некоторому многочлену v(t\Co).
Тогда, разумеется,

f(t)-c0^v(t;c0)^f(t) + cQ. B.4)
Если теперь

сп = min max
fa/1 t f(t)-^aiUi{f)

lr=0

B.5)

то мы легко выводим из определения с0 и c'Q, что с'0 = с0.
Следовательно, v (t\ cQ) = v+ (t) — экстремальный многочлен для B.1) и
равенство должно достигаться попеременно слева и справа в B.4)
не менее п + 2 раз.

Заметим далее, что предельный многочлен v (t; с0). единствен и
не зависит от аппроксимирующей последовательности и (/; ck) в
силу единственности многочлена наименьшего уклонения. Итак,

\imu(t\c)^v^(t) = v(t\c0)t B.6)

и, следовательно, при приближении с к с0 многочлены и (t\ с) и
u(t\c) из теоремы 10.2 гл. II стремятся к общему пределу.

II. Если {Ui}lm — периодическая Г-система на [а, Ь] и / (t) —
непрерывная периодическая функция на [а, &], то для больших с сущест-
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вует однопараметрическое семейство многочленов и (/; f0, с)9
удовлетворяющих

f(f)-c&u(t\tQ,c)^f(f) + c9 B.7)

которые покрывают расстояние между f(t) + c и f(t) —с не менее
2т раз, в то время как t пробегает [а, 6]. Допустим теперь, что с0
является нижней гранью тех значений с, для которых существует
многочлен, лежащий строго между f(f) — с и / (/) + с, и пусть
у*@ — единственный наименее уклоняющийся от f(t) многочлен,
полученный в теореме 1.2. Используя те же соображения, что и
в пункте I, мы заключаем, что

lim и (t\ tQi с) = и# @ для всех tQ.
с-+с0

§ 3. Доказательство теоремы 1.1

Следующее доказательство теоремы 1.1 стандартно и его можно
найти во многих работах по теории аппроксимации (см., например,
Ахиезер [1965]).

Доказательство. Предположим сначала, что {гиОУ щ, ...., ип}
не является Г-системой. Тогда существуют п + 1 различных точек
'о < h < — < fn ('« € & b)) таких, что

det[||^(^||?,/=0] = 0. C.1)
Следовательно, существуют вещественные константы с0, си ..., сПУ
п п

2 ci > 0, удовлетворяющие уравнениям V ctuh (tt) = О, k == 0,
1,..., л, и такие, что для любого многочлена и выполняется условие

2 **"('«) в0- C.2)

Далее из C.1) следует также существование ненулевого многочлена

и = > btUi @, обращающегося в нуль в точках t0, tu ..., tn.
/=о

Пусть функция g, принадлежащая класау С[а,Ь\ такова, что
ll*@!lf?l и

g(tt) =*ct/\Ci\, если сгФО.
«^»

Если Х>0 выбирается так, чтобы выполнялось ||Л,а||<1, то
/ @=?@ [1 —1^@1] имеет тот же знак, что и g(t) в точках tt
при сьФ0.

Построим теперь бесконечный ряд многочленов с одним и тем же

минимальным уклонением от функции f(t). Если /~2а'«'
/*=о

<1
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для некоторых а0, ait... ,ап, то справедливо неравенство

-IKgihni-ltiVim-'ZatUttoXl, / = 0,1,...,«,
/=-0

которое сводится к неравенству

-!<?(';)-2<?М';)<1, /-0,1,....*
п

Поэтому, если с^О, то величина ^а^^) имеет тот же знак,
/«0

п п

что и С], а ^ С; 2 atui (h) ^ 0* ^о это противоречит условию
/=о /—о

C.2). Следовательно,

Если теперь | б | ^ 1, то

\f(t)-6kZ(t)\ ^1/@ + ЬХи (t)\^\g(t)\ (l-\%u{t)\) +

+ |б*и@1^1-A-|б|)|Хи@1^1,

поэтому б^м (/) — экстремальный многочлен для | б | ^ 1.
Положим теперь, что {ги0У иь ..., ип} — Т-система и установим

справедливость утверждения B) теоремы. Отсюда будет легко
следовать утверждение пункта A) об единственности.

Если {ги0, ии ..., ип] — Г-система, то легко доказать
существование минимизирующего многочлена. Установим справедливость
второй части теоремы доказательством от противного. Предположим,

что v = V ^iui удовлетворяет условию
*=о

\\f-v\\=m: ¦ mm /—2а*и«
/=0

и что f(t) — v (t) принимает поочередно значения ± пг только в
k^n\-\ точках. Предположим, для определенности, что в первой
из этих точек f(t)—v(t) принимает значение + /я. Тогда
существует k—l точек Ун у* . * „ Ук-\ (а<У1<У2< ---<Уь-\<Ь)
таких, что

f(yi)-v(yi)=0, i = l,2,.,„fc-l,

и для некоторого \х > 0.

т > f (t) — v(t) > — т + [*, * 6 [a,yt][}[у29*/3] U ¦ •.,

m — v>f(t) — v(t)> — m, te\t/i9yA[)\y*yA]\) ...
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По теореме 5.2 гл. I существует многочлен w, все нули которого
на открытом интервале (а, Ь) суть узловые нули в точках yi9 у2,...
..., yk-\ и w(t) ^0, a^t ^yt. Если теперь б > 0 выбрано так,
что 16w (t) | ^ (i/2, то для < 6 (а, 6) выполняется неравенство

\f(f)-v(t) + 6w(t)\<m. C.3)

Равенство для конечной точки а в C.3) возможно только в
случае, когда f(a) — v(a)=mu w(а) = 0, а для точки Ъ — только в
случае, если |/ F) — v (b) | = т и w(b) = 0. Чтобы получить
неравенство в точках а и 6, положим, что wt (t) — любой многочлен,
для которого wi (f) [f (t) — v (/)] > 0 при t = a,b. Тогда при
достаточно малых т) имеем

\f{t)-v{t) + bw{t)-v\Wi{t)\<m

для всех t?[a,b]. Следовательно,

min f— 2^й
/=о

<т\

это противоречит тому, что т — минимальное уклонение.
Таким образом, всякий многочлен наименьшего уклонения

удовлетворяет условию B).
Утверждение единственности в части B) было доказано ранее.

§ 4. Примеры применения теоремы 1.1

Для полноты изложения приведем три простых примера
применения теоремы 1.1, на которые будем в дальнейшем ссылаться.
Представления будут в каждом случае явно указаны.

Пример 4.1 (ср. Ахиезер [1965], стр. 58). Мы хотим найти
п

многочлен вида ^^att\ наименее уклоняющийся от функции
/=о

\l(t — с)(с> 1) на интервале [— 1, 1].
Отметим попутно, что система {1, t, t2,..., Г,— \f(t — с)} есть

Т-система на интервале [—1,1]. Это немедленно следует из того,
что функция

имеет, очевидно, не более п+l нулей на [—1, 1]. Знак
определителя A.1 гл. I) для рассматриваемой системы, как легко видеть,
положителен.

Во всех примерах, которые здесь рассматриваются, метод
построения наименее уклоняющегося многочлена заключается в
нахождении многочлена, обладающего осцилляционными свойствами,
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указанными в теореме 1.1. Этот многочлен и дает наилучшую
аппроксимацию.

Для данной задачи рассмотрим функцию

^)=4[^ + 2-П1^г]. D-0
где / = 2-1 B + z_1), с =• 2-1 (р + р-1) или р = с — 1/с*=7< 1,
р>0и К = 4р"+2A -р2)-2-

Поскольку ty (f) — рациональная функция от г и if> (t (z)) =
= t|) (t (г-1)), то имеем

*ffl P{z) __Р(г~'> - Р(г) + Р(г~') __Pi(g+z-') PlBt)
^W QW Q(z-!) QB)+QB-') Q(8 + «-') ~QiB0 *

где P, Q, Pi и Qi — многочлены. Следовательно, \|э (/) —
рациональная функция от /, у которой единственный конечный полюс
расположен в точке t == с. Кроме того, из соотношения

вытекает, что

где Яп @ — многочлен степени не более /г.
Теперь при ty пробегающем справа налево отрезок [— 1,1], из

соотношения

«-И.+4)-^-««
следует, что z пробегает верхнюю половину окружности {eiQ

Э^зх}. Легко проверить, что |\|)(f)|^/C, так как при \г
,п ' = 1. Кроме того, г|э (/) принимает значение К

0^
= 1

мы имеем

или —/С, если
г l-pz

arg {z°^} D.3)
ft z

равен 0 или jt(mod2jt). Далее, так как функция гп \___a имеет
п+ 1 нуль при |z|< 1, мы заключаем с помощью принципа
аргумента, что величина D.3) возрастает от я до (я+ 2) я, когда г
описывает верхнюю половину единичной окружности.

Поэтому функция г|?(/) принимает свое максимальное
абсолютное значение К с чередующимся знаком в п + 2 точках [— 1,1]
и многочлен Рп (/), определенный посредством D.2), удовлетворяет
требованиям теоремы 1.1. Следовательно, Рп(х) есть многочлен,
наименее уклоняющийся от функции (/—с)"  на [— 1,1]. Значение
наименьшего уклонения дается выражением К =(с—)/с2--1)п/(с2— 1).
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Уместно сравнить «многочлен» ty(t) с парой осцилляционных
многочленов и и и теоремы 10. 2 гл. II. Мы видим из D.2),

что \|з @ — многочлен по_ отношению к Г-системе {1,/,..., Г,
— \/(t — с)}. Многочлены и и и, колеблющиеся между р (/)=/( и
q(t)z=* — /С, выражаются в явном виде как и (t) = г|э (/) и Ъ (t) =
— — «ф (/). Определение знака возможно, так как \f (t) -> — оо при

i\c. Пример 4.2. Сформулируем без доказательства следующее
обобщение примера I (см. Ахиезер [1965], стр. 249).

Пусть

w (t) = f\(l-±.y С|>1, <=1,2,
/=1

.,29,

t = 2~' (г + г-1), |г| ^ 1, ^ = 2  (р, + 0Г1),

|ftj<l, А= 1,2,...,2?,
2flf

Й(г) = П^-Рл,
*=»i

5Ст —

Тогда

1
2<7

2д- l+PlPl-..Р.

2<7

1 п^ + к» ^=9-
зд

*=1

^m /^~mQ (Z-1) , т_2„ Й^<*»>-^Г-т^ + * Q тйгКйо(z 1) )

— многочлен степени т относительно переменной t с единичным
главным коэффициентом и

mm max — = ?с„ D.4)

Многочлен Тт (t\ w) — экстремальный.
Доказательство D.4) получается так же, как в примере 4.1, с

использованием функции z ч * . .

Утверждение в примере 4.1 может быть выведено из
утверждения примера 4.2.

Можно дать ряд различных интерпретаций для связи многочлена
Tm(t>w) с функциями и и и теоремы 10.2 гл. II. Если положить
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P(t)=%mVw(t) * q(t) = — (?mVw(t)9 то Tm(t\w) есть
многочлен и (t) по системе {t1}™ для этих р и q. А если отнести
множитель Vw (t) к степенным функциям, то Тт (t, w)/Vw (t) —
многочлен u(f) по Г-системе {ti/i/'w(f)}Q9 который максимально
колеблется между константами p(t)^t?m и q(t) = — {?m.

Пример 4.3. Получим теперь аналог примера 4.2 для
системы периодических функций 1, cos 8, sin 0, ..., cos m0, sin m0.
А именно, наша задача заключается в минимизации выражения

max |G(8)|, D.5)
о<е<2я

где

Функция /i@) есть фиксированный положительный многочлен
степени /, а Н @) — произвольный многочлен вида

от—1

Я @) = A cos m0 + В sin m0 + ^ (а* cos ^е + bh sin fe0)> D-7)

где m > /, А и В (Л2 + В2 > 0) заданы.
Следуя правилу теоремы 1.2, мы должны найти многочлен вида

D.7) с заданным главным коэффициентом, обладающий тем
свойством, что G @) принимает свое максимальное абсолютное значение
2т раз с чередующимися знаками или, что эквивалентно, нам
нужно определить многочлен по отношению к периодической Т-сис-
теме

1 cos8 sin 6 cos (т — 1) 9 sin (m— 1)8
h (8) ' /i(8) • /i(8) » ' • •' /1F) » /i(8)

который наименее уклоняется от функции

yTgr (Л cos mQ + В sin m0).

Для того чтобы построить такой многочлен, используем
классическую теорему факторизации для положительных
тригонометрических многочленов и определим

h(Q)=\g(z)\\
где z = etQ и

В (г) = У П (* - *v) = V*1 + ^ + • • • + Y'.
v=l

Т>0, |Zv|<l, v = l,2,...,/.

Рассмотрим функцию

^GO@)=^{CZ'"-1-JM.), z= в», т>/,
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где

IA—iB, m>/+l,

*-« + *<' + *), me/> &==(vVyJ)
и g* B) — обратный многочлен, определенный выражением g* (z) =

1

= г'# (z ) = v'z + • • • + biz + Y = Y П 0 — *v3)- Заметим, что

Iy'/yI < 1, поэтому с определено корректно. Так как

YGo(9)=T| _} + g(z) j-

"" 2 I leWI1 Г

то можно легко проверить, что числитель G0 @) имеет требуемый
вид. Те же рассуждения, что и в примере 4.1, показывают, что
аргумент функции

Я* W * 1 1 - v
v=i

возрастает, пробегая интервал длины 2тп при 6, возрастающем от
О до 2я, и G0 @) принимает свое максимальное абсолютное
значение

max|G0(e)|=T-2kl D.8)
е

с чередующимися знаками не менее 2т раз. Следовательно,
функция Go@) минимизирует D.5) над классом функций, определенных
посредством D.6) и D.7).

Для того чтобы интерпретировать функцию G0 @) в терминах
теорем представления § 6 гл. VI, воспроизведем следующий
результат теоремы 6.2 гл. VI. Пусть {и Jo — Г-система периодических
функций на [0,2я], а р@) и q @) — непрерывные периодические
функции на [0, 2jx] такие, что для некоторого многочлена v
выполняется р@) >i>@) >?@). Теорема 6.2 гл. VI утверждает, что в
этом случае существует однопараметричеекое семейство многочленов
и@;0о), обладающих свойствами

A) рF) >а(в;90) >^(9),
B) v @) — и @; 0О) обращается в нуль в 2т различных точках,

одна из которых 0О,
C) существует 2т точек si < s2 < ... < s2m, которые

перемежаются с нулями v @) — и @; 0О) и

u(si;e0)=j^>' '-^четное,
l?(si)» / — четное.l?(si)» i — четное.
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Полный класс многочленов ы@;0о) порождается значениями
параметра 60 из полуоткрытого интервала, ограниченного двумя
смежными корнями фиксированного многочлена и@;0'). Более того,
класс многочленов и @; 90), полученный таким образом, не зависит
от конкретного вида функции v(Q).

Далее из D.5) и D.8) получаем

|Go(e)I^Y-2k|
или

'^Hw^Ikv-'m. .-л
Последнее неравенство можно также записать в виде

- y~2h (в) < у~2Л {е%т~21 (g (г))*) < y~2h(В), г = Л D.9)

где ei4> = -rj\ • Так как равенство возникает попеременно слева и
справа в D.9) не менее 2т раз, то средний член в D.9) есть
необходимо один из многочленов н@;0о), построенных в теореме
6.2 гл. VI. При ф, пробегающем [0, 2я), эти многочлены образуют
полный класс многочленов а@;0о). Таким образом, класс
многочленов

у-2а{е'*гт-21(§(г)П г = Л е*-^,
параметризованный посредством ф ? [0,2я], совпадает с классом
многочленов а@; 0О), 0О6[О, 2я]. Чтобы доказать это утверждение,
мы замечаем, что всякий многочлен и @; 0О) имеет главные члены
A cos m0 + В sin m0, где Л2 -f В2 > 0. Поэтому мы можем
определить ф так, что у~~2Л {elq)zm~21 (g (г)J} имеет те же самые главные
члены, и, таким образом, разность рассматриваемых многочленов
тождественно равна нулю, так как имеет не менее 2т нулей.

Пример с тригонометрическими функциями из этого параграфа
изучен Сеге [1964]. Бернштейн рассматривал менее полный вариант
аналогичной задачи для обычных многочленов с полиномиальной
весовой функцией. Полное решение задачи приводится у Ахиезера
[1965] (стр. 256).

§ 5. Обобщение неравенства Маркова — Бернштейна

Две знаменитые теоремы, принадлежащие Бернштейну и
Маркову, дают экстремальные характеризации многочленов Чебышева.
Происхождение этих результатов связано со следующими
задачами.

Задача 5.1. Найти многочлен т — 1 степени, который
доставляет максимум выражению

max \Pm-i(t)\ E.1)
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среди всех многочленов степени т — 1, удовлетворяющих условиям

A - Р) Pi-{ (t)<l - 1 < t < 1. E.2)

Задача 5.2. Пусть Рт (t) обозначает произвольный
многочлен, удовлетворяющий ограничениям

max \Pm(t)\<l. E.3)
—KW

Найти верхнюю границу для max |Р' @1-

Экстремальный многочлен в обоих случаях оказывается
классическим многочленом Чебышева. Решение задач 5.1 и 5.2 приводит
к результату, известному под названием неравенств Маркова —*
Бернштейна (см. § 8 ниже).

Неравенство Маркова — Бернштейна является важным
классическим результатом и часто плодотворно применяется в теории
интерполяции и аппроксимации.

Обычный метод решения задачи 5.2 заключается в сведении ее
к задаче 5.1. Формулируют сначала тригонометрический вариант
задачи 5.2, который легко решается. Затем можно соединить
результат в тригонометрическом случае с решением задачи 5.1 и,
таким образом, получить решение задачи 5.2 (более детально об
этом методе см. в § 8).

Экстремальная характеризация и доказательство
единственности при решении задачи 5.1 основываются на существовании
многочлена, имеющего максимальное колебание при ограничениях
E.2). В классическом варианте задачи 5.1 этот многочлен есть
?/m_i (t) — многочлен Чебышева 2-го рода. Основная идея
доказательства заключается в том, что всякий другой многочлен Рт-\ (/),
удовлетворяющий ограничениям E.2), не может доставлять
большее значение в E.1), ибо в этом случае разность Pm-i@ —
— Um-i (t) имеет слишком много нулей.

Развитие и обобщение сформулированных задач происходит в
нескольких направлениях. В большинстве случаев обобщается
только задача 5.2. Например:

A) Задача 5.2 обобщалась на некоторые случаи целых функций
порядка р, см. Боас [1954] (гл. 8), Ахиезер [1956] (стр. 140) и Берн-
штейн [1923 Ы.

B) Систематически изучалась задача 5.2 с Рт (г), определенным
на комплексной плоскости (см. Сеге [1925], Бернштейн [1937а] и
Дочев [19621).

C) Обобщение на многомерный случай, формулируемое в
терминах гармонических многочленов. При этом производная в задаче
5.2 заменяется на градиент (см., например, Сеге [1928]). У Хор-
мандера [1954] эти исследования связаны с некоторыми понятиями
теории гиперболических конусов.

Мы предлагаем новый ряд обобщений, отправной точкой для
которых является задача 5.1. Эти обобщения состоят в замене
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классических многочленов, формируемых из Г-системы {t1}",
«-многочленами, получаемыми из произвольной Г-системы {и^.

Мы подготовлены теперь к формулировке нашего варианта
обобщенного неравенства Бернштейна. Положим для начала, что
{ui)o—?Т-система второго порядка на конечном интервале
[а, Ь]. Подчеркнем, что это предположение подразумевает
существование непрерывных производных от функций и0> uiy ..., ип.
Свойство ЕТ второго порядка необходимо для доказательства
единственности экстремальных функций. В этой связи будет полезна
следующая лемма. Обозначим через Z* (и) число нулей многочлена
и, где нули кратности 2 и больше засчитываются дважды, а все
остальные нули — по одному разу.

Лемма 5.1. Если {и^—ЕТ-система второго порядка, то
п

Z* (и) К п для любого ненулевого многочлена и= ^агщ (см.
теорему 4.3 гл. I). /=о

л

Пусть р (t) — непрерывная на [а, Ь] функция и q(t) = V а{иг (t) —

фиксированный многочлен, удовлетворяющий неравенству р (t) >
><7@, *€ [я9Ь]. Рассмотрим класс многочленов

U = {u\q(t)<u(t)^p(t), te[a,bl u(a)=q(a)}. E.4)
Теорема 10.2 гл. II и ее следствие утверждают существование
единственного многочлена v#?U, характеризуемого следующим
свойством.

Свойство Л. v# — q обращается в нуль на множестве
индекса /г/2, ар — v^ обращается в нуль по крайней мере один раз
между любыми двумя нулями а# — q и между наибольшим
внутренним нулем и конечной точкой Ь. Специальный многочлен v* есть в
действительности многочлен а, когда п четно и и, когда п нечетно.

В предыдущих параграфах были указаны соотношения между

многочленами и и и и экстремальным многочленом в задаче

наилучшей аппроксимации. Многочлен и* обладает еще некоторыми
замечательными экстремальными свойствами, которые формулируются
ниже в теоремах 5.1 и 5.2.

Теорема 5.1. Пусть U определено посредством E.4), и пусть
v* — единственный многочлену характеризуемый свойством А.
Тогда

шахи'(а) E.5)

доставляется единственным многочленом v^.
Доказательство. Так как многочлены в U равномерно

ограничены, то такими же будут и коэффициенты всех многочленов из U.
Следовательно, максимум в E.5) достигается, Если многочлен w
дает этот максимум, то w' (а) > v\ (а).
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Пусть Si — наименьший из нулей p(f)— v^(t). Ясно, что w (t)—
— v+(t) имеет не менее п— 1 нулей на [sub] при условии, что
неузловые нули считаются дважды. Если w' (а) >а*(а), то w(t) —
— v+ (t) имеет нуль в (а, sj, что вместе с конечной точкой а и
п — 1 нулями в [sit b] составляет п + 1 нулей. Если xsf (а) = с^(а), то
w (t) — v+ (t) имеет нуль в точке t = а, кратность которого не
меньше двух. Итак, во всех случаях w(t) — v^(t) имеет п + 1
нулей, где кратные нули считаются дважды. Из леммы 5.1 следует,
что w(t)=v*{t).

Введем теперь класс многочленов несколько более узкий, чем
E.4), а именно

w f U, «-нечетное, ^
\{и | и 6 U, и (Ь) = q F)}, п — четное.

Допустим, что р принадлежит классу С1 и что:
A) для четных п функция

строго убывает на (a, t0) и строго возрастает на (t0, b) при
некотором t0€(a,b)\

B) для нечетного п функция

строго убывает на [а, Ь].
Будем считать, что функции в E.7) и E.8) доопределены по

непрерывности всякий раз, когда знаменатель обращается в нуль.
Теорема 5.2 (обобщенное неравенство Маркова — Берн-

штейна). Пусть выполняются предположения A) и B). Многочлен
0* 6 W0, построенный в теореме 10.2 гл. II ив точности
характеризуемый свойством А у является единственным многочленом,
который доставляет

max max "(t)~?{t\ E.7)
при четном п и

max max Щ=Ш F.8)

при нечетном п.

Замечание 5.1. В§8 будет точно указано соотношение
между этой теоремой и задачей 5.1, а также будет дан ряд других
применений теоремы.

Доказательство. Мы докажем только E.7). Отметим,
что многочлен v% обладает тем свойством, что

МО-? С) /CQV
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колеблется между 0 и f(t) (а< ?<&), совпадая с f(f) в т(п=2т)
точках Si,..., sm и обращаясь в нуль в/п— 1 точках ti%..., tm-\\
а < s4 < ti < s2 < <2 < ... < <m_! < sm < fc. Из свойств
монотонности /(/) (no предположению A)) следует, что максимум в E.7)
достигается для некоторого t?[a, si\\][sm, b]. Если теперь w?lt0
является экстремальным для E*7) и w=^v^ то на основе теоремы 5.1
получим, что

w'(a) — q'(a) ^ °« (а) - <f (а)
b — a ^ Ь — а

Для интервала [а, Ь] из теоремы 5.1 вытекает, что

w' (Ь) — q' (b) Р, (Ь) — q' (Ь)
b — a ^ b — a

Существует х0 ?(а, sj |J [sm, b)> при котором выполняется
неравенство

Д»(х0) —g(*o) >^ Р* (*о) ~ Я (*о)
F — *0) (х0 — а)^{Ь — х0) (х0 — а) '

Однако в таком случае w — v^ имеет п — 1 нуль на [а, Ь], считая
неузловые нули дважды, поэтому w — v# имеет п + 1 нуль на
[а, 6], и, следовательно, w = i^.

Доказательство того, что и# — единственный экстремальный
многочлен для E.8), достигается подобными рассуждениями.
Доказательство теоремы закончено.

В теореме 5.1 было показано, что значение производной от
многочлена i^, характеризуемого свойством А, в конечной точке а
максимально в классе U. То же самое свойство для v* выполняется
в некотором смысле, который мы сейчас опишем, для произвольной
точки г ? [а, Ь].

В случае нечетного п, скажем, п = 2т + 1, существуют точки
<V* <"NI *V> <Ч» rNJ ОО

а = tQ < s{ < tt < s2 < ... < tm < sm+\ < b, в которых многочлен
v# удовлетворяет соотношениям

МУ =?&). ?= 0, l,...,m,

Msft)=p(Sfe), fe= 1,2, ...,m+l.

Для случая я = 2m + 2 единственное изменение состоит в том, что
sm+i < Ь и ^F) =q(b). При ?, пробегающем значения из интерва-
ла типа (ti9 s^-i), многочлен v+ возрастает от значения q (tt) до
значения p(s/+i), а на интервале типа (shtt) значения v^(t) убы-
вают от p(st) до q(ti). Таким образом, иф возрастает на (^,S/_j-i)
и убывает на (sh tt).
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Учитывая это, определим множества А и В следующим образом:

А = (<Mi) U & %) U • • • U Й». s«+i).

в в j&.?i)U& У U- • -U (II). л = 2гс + 1,
1й, ?i) U & 5) U ... U (*т, С) U &+и 6), я = 2т + 2.

Пусть для каждого z ? [а, 6] М (z) — класс многочленов

М(г)={а|?@<а@<р(*), te[atb], u(z)=v*(z)}.

Теорема 5.3 Экстремумы
max и' (г), z?4, E.10)
"€И<г)

mina'(z), z?B E.11)

достигаются на единственном многочлене t>#.
Доказательство. Пусть г?Л и ш — многочлен, для

которого в E.10) достигается экстремальное значение. Тогда xsf (z) >
>^(г). Если xsf (г) >и' (z), то да — и# имеет не менее п нулей,
не считая точки z, при условии, что неузловые нули считаются
дважды. Итак, w(z)=vtt(z) и, следовательно, w=v^. Если w'(z) =
= v'm(z)t то w—v имеет снова п+ 1 нуль, где нуль в точке z
считается дважды. В случае E.11) доказательство точно такое же.

Замечание 5.2. Еще раз подчеркнем, что если {mJJ не
есть ?Т-система второго порядка, а просто Г-система, то теорема
остается в силе, за исключением утверждения об единственности.

§ 6. Обобщенные неравенства Маркова —¦ Бернштейна
для бесконечных интервалов

Утверждение теоремы 5.2 легко распространяется на пол у
бесконечный интервал [0, оо). Предположим, что {ajj—?Т-система
второго порядка на [0, оо) и дополнительно что выполняются
требования:

A)ип@>0. * ^*» Для некоторого ?>0;
B) lim u, (t)/un @=0, i = 0,..., n — 1;

?->oo

C) {ui}Vl — ^-система на [0, оо).
Рассмотрим непрерывно дифференцируемую на [0, оо) функцию

/ (/) > 0 такую, что предел

limirra FЛ>

существует, и его значение положительно или равно + оо.
Отметим, что указанным предположением удовлетворяют

функции ut (t) = t\ i = 0, 1,. ..,n, wf (t) =е*.
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Мы хотим найти многочлен и, доставляющий максимум

max max 77/л » F.2)
ы€Л /€[0.оо) '/ W

где Л —класс многочленов, определенный условиями

Л = {и |0< и (/)</(*), и@) = 0>,

и значение Г"!а (/) полагается равным и' @) в точке t = 0.
Чтобы решить эту задачу, найдем сначала многочлен (как в

теореме 5.1), на котором достигается максимум

max и' @). F.3)

Как и в случае конечного интервала, экстремальные многочлены,
на которых достигаются максимумы F.2) и F.3), совпадают.

Пусть w(t) — строго положительная на [0, оо) функция такая,
/\

что w(t) = ип (t), t > t, и пусть

Vh (д) =
( "ь (tg X)

1-?щГ* *€[0.*/2),
бй„, х = я/2,

ГС)-^. *€[0,я/2].
Система {fljjjj— Г-система на [0, я/2] и /(*)>0 на [0, я/2),
причем значение ](х) в точке л/2 либо положительно, либо равно
бесконечности в силу условия, наложенного на F.1).

Предположим сначала, что / (я/2) конечно. Пусть v+ —
многочлен, обладающий свойством А из § 5. Если / (л/2) бесконечно, то
построим v* для

\f(x), f(x)>N,
причем для всех достаточно больших N получается один и тот же
многочлен v^.

Преобразуем теперь многочлен vm следующим образом:

MO-wftg-V.tfg-'O, ^6 [0,оо). F.4)
При п — 2т многочлен и* (t) обращается в нуль в точках

0=5 <?<...<?-ь F.5)
а в точках siis2,..4sm совпадает с f(t). Эти точки перемежаются
следующим образом:

?о< *i< ?!<... < L_, < sm< оо. F.6)
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В случае я = 2m + 1 соответствующие точки удовлетворяют
соотношениям

0 = ?0<s1<71<^<...<'sm<7m<sm+1<oo. F.7)
Отметим, что в четном случае мы имеем 2т — 1 нулей, считая
неузловые нули дважды. В + °° имеется еще один нуль и,
следовательно, v* (t) = a0v0 (t) + ... + ofo-itfo-i (/), последний
коэффициент равен нулю, так как v# равно нулю в точке я/2.

Теорема 6.1. Экстремальные значения

тахи'@), F.8)

max max " ул , F.9) *
ы€Л /€[0,оо] 1' УЧ

где Л = {и | О ^ и (t) ^ / (/), и @) = 0} достигаются на
единственном многочлене и^ определенном в F.4).

Доказательство этой теоремы аналогично предшествующим
рассуждениям. Отметим, что и (t)/f (t)^ 1, а функция lit убывает, и
поэтому максимум в F.9) достигается на интервале @, Si). Далее
доказательство такое же, как в теореме 5.2.

§ 7. Обобщенные неравенства Маркова — Бернштейна
для периодических функций

В этом параграфе мы изложим некоторые аналоги обобщенных
неравенств Маркова — Бернштейна для периодических функций.
В этом случае теория в некоторых отношениях богаче, как будет
видно из дальнейшего. Например, утверждение теоремы 7.3,
формулируемой ниже, не имеет аналога в непериодическом случае.
Дополнительная структура возникает в результате того, что мы
теперь имеем однопараметрическое семейство осциллирующих
многочленов вместо двух специальных многочленов и и и.

Естественно, что в этом случае мы полагаем п четным, cкaжeмJ
п = 2/я, и предполагаем, что {иг}2™ образуют ?Т-систему порядка 2.
Иногда мы будем требовать, чтобы {wJom являлось ?Т-системой
порядка 3. Обобщенные чебышевские условия второго и третьего
порядков накладываются для того, чтобы обеспечить единственность
решения различных экстремальных задач. Единственность в каждом
случае вытекает из того факта, что если {иг}1т — ?Т-система
порядка 2, то каждый ненулевой многочлен имеет не более п нулей, где
нули второй и большей кратности считаются дважды. Для ЕТ
-систем порядка 3 нули учитываются вплоть до кратности 3.

Пусть р (t) — положительная, периодическая и непрерывная на
[а, Ь) функция. При фиксированном t0 ? [а, Ь] обозначим через v (t\
t0) многочлен, описанный в теореме 6.1 гл. VI и обладающий
следующими свойствами:
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A) р@>»(*;*о)>О;
B) v (t\ t0) имеет m различных нулей, один из которых t0]
C) p(t) — v (t\ t0) обращается в нуль не менее одного раза

между любыми двумя нулями v (/; t0) (рассматриваемыми в циклическом
порядке).

Рассмотрим класс многочленов

W(t0)={u\0^u(t)^p(t), te[a9b)9u(t0)=0}.

Экстремальная характеризация v (t\ tQ) дается следующей теоремой
(ср. теорему 5.1).

Теорема 7.1. Если {иь}1т —ЕТ-система третьего порядка, то
max u"(t0) G.1)

достигается на единственном многочлене v(t\ t0).
Доказательство. Пусть w — произвольный многочлен из

W (^о)> для которого
w" (t0) = max и" (t0).

Тогда w" (t0) > vn (tQ\ t0). Если w" (t0) > г/' (t0\ t0), то функция w (/)—
— v {t\ t0) имеет не менее 2m + 1 нулей, считая кратные нули
дважды. Если w"(t0) = t/'(/0; /0), то w(t) —v{t\ t0) имеет не менее 2т+\
нулей, причем нуль в точке /0 имеет порядок 3. В обоих случаях
приходим к противоречию с условиями, наложенными на систему
{Ui)T, если не выполняется w(t)=sv(t\ /0).

Наша следующая задача заключается в формировании аналога
для теоремы 5.3. Пусть p(t) и q(t) — непрерывные периодические
на [а, Ь) функции, для которых р @ > 4 (/), и предположим, что

существует многочлен иу для которого p(f) >u(t)>q{f). При
каждом t0 ? [а, Ь) теорема 6.2 гл. VI утверждает существование
единственного многочлена и (t\ t0)> обладающего свойствами:

A) р@>"(*;д><7@;
го

B) и (t0) = и (tQ\ t0) и существуют п точек {sj? таких, что t0 <
< % < s2 < ... < sn < t0 + b — а, а и (t\ t0) равно q (t) и p (t)
поочередно в точках si9 s2, ..., sn.

Однопараметрическое семейство и (t\ t0) (с параметром t0)
изучалось в § 2, где осцилляционные свойства и (/; /0) использовались для
иллюстрации соотношения между этими многочленами и
экстремальными многочленами в задаче наилучшей аппроксимации. В §4 был
дан пример класса многочленов и (/; /0) для тригонометрических
многочленов в случае, когда p(t) = — q(t) = h (/), где h (t) —
положительный многочлен степени не более т.

На осцилляционных свойствах основано решение некоторых
экстремальных задач, что мы покажем далее, в теореме 7.2. Для
формулировки теоремы 7.2 нам потребуются некоторые
предварительные замечания.
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Пусть точка г0?[а> Ь) и величина с таковы, что <7(Zo)<?<p(z0)*
Так как коэффициенты и (t\ t0) — непрерывные функции параметра
tQy то существуют два многочлена и2о и а2о, оба равные с в точке
г0, удовлетворяющие условиям A) и B), за исключением того, что
иг9 и uZo изменяются в противоположных направлениях. Именно,

пусть и2о (/) = и (/; ^0) и ы2о (t) = и (/; /0). Если {sj? есть значения s,.
соответствующие t0 и s/o < z0 < s/o+1, то a (s/e; ?0) = G (s/J и а (s/e+1;
F0) = р (i/0+i). Точно так же, если {sf}? — значения s,
соответствующие t0 и s/o < г0 <3.+i» то " Ф>; ^ = р &•) и " (?/.+i; W =<7 (?/0-ц)-

Рассмотрим класс многочленов <2/(z0)> определенный выражением

У(*о) = {Ч?@^и@<Р@. /6[а,Ч,аB^-с},

где 9(г0)<с<р(г0).
Теорема 7.2. Пусть {и ffi — ЕТ-система порядка 2, и ш/ст&

яра фиксированном z0 ? [а, 6) и2о а и2о такие, как определено
выше. Тогда

max и' (z0) = u*0 (г0), G,2)

min а' (г0) = иг (z0). G.3)
ы€л^ (г0) - °

В каждом случае экстремальный многочлен единствен.
Доказательство снова осуществляется

соответственным подсчетом нулей и использованием того факта, что u2q и и^
осциллируют между р (t) nq (t) максимальное число раз. Детали мы
опускаем.

Теперь мы подготовлены к доказательству главной теоремы
настоящего параграфа. Пусть допустимый класс многочленов состоит
из

Vh = i*\\u®\<b®h
где h (t) — строго положительная непрерывная периодическая на
[а, Ь) функция.

Теорема 7.3. Пусть {иь}1т — периодическая ЕТ-система по-
рядка 2. Экстремальное значение

maxmax \W (t)\ G.4)

достигается на многочлене и (t\ t0) при некотором tQ. Иными
словами, при вычислении максимума G.4) достаточно ограничить
внимание однопараметрическим семейством многочленов и (t\ tQ).

Доказательство. Рассмотрим произвольный многочлен и^Уь
и фиксируем точку /*6[а, Ь). Мы различаем два случая: |и(**I<
<Л(/*) и \u(t*)\ = й(/*). В первом случае используем теорему 7.2,
которая утверждает существование многочлена и (t\ /0) 6 %th Для

303



некоторого t0 с0 свойствами

и (**; g = и (П, | и' (/*; g | > | а' (**) |. G.5)

Во втором случае увеличим функцию h до /ig так, что | и (t*) | <
<Ле(/*). Многочлены wg (/; д и их производные u'e(t\ t0) зависят
от s равномерно непрерывно по t. (Это так, поскольку
коэффициенты этих многочленов — непрерывные по е и t0 функции.) Мы
можем теперь обратиться к предыдущему случаю и вывести снова
справедливость G.5) с u(t*\ д, замененными на ue(t*\ д. (Здесь t0
также может зависеть от е.) Производя предельный переход по е,
получаем справедливость G.^).

Второе соотношение в G.5) можно записать в виде

sup|a'(**;g|> sup \и' (t*)\.

Так как t* — произвольная точка [а, Ь)у то предложение
теоремы установлено.

Пример 7.1. Рассмотрим Г-систему тригонометрических функций

1, cosG, sin0, cos 29, sin 20, ..., cosm0, sin/n0. G.6)

Многочлены и @; 0O), колеблющиеся между р@) = 1 и q @) = — 1,
как установлено в теореме 6.2 гл. VI, имеют вид sinm@ + 0О).
Применение теоремы 7.3 дает следующий результат. Если g@) —
тригонометрический многочлен m-й степени и | g @) I < 1, то | g' @) |<т,
причем равенство достигается в том и только в том случае, когда
g(Q) =sinm@ + 0o). Единственность следует из теоремы 7.2.

Пример 7.2. Рассматриваемая Т-система есть снова G.6).
Пусть h @) — фиксированный положительный тригонометрический
мяо1 очлен степени / < л, и пусть

Л(в, =1^BI*.

где г = е'в и
i

§(г)=тП(г-4 V>0. |2V|<1, v-1,2,...,/.
V=l

Класс многочленов с максимальным осциллированием и @; 0О),
О^0О < 2я, лежащих между /i@) и —Л@), совпадает с классом
многочленов

Л [el*zm-21 (g (г)J], z = Л т > I G.7)
(см. пример 4.3), где ф — вещественный параметр.

Предположим, что Р @) — тригонометрический многочлен
порядка не более /я, удовлетворяющий неравенству

|рчеж7~2Л(в).
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Тогда экстремальное значение

max max |Р'(9I G.8)
Р G

достигается для многочлена вида

где ф — параметр.
В особом случае, когда h@) = 1 — 2rcos9 + г2 (| г|< 1),

элементарные вычисления показывают, что значение G.8) равно A +
+ \г\)*(т + \г\(т-2))\

§ 8. Примеры и приложения

Данный параграф представляет ряд конкретных иллюстраций
обобщенных неравенств Маркова—Бернштейна, исследованных
в § 5.

А, Все результаты этого раздела являются классическими,
однако полезно получить их с помощью методов, предложенных в
предшествующих параграфах.

Мы начнем с представления

1 = Т2т (t) + A - Р) uL-i (t), - К t < 1, (8.1)
где

Tm(t) = cos m9 (t = cos0),

и a\ _ _L_ т tf\ - sin(m+1)9 (8,2)
vm\i) -m+1 ' m+\ n> - sine

— многочлены Чебышева первого и второго родов соответственно.
В обозначениях теоремы 10.1 гл. II уравнение (8.1) выражает
представление многочлена a (t) = 1 в терминах экстремальных
многочленов и @ = Т2т @ и и @ = A - р) t/L-i (О-

A) Пусть в теореме 5.1 q(t)==s0, p(t)=a\. Тогда класс
многочленов U, определенный в E.4) при п = 2т — это класс многочле-

п

нов P2m(t) = У]а^/> удовлетворяющих соотношениям

°<P2mW<l, -Kt< 1 И P2m(-1)=0. (8.3)

Применяя теорему 5.1, получим

Р',т (- IX Ж 0 - <2) ^-, @1/=_1, (8-4)
и равенство возникает только в том случае, когда

20 С. Карлин, В. Стадден 305



B) Задача 5.1, поставленная в начале § 5, заключалась в
вычислении максимума

max |Pm_,(OI (8.5)

над множеством многочленов степени т—1, удовлетворяющих условию

{\-t*)Pl_x(t)< 1, -l^f^l. (8.6)

Решение этой задачи заключено в следующем, несколько более
общем результате. Рассмотрим класс U0 (см. E.6)) многочленов,
удовлетворяющих (8.3) и дополнительному условию Р2гп(Л- 1) = 0.
Применяя теорему 5.2, имеем для P2m(:U0 соотношение

max , ,2 < max U* . (t) = m2, (8.7)

причем равенство возникает только в том случае, когда Р2т (t) =
= (\-P)U2m-i(t).

Кроме того, рассуждение по индукции с использованием
соотношения

тт >j\ sin тЭ . л\ а \ А sin (т — 1) Э ,
ит-х & = -Щ-=cos <т ~ *> 9 + cos 9 sin е > т>1>

(8.8)

показывает, что равенство в правой части (8.7) достигается только
при t = ± 1.

Решение задачи 5.1, которое мы только что описали, может быть
выражено в следующем виде: если Рт__х @ — многочлен степени
т — 1 на [— 1, 1] и

j/T^IP^OI^l, (8.9)
то

IV.WKm. (8-10)

где равенство выполняется только в случае Рт_х (t) = ?^m_j @»
(|V| = 1) и / = ±1.

C) Продолжая иллюстрацию использования результатов § 5,
рассмотрим теорему 5.3. Многочлен A—fyU^^t) обращается в нуль
в точках

fke_cos-^-, ft = 0fl,...,m, (8.11)
и равен единице в нулях Tm(t)y т. е. в точках

sh = cos B*~1)я , k = 1, 2,...,т. (8.12)

Теорема 5.3 утверждает, что при г 6 (— 1, st) \j (tif s2) |J ... (J
U (^m_i> sm) многочлен A — t2) U2m__x (t) имеет максимальное значение
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производной в точке z среди всех многочленов Р2т,
удовлетворяющих соотношениям 0 < Рш (t) ^ 1 и Р2т (z) = A — t2) U2m_x (г).

Следующие три результата охватывают классическое
доказательство, использованное при выводе решения задачи 5.2 § 5.

D) Положим Sm F) = fii sin 0 + \л2 sin 20 + ...+|хт sin т0.
Записывая Рт_{ @ = Рт_1 (cos 0) = Sm @)/sin 0, мы можем легко
вывести из (8.9) и (8.10), что если многочлен Sm@) удовлетворяет
неравенству

|5т @)|^1, (8.13)
то

SmF) '<т, (8.14)sin Э

и равенство достигается только при Sm@) = ±sin/n0.
E) В примере 7.1 мы показали, что если многочлен

gm @) = К0 + A,! cos 0 + ц4 sin 0 + .. t + ^m cos m® + И™ sin m0

удовлетворяет | gm @) I ^ 1, то \gm @) | < m. Доказательство этого
результата использует D) и осуществляется следующим образом.

Если

S@O; 0) = gm(9 + eo)-gm(9-9o) f
то S@O; 0) — синус-многочлен от 0О, удовлетворяющий (8.13). В
таком случае

5 (е0; е)
sin Э0

./П.

Устремляя 0О к нулю, получим, что \gm(Q)\^m.
F) Мы готовы теперь к решению задачи 5.2 § 5. Утверждается,

что если Рт (t) — многочлен степени т такой, что | Рт (t) | ^ 1
при — 1 ^ / ^ 1, то \P'm(t)\?Z т2, и равенство имеет место
только при Pm(t) =yTm(f), I7I = 1 и t = ± 1. Чтобы проверить этот
результат, положим Pm(cos0) = gm@). Из E) следует, что
| (sin 0) Р'т (cos 0) | < m, откуда видно, что Р'т (t)lm удовлетворяет
условиям (8.9). Следовательно,

]Л— t2 *«<<> ^1,

и из (8.10) следует \P*m(t)\ ^т2. То, что равенство возникает
только в указанных случаях, выводится из B).

В. Во всех иллюстрациях, представленных в части А,
предполагалось, что функции р и q (см. § 5) есто в точности р (t) =s 1 и
q(t)==*Q. При другом определении этих функций получаются новые
неравенства. Например, мы можем снова положить, что q(t)z=a0 и
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определить p{t) равенством

m(m + a + p+l)p@=m(m + a + p+l){P?'p)@}2 +

+ (l-^){lГP<'«a,P, О}*. (8-15)
где Рт @ — многочлены Якоби, ортогональные на отрезке [—1,
1] по отношению к весовой функции со @ = A — f)a(l + tf, ф >
>— 1, a > — 1) и нормированные условием Р^'Р) A) = 1т+ ).

Для того чтобы установить свойства монотонности p(t),
необходимые для применения теоремы 5.2, мы поступим следующим
образом. Известно, что у = Рт'^ (t) удовлетворяет дифференциальному
уравнению (см. Сеге [1959], гл. 4)

(\-P)t/' + fi-a-(a + $ + 2)t]y'+m(m + a + $+l)y=Q.

Используя это соотношение, получим

m(m + a + p+l)p'@=2(a-p + (a + p+lH \± Р?'р) ®}\
(8.16)

откуда ясно, что р' (t) изменяет знак один раз в точке t0 = (Р —
— a)/(а + Р + 1). Отметим, что — 1 < t0 < 1 в том и только в том
случае, когда (а + 1/2) (р + 1/2) >0.

При а = р == К — 1/2 ультрасферические многочлены Р$ @
определяются выражением

р(М /л _ Г(Х+ 1/2)Г(т + 2Ц р(Лг-1/2.Ar-1/2) ,А i-^I
^т W - ГB^)Г(т + Я+1/2)^т W' Д ^ 2 '

В этом случае (8.16) сводится к

т(т + 21) р' @ = 2U l± р?> (t) }а.
Если^>0, то p'(t)>0 при 0<*<1 и р'@<0 при —1<
< t < 0. Следовательно, функция / (/) = р (/)/A — <2) удовлетворяет
условиям монотонности в теореме 5.2.

Применяя теорему 5.2 с функцией

m(m + 2X)p@-m(m + 2^){P^4O2 + (l-^2){-^^m)@}2>
ща получаем, что всякий многочлен Q2m(t) степени, не большей
чЬл 2ту подчиненный ограничениям 0 ^ Q2m (t) ^т (т + 2к) р (t) и
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Q2m(± 1) =0» удовлетворяет также неравенству

max (Q*"('jU max (j* P?>@J (8.17)

и равенство достигается только при Q2m$=( 1— /2) {(d/d/) Pm* (*)}2.
Для функции p(t), определенной в (8.15), теоремы 5.1 и 5.3

применимы при всех а > — 1, р > — 1.
С. В этой части описываются некоторые дальнейшие

экстремальные свойства многочленов и и и, связанные с теоремой
представления (теорема 10.2 гл. II). Доказательства снова опираются на ос-
цилляционные свойства и и и и обычный метод подсчета
соответствующих нулей.

Полученные результаты в применении к случаю ut(t) = tl (i =
= 0, 1, ..., п) дают дополнительную экстремальную характериза-
цию классических многочленов Чебышева.

Предположим, что {и{)о — Т-система на интервале [а, р]. Пусть
p(t) и q (t) — непрерывные на замкнутом подынтервале [a, b] а[а ,р]
функции такие, что для некоторого многочлена и (t) имеем р (t) >
>w@><7@> t? [a, b]. Будем рассматривать систему {ufio как Т-
систему на меньшем интервале [а, Ь], и пусть и и и — специальные
функции, описанные в теореме 10.2 гл. II и осциллирующие
между p(t) и q(f) на интервале [а, Ь]. Следует подчеркнуть, что и и
и зависят от подынтервала [а, 6].

Теорема 8.1. Пусть и и и обозначают многочлены,

описанные выше. Всякий многочлен и (t), отличный от и и и и
удовлетворяющий неравенствам

q(t)^u(t)^p(t), t?[a,b],

удовлетворяет также неравенствам

u(t)<u(t)<u(t), <6[*,Р]. (8.18)

Если t^[a, а), то (8.18) выполняется для четных п, а для
нечетных п неравенства заменяются на противоположные.

Другими словами, всякий многочлен, лежащий между р и q на

меньшем интервале [а, Ь], заключен строго между и и и_вне
этого интервала.

Доказательство. Из осцилляционных свойств и и и

заключаем, что многочлены и(/) — и(t) и u(t)—u{f) имеют каждый по
п нулей на интервале [а, Ь] при соглашении, что неузловые нули
считаются дважды. Предположим, что и (t0) > и (/0) при некотором
*о6[&>Р]; Т0ГАа разность и (t) — и (/) имеет п + 1 нуль на [а, р],
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где неузловые нули учтены дважды. Но {и,}3 — Т-система на [а,
Р] и следовательно, u(t)s=zii(t). Остальные случаи аналогичны.

Применяя предшествующие рассуждения для случая, когда
Р@ = 1, <7@ = -1, [а,6] = [-1, 1], Ui(t) = t\ *=0, 1 /г, и
а @ = Гп(/), получим следующие два простых утверждения:

A) Если Pn(t) — многочлен степени п такой, что

Рп @^1 при — 1 <*^ 1,
то

\PnVo)\<»\Tn(t0)\ при U0I>1.

B) Если |РЛ@1<1 при t?[— 1, 1], то коэффициент ап при
f многочлена Pn(t) подчиняется неравенству

,п-1

причем равенство возникает в том и только в том случае, когда
Pn(t) = Tn(t).

Тем же методом, что и в теореме 8.1, можно провести
следующее исследование. Пусть Фп обозначает класс многочленов Рп
степени, не большей я, удовлетворяющих условиям

|РП@|<1 при /61-1, 1],

Рп(— 1)=а, где 0^а<1.

Мы хотим найти многочлен Рп6^п> Для которого достигается

max|Pn(f0)|, где *0>1.

Чтобы решить эту задачу, положим, что st — наименьшее из t ?
6(— 1, 1), для которого 7n(s1) = dhl. Так как Tn(t) пробегает
интервал [—1, 1] при t, изменяющемся от —1 до si9 то
существует точка s0g(— 1, s^ такая, что

(a, rt = 2m,
{—а, п = 2пг + 1.

Отметим, что Тп@ убывает или возрастает на [— 1, sd]
соответственно при п четном и нечетном. -Далее линейное преобразование

удовлетворяет равенствам y(s0) = — 1 и t/(l) = l, и поэтому
многочлен

'A-»о)У+1+М5п(у) = 71п(|
при у6[(— 3 — s0)/(l — s0), 1] имеет те же самые осцилляционные
свойства, что и Тп (t) на [— 1,1], В случае п = 2т, Гп (s4) = — 1
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и Тп (s0) = а. Если теперь | Рп (t0)\ > | Sn (/0) |, то Рп (t0) > Sn (t0) или
— Рп (to) > Sn (t0). В первом случае Рп (— 1) = а = Тп (s0), и поэто-
МУ pn(t) — Sn(t) имеет п нулей на [f/(st),/0] и еще один нуль в
точке — 1. Поэтому Рп (t) = Sn (t). Если — Рп i/0) > Sn (f0), то
Pn(t) + Sn(t) имеет п нулей на [y(Si),t0] и еш<е °ДИН НУЛЬ на
(— l,#(s4)) благодаря тому, что — Рп(— 1) =—а, откуда
вытекает, что график Pn(t) пересекает график Sn(t) для некоторого t?
? (— 1, y(si))- В случае п = 2m-\~ \ многочлен Тп (t) возрастает при
t?[—1, s±], a s0 определено так, что Tn(s0) = —а и
доказательство такое же, как в четном случае. Таким образом, доказано
следующее утверждение.

Теорема 8.2. Пусть Рп — многочлен степени не более п
такой, что

|Pn(/)|-Sl при |*|^1 и Pn(-l)=a @^а^1).

Тогда при t0 > 1

\Pn(to)\^\Tn(^^t0 + ^^)[ (8.19)
где s0 — наименьшее значение t в (—1,1)» для которого

т /е\ ( а> " = 2/л,
(—а, я == 2т + 1.

Равенство возникает в (8.19) в теш и только в том случаеt когда

( 1 — sn 1 + sn\

\-Tn(^t+^\ n = 2m+l.
Теорема 8.2 была впервые получена Ривлиным и Шапиро [1961].

Рп (t) = \

§ 9. Дополнения

В этом параграфе мы опишем некоторые дальнейшие
приложения теорем представления для положительных многочленов.

Предположим, что {ut}^ — ?Т-система на [a, Ь]. Пусть L и Lt
обозначают линейные функционалы, определенные на классе и-мно-
гочленов. Будем предполагать далее, что L{ положителен, т. е.
Lt (и) > 0 для всякого неотрицательного нетривиального многочлена
и (t). Требуется найти максимум и минимум выражения

*<"> = ?$ <9Л>
над классом #> неотрицательных нетривиальных многочленов.
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Теорема 9.1. Если {ut}g — ЕТ-система, то экстремальные
значения (9.1) над классом $> достигаются для многочленов,
имеющих п нулей с учетом кратности.

Доказательство. Отметим сначала, что экстремальные
значения (9.1) конечны и действительно достигаются. В оставшейся
части доказательства будем рассматривать только случай максимума
(9.1). Очевидно, что задача максимизации R (и) над классом ^
эквивалентна задаче максимизации L (и) по отношению к
множеству неотрицательных многочленов, подчиненных условию
нормировки Li (и) = 1.

Достаточно поэтому установить, что для всякого многочлена и,

удовлетворяющего равенству L{ (и) = 1, существует многочлен и,

имеющий п нулей с учетом кратности, такой, что L{ (и) = 1 и

Ь(и) > Ь(и).
Предположим, что L4 (и) — 1 и что многочлен и имеет не более

п— 1 нулей с учетом кратности. В этом случае теорема 10.3 гл. II
утверждает существование представления

u(t)=u (t) + и @,

где многочлены и и и различны, неотрицательны и имеют каждый

по п нулей с учетом кратности. Пусть а = L{ (и) и C = Lt (и).
Тогда а > 0, р > 0 и а + [} = 1, так как Ц (и) = 1 по предположению.
Очевидно, что мы можем записать

/A U{t) .ft «@
"@ =а^г + Р-тг-

Следовательно,

L (а) -^ max |—^-, -^pj,
откуда следует требуемый результат.

Получим более точные результаты для случая, когда ut (f) =t,
i = 0, 1,..., я, a L и LA имеют вид

L(P) = ^P (t) t do (/), L, (P) = [P (t) do (/).
a a

Мера а порождает моментную точку
ь

Ci = jYda, / = 0, 1,...,л+1, (9.2)
a

относительно которой предположим, что она содержится во
внутренности пространства моментов, связанного с Г-системой {^}о 1*
(Обратим внимание на то, что к системе добавлена функция tn+lJ
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Если п = 2m, то теорема 9.1 утверждает, что максимум
выражения

ь

[?{f)t do

R(P)=—b ,
С P (t) do
a

взятый по отношению к классу нетривиал ных неотрицательных
п

многочленов Р (t) = V atf1, достигается для многочлена вида Pfn(t)

или (/ — a)(b — t) Р2т_х (t). Здесь Рк обозначает многочлен степени k.
Пусть а и а — верхнее и нижнее главные представления момент-

ной точки (9.2), веса и корни которых о означаются соответственно
К, ЫГ+2 и {/;, ЫГ1' где а = s\ < t\ < s* < ... < s*m+{ < *;+l <
<s'm+2 = b. Тогда
b b m+l

a a fe=l ^ f*
b — ~ -* m+\ ^ lm+\%

\p2m(t)do ^Pl(t)d0(t) J PmVk>H
a a k=]

Точно так же, используя а, получаем

^t(t-a)(b-t)P2m_x(t)do{t)
а

b

\(t~a)(b-t)P2m_x{t)do(t)
a

Так как t*m+l > s*m+l, то имеем
ь

[P(t)t do (t)

^ Sm-1»

<>cb ^ *m+,

Jp@da@
a

для всякого неотрицательного нетривиального многочлена степени
не более п = 2т.

Аналогично можно показать, что
ь

$P(t)tdo(t)
—ь >1-

[P{t)do{t)
а
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Если п= 2т + 1, то обозначим корни и веса верхнего и
нижнего главных представлений а и а для (с0, cif ... , с2т+2) через {s*,
КП+2 и 0>„}Г+2, где а= ^<5\<Г2< .. .<t'm+2< s'm+2 =Ь.
В этом случае получим

ь

[ Р @ г da (О
< < ^ < W

J Р @ ^/а (О
а

В следующей теореме {Ph}, {Qh} и {Qh} — многочлены, ортонор-
мальные по отношению к da, ф — t) do и {t — a)do соответственно.

Теорема 9.2. Пусть Р (t) — неотрицательный многочлен на
[а, Ь] степени не более т (Р (t) цк 0), и пусть с — положительное
число, a d вещественно.

A) Если п = 2т, то
ь

^P(t)(ct + d)do(t)
ctl + d< ±—b < <+, + d, (9.3)

j/>@da@
a

еде t* и t^+{—наименьший и наибольший корни Pm+1.
B) Если п = 2т + 1, то

ь

J Р @ (rf + d) da @
cs; + d < ^—5 < rf;+2 + d, (9.4)

J/>@da@
a

где s* — наименьший корень (}m+v a t*m+2 — наибольший корень
Qm+v Грапщы, указанные в (9.3) а (9.4), точны.

Доказательство. Единственная часть утверждения теоремы,
которая еще не доказана, состоит в отождествлении значений fv
C+i'si и С+2* ^° ЭТ0МУ П0В°ДУ мы отсылаем читателя к лемме
2.2 гл. IV.

Для доказательства точности границ (9.3) и (9.4) достаточно
определить Р (t) как многочлен, обращающийся в нуль в
подходящих корнях мер а или а.

Точно так же доказываются аналоги теоремы 9.2 для других
особых случаев. Например, положим, что а = 0, Ь > 0, L (и) =

ь

= f u(t)t2do (t) и п = 2т. Корни и веса верхнего и нижнего
a
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главных представлении для
ь

ск = f tkdo (/), * = О,..., 2т + 2,
а

обозначаются через {smk, К)^2 и {**, (xft}f+2, где 0 = t\ < s\ < t\ <
<—<С+2<5т+2==&- Т0ГД3

J'2/* @ da (О
— < [C-td2,

Кроме того,

Следовательно,

j>m@<*a@
о

\t(b-t)Pl_{(t)t4o(t)
о
6

о

ъ

f Р @ t2do (t)

< Кн-J-

<[С+2]2> <9-5)

J Р @ <*а (О
о

гДе С+2 — наибольший корень Qm+r Здесь {Qh} — многочлены, ор-
тонормальные на [0,6] по отношению к tda(t).

Граница в (9.5) не обязательно точна.
Приложение. В качестве приложения теоремы 9.2

рассмотрим следующую задачу. Пусть Р (t) — произвольный^неотри-
цательный многочлен степени N на [—1, 1]. Запишем

P(t)=2anPn®,
о

где Pn(t)—многочлены Лежандра на [—1, 1], нормированные так,
что РпA) = 1. Мы хотим определить границы для а2/а0. Так как
Р2 @ = (ЗА - 1)/2 и g(T)=g (Р) = 2  (Р (t) + Р(- 0), т = t2 ,
— многочлен от т степени [N/2], то имеем

1 1

а0 = Ц Р (t) dt =4 j *W*~1/2*.
-i о

l l

a2 = 4 f P (/) P2 @ dt = 4 j g (т) ^Izii T-'/2dT.
-1 0
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Следовательно,

^ = 5j * (тK-^ х"'^х / J в (х) т-"»Л,О / о

где g* (т) — произвольный неотрицательный многочлен на [0, 1]
степени [N/2].

Поэтому, если [N/2] = 2т, то теорема 9.2 утверждает, что

а!-1 . в, ^3Сн-1<^-<
2 ^ 5а0 2

где /J и /^+1 — наибольший и наименьший корни многочлена Рт+и
а если [Л72] = 2т + 1, то

3si"" * ^- _«2_ ^ 3W2~ 1
2 ^ 5а0 2

где t*m+2 — наибольший корень Qm+1 и s* — наименьший корень
Qm+r Здесь Ph,Qk,Qh обозначают многочлены, ортогональные на
[О, 1] по отношению к T~1/2dx, r1/2dx и A —т)т~1/2^т.

Переходя на интервал [— 1,1] и учитывая Сеге [1959] (стр, 58),
найдем, что

Qm+1 И = W B^2 - О - t-lP2m+3 @.

Qm+1 С2) = /ВД* B/2 -1) = 5тт ед2 да,
где Р^'Р) — многочлены Якоби, ортогональные на [— 1, 1] по
отношению к A — f)a(l + 0Р и нормированные условием

р<<Ж»A) = ("+«) и ряфвРЮф.
Примеры этого параграфа взяты у Сеге [1959] (стр. 186) и [1962].

§ 10. Периодические ?Т-системы и экстремальные задачи
с двумя ограничениями

Пусть L (и) — линейный функционал, где и пробегает
множество всех неотрицательных многочленов, подчиненных
единственному линейному ограничению Li (и) = й (где L\ — положительный
линейный функционал). Мы указывали в § 9, что для обычной
?Т-системы на интервале [а, Ь] экстремальное значение L (и)
достигается для многочлена, все нули которого вещественны. В
дальнейшем мы будем часто писать Lu вместо L(u) и L\U вместо L\ (и)
для простоты обозначений.
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Если {Ui}lm —- периодическая система, то мы покажем, что тот
же самый результат верен при наложении двух линейных
ограничений. Это есть обобщение теоремы Бернштейна [1950] (стр. 472),
которая устанавливает этот факт в специальном случае
тригонометрических многочленов (см. также Григорьева [1962]). Главным при
доказательстве теоремы 10.1 является применимость теоремы
представления (теорем 6.3 гл-VI) с однопараметрическим семейством
специальных многочленов, имеющих полное множество нулей.
Следует подчеркнуть, что при наложении более чем двух ограничений
могут не существовать экстремальные многочлены, все нули
которых вещественны. В случае обычных ?Т-систем на интервале
рассматриваемое утверждение, вообще говоря, неверно даже при двух
ограничениях.

Будем рассматривать периодическую ЕТ-систему {иь}2™ на [а, Ь).
Обозначим через Л (си с2) класс неотрицательных многочленов и =

= Va^, удовлетворяющих линейным ограничениям Li(u)=ci и

L2(u)=c2. Далее (теорема 10.1) мы покажем при некоторых
слабых ограничениях на Lu L2 и L, что экстремальные значения L (и),
u^Ji(citc2), достигаются для многочленов, имеющих 2т нулей.

Если наложено одно ограничение Li (и) = сь то, как ранее
отмечалось, метод теоремы 9.1 применим и в периодическом случае.
Именно, если {Ui}2Qm — периодическая ?Т-система, то минимум над
классом неотрицательных многочленов, удовлетворяющих Lt (и) = с{
(для положительных L4), достигается для многочлена, имеющего
п = 2т нулей с учетом кратности. В случае периодических ?Т-сис-
тем мы имеем следующее обобщение теоремы 9.1.

Теорема 10.1. Пусть {Ui}\m— периодическая ЕТ-система на
[а, Ъ), a Lu L2 и L—линейные функционалы, определенные при
и>а&2т+\ {класс всех неотрицательных многочленов). Пусть Л(си
с2) обозначает класс многочленов h6#Wh» удовлетворяющих
условиям L{u = ct1 L2u = с2, и пусть С (с4, с2) состоит из многочленов
из Л (сь с2), имеющих 2т нулей с учетом кратности.

(а) Если L{ или L2 — положительный линейный функционал, то

inf Lu < inf Lu < sup Lu < sup Lu,
GiWt) Ji(cvc2) j}(cuct) G(cvct)

(б) Если L — положительный функционал, то
inf Lu < inf Lu.

G(cvc2) 3t(cx,ct)

Доказательство. Для того чтобы установить предложение
(а), достаточно показать, что для всякого многочлена и?Л(сис2)
такого, что и $ G (с1э с2), существуют два многочлена v и w в
G (си с2), для которых Lv^Lu^>Lw, Положим для
определенности, что Li положительно.
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Пусть и содержится в Л(сьс2), но не в G (си с2). Для всякого
t*?[a, ft) теорема 6.3 гл. VI утверждает существование
единственного многочлена a* (t\ t*) со свойствами:

A) -и @ < и* (*;**)< и @;
B) и* (/*; **) = 0;
C) и (/) — и* (/; /*) и и (/) + и* (t\ f) имеют каждый по 2т

нулей, которые строго чередуются, если не рассматривать нули u(t).
Из единственности и* (t\ t*) легко установить, что коэффициенты

u*(t\t*) — непрерывные функции t*. Рассмотрим замкнутую кривую
С в двумерном пространстве, порожденном парами

{L{ (и @ + а* (/; /*)), L2 (и (t) + и* (*; Н)}

при t, пробегающем [a, ft]. Вследствие симметричного характера
границ в A) имеем для каждого t* число t* такое, что и* (t\ t*{) =
=— а* (f; /*). Отсюда следует, что С содержит точку (cif с2). Поэтому,
если (сис2)Ф@у 0), то существует tfj, для которого

U (и (t) + и* (/; Q) = A + б) си /=1,2, б > 0. (ЮЛ)

Так как —и(/)<и(/;ф^и(/), то положительность
функционала L4 влечет — с4 < Ьсх < с4 и, следовательно, | б | < 1.
Утверждение (а) может быть легко получено применением L к выпуклой
комбинации

и @ в iLzJ) [" <*> 7: f fr ]+ц^ [и @ t;?: ° ]• сад
В самом деле, мы заключаем, на основе A) и C), что оба взятых
в скобки многочлена принадлежат G (сь с2)у а значение Lu>
очевидно, лежит между значениями L[u(t) + и* (t\t*0)]l(\ + б) и L[u(t) —
-и*(*;$]/(!-6).

В ситуации, когда (сис2) = @,0), условие A) влечет, как легко
видеть, что Li(u(t\t*)) = 0 при всех /*. Варьируя /*, получим, что
L2 (и (t\ Q) = 0 для некоторого t*Q. Полагая 6=0 в A0.2),
получим снова требуемый результат. Этим завершается доказательство (а).

При проверке утверждения (б) предположим, что (с1? с2) ф @, 0),
так как в противном случае v(t)=0 принадлежит G (сис2) и 0 =
= Lv <. Lu. Действуя так же, как при доказательаве (а), получим
A0.1), а затем рассмотрим два случая: 0<8<1 и б>1. Если
0 <б< 1, то используем A0.2), как и ранее. Остается рассмотреть
случай б > 1. Однако условие A) эквивалентно 0<а@ +
+ и* (t\ Q ^ 2и (t), и поэтому при б > 1 имеем

u(t) + u(t;tQ 2и ^
о^ —г+^б—<г+б-"-

В этом случае v (t) = A + б)-1 [и (t) + и* (t\ Q] принадлежит G (си
с2) и, очевидно, Lv ^ Lu. Это завершает доказательство теоремы.
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Глава X

НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ НАИЛУЧШЕЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ,
МАКСИМИЗАЦИЯ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ, СВЯЗАННЫХ
С МОМЕНТАМИ, И ПРИЛОЖЕНИЯ К ТЕОРИИ
ПЛАНИРОВАНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТА

§ 1. Введение

Мы начинаем эту главу с постановки трех задач теории
аппроксимации. Эти задачи имеют различное происхождение и их
формулировки кажутся несвязанными, однако точные решения в

некоторых случаях совпадают. Общая постановка, объясняющая это
явление, приводится в § 2. В дальнейшем мы существенно обобщим
эти частные случаи. В конце главы формулируются некоторые
нерешенные задачи, вытекающие из общей постановки.

Задача 1.1. Найти значения xQ, xif ..., хПУ удовлетворяющие
неравенствам а < xQ < xi < ... < хп ^ 6, которые максимизируют

T(x0yxiy...yxn) = f]w(xi) П (Xi-xiP- О-О

Здесь w(x) — фиксированная весовая функция.
При специальном выборе w (х) величина Т (х0, хи ..., хп)

связана с дискриминантной функцией обычных многочленов. Мы можем
также интерпретировать выражение A.1) как меру
электростатической энергии, ассоциированной с п + 1 зарядами,
распределенными на интервале [а, о]. Именно, рассмотрим п + 1 единичных
«масс», расположенных в точках х0, хи ..-, хп на отрезке [—1, 1],
и фиксированные массы р и q в точках +1 и —1, соответственно.
Единичные массы создают силы отталкивания в соответствии с
законом логарифмического потенциала, и энергия системы
оценивается как log Г-1/2, где

п

T = T(x0,xl,...,xn) = Y](l-xi)^(\+xtJ" П (*«—дс,)«. A.2>
*=0 0<К/<л
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Положение точек х0, .¦., хПУ для которого достигается максимум
A.2), соответствует условию электростатического равновесия.
Выражение A.2) есть специальный случай A.1), где

w(x)=(\-xJp(l+xf (р,?>0).

Стилтьес доказал, что A.2) достигает своего максимума, когда
множество {xt}^ есть множество нулей ногочлена Якоби Р<*^> (х),
где а = 2р—• 1, |3 =2q— 1.

Задача 1.2. Пусть *0,хь ...,хп аданы на [—1,1].
Многочлены /2-й степени ly (х), v = 0, 1,..., п, определенные условиями
/v (xt) = б/v, называются фундаментальными интерполяционными
многочленами Лагранжа, порожденными точками xQi хи ..., хп. Эти
многочлены имеют явный вид

lv{x)=l{x)[l'{xJ(x-x*)]-\ A.3)
п

где 1{х) = П (x — Xi).
п

Отметим, что многочлен ^yjv(x) интерполирует функцию со
7=0

значениями у0, уи ..., уп в точках дг0, хи ..., хп.
Для данной весовой функции w(x) >0, заданной на [а, Ь], мы

нормируем многочлены /v (а:) так, что w (**) г* (я*) = 6/v для /, v =
= 0, 1,... ,/г, положив

rv(*)=^/2(*v)/v(*). A.4)

Задача состоит в отыскании *0, *!,..., *п, для которых

sup «> W{r» (*) + ... +г* (*)> A.5)

достигает минимума.
В случае, когда w(x)=a\ и [а,Ь] =[—1, 1], Фейер доказал, что

минимум A.5) достигается, когда х0 = — 1, хп = 1 и д^,. .. ,*„_i
суть нули уравнения

P;W=0, A.6)

где Рп (х) есть многочлен Лежандра n-й степени.
Задача 1.3. Эта задача также касается интерполяционных

систем для различных весовых функций w(x). Пусть х0,хь...,хп
суть п + 1 точек в [a, b]t и пусть pv (*), v = 0, 1,..., л, суть /г +
+ 1 многочленов произвольной степени, удовлетворяющих условию

И**) Pv(^) -= 6/v» *\ v = 0,1 п.
п

Функция w (х) V yvpv (х), очевидно, принимает значения */0, t/4,...
V=0
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*.., уп в точках х0, хи ..., хп соответственно. По этой причине
система {w(x)pv (*)}g называется интерполяционной системой,
ассоциированной с {Xi)n0. Она может отличаться от системы
интерполяционных многочленов Лагранжа тем, что pv не являются обязательно
многочленами я-ой степени.

Система {w (х) pv (*)}JJ называется устойчивой, если
п

O^w(x) yyvpv{x) ^max*/v, a^x^b,

выполняется всякий раз, когда yv>0, v = О, 1,. .., п.
Устойчивая интерполяционная система называется наиболее эко-

п

номичной при условии, что величина V [deg pv (х)] минимальна.
v=0

Желательно определить точки, ассоциированные с наиболее
экономичной устойчивой интерполяционной системой. Для
некоторых классических весовых функций мы докажем, что решение этой
задачи совпадает с решением задачи 1.2.

Стилтьес получил решение задачи 1.1 в качестве новой характе-
ризации классических ортогональных многочленов (см. Сеге [1959],
стр. 139). Специальный случай задачи 1.2, когда w (х) = 1 был
сформулирован и решен Фейером [1932]. Понятие и анализ задачи 1.3
восходит к Егервари и Турану [1958] и [19591.

§ 2. Общая теорема эквивалентности

В этом параграфе мы вводим общую постановку, которая
включает в себя формулировки задач 1.1—1.3. При этом мы установим
принцип эквивалентности, который утверждает, что решения этих
задач совпадают.

Пусть f (х) = (/0 (х),. .., fn (х)) — векторнозначная функция,
составленная из п + 1 линейно независимых непрерывных
вещественных функций /0, ..., fn> определенных на компактном пространстве
X. Пусть 0 обозначает множество всех мер ?, определенных на
борелевском поле $ (порожденном открытыми множествами X),
таких, что Г l(dx) = 1, т. е. множество всех вероятностных мер. Для

х

всякого ?6$ пусть М(?) обозначает матрицу

М(?)ИК.||?/=0, B.1)
где

т$ =[fi (*) fi(*N W*). Л/ =0, 1 л. B.2)

Допустим на протяжении этой главы, что $ включает все
одноточечные множества. В случае, когда мера ?0 сосредоточена в един-
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ственной точке x0i матрица М (|) сводится к матрице М (%)
единичного ранга с элементами тц = fi(x0)fJ(x0). Мы также выделим
случай, когда ? приписывает массы Х4,... Др р различным точкам
хи...,хр соответственно. В этом случае М(|) имеет вид

2 M*(*i)][» (*)]'. B.3)
z-=l

и элементы этой матрицы суть
р

mu = 2 V*(*i)/;(**)•

Пояснение к обозначениям. Символ ху' обозначает на
протяжении этой главы матрицу единичного ранга, полученную
обычным матричным умножением вектор-столбца х на вектор-строку
у. Аналогично у'х обозначает скаляр (х, у). Под Ах, где А —
матрица, а х — вектор, понимается матричное произведение, в котором
х берется как вектор-столбец. Символы |А| и А' будут, как
обычно, использованы для определителя и транспонирования матрицы А
соответственно.

В случае, когда ft (х) = xly i = 0,. .., п, и X = [а, 6], матрицы
N1A) сводятся к классическим генкелевым матрицам || ci+f ||"/==0, где

ch= \xkl(dx), ft»0, 1,...,2/г.
а

Отметим несколько простых свойств матриц М (?) в виде
следующей леммы.

Лемма 2.1. Пусть М(?) определено соотношением B.1). Тогда:
A) для всякого ? матрица М(?) положительно полуопределена;
B) | М (|) | = 0 всякий раз, когда спектр \ сосредоточен менее

чем в п + 1 точках;
C) семейство матриц М(?) при ? из 0 образует выпуклое

компактное множество;

D) при любом I матрица М(?) может быть записана в
форме B.3), где р -? (п + 1) (п + 2I2 + 1.

Доказательство.
A) При любом выборе а = (а4,... ,ап) имеем

t(dx)>0, (а, М (I) а) = 2 гпи (I) а«а, = J 2 a>U (*)

откуда видно, что матрица М(?) положительно полуопределена.
B) При сделанном предположении ранг М (?) не превосходит пу

и, следовательно, М(?) — особенная матрица.
C) Утверждение о выпуклости очевидно.
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Пусть zi (*), ...,zm (*), (m = (n + 1) (n + 2)/2) обозначает
множество функций ft (x) fj (x) (j = 0,1,..., r, i = 0, 1,.л., л),
упорядоченных некоторым способом. Рассмотрим множество из Rmy
образованное координатными функциями, т. е.

Cm = {z(x) = (zt(x)t.. .,гт(х))\хеХ).

Пусть G(Ст) обозначает выпуклую оболочку Ст. Классическая
теорема Каратеодори утверждает (ср. примечание на стр. 50), что
всякая точка с = (си ..., ст) из G имеет представление в виде

ct =2a^^)« '=l,2,...,m, B.4),
m+l

где aj > 0, / = 1,..., т + 1 и ^ а7- == 1.
/-1

Так как функции ziy..., гт непрерывны, а X компактно, мы
выводим из B.4), что G (Ст) — компакт. Кроме того, из
замкнутости G (Ст) следует, что G (Ст) =Мт (ср. теорему 2.1 гл. V), где

X*m = {(Ci,...,Cj|C|= ^2t(x)l(dx)9 t = l,...,m, 56iZ)}.
Компактность семейства матриц М (|) теперь очевидна.
D) Это утверждение есть формулировка теоремы Каратеодори

для данного случая.
Для каждого ? такого, что | М (?) | Ф 0, введем функцию

d(^|)=(fW,M-1(g)fW). B.5)
Мы теперь можем перейти к формулировке двух основных задач, в
известной мере подготовленных исследованиями § 1. В самом деле,
соображения этого параграфа были подходящими для
исследования некоторых статистических задач (см. § 7). В ходе этих
исследований результаты, относящиеся к теории аппроксимации и
интерполяции, получались в качестве побочных. Наше основное
внимание сосредоточено на аналитических аспектах, относящихся к

геометрии пространств моментов.

Задача 2,1. Определить меры ?6j#, которые максимизируют
|М(Ш.

Задача 2.2. Определить ?6$, для которых supd(#,?) дости-
X

гает минимума.
В §§ 3 и 4 мы показываем, что задачи 1.1 и 1.2, поставленные в

§ 1, в действительности вытекают из более общих задач,
сформулированных выше. Оставшаяся часть настоящего параграфа будет
посвящена доказательству того, что решения задач 2.1 и 2.2
совпадают.

Теорема 2.1 (Теорема эквивалентности). Условия:
A) 5* максимизирует |М(?)|;
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B) |* минимизирует supd(x, ?);

C) supd(x,%*) = n+\X
X

определяют одно и то же множество.
Множество В, состоящее из всех ?, удовлетворяющих A), B)

или C), выпукло и замкнуто и матрица М(?) одна и та же для
всех 1?В.

Замечание 2.1. Для того чтобы облегчить доказательство
теоремы 2.1, удобно использовать терминологию и понятия теории
игр. Для наших целей игра определяется как тройка C, в, /С), где
S и в суть компактные выпуклые множества и К = К (?, 9) —
непрерывная функция, определенная на Зхв, вогнутая по | при
фиксированном 0?0 и выпуклая по 0 при фиксированном ?6 2. На
пространство S мы будем ссылаться как на пространство стратегий
для игрока I и на 6 как на пространство стратегий игрока II.
Когда игроками I и II определены стратегии g и 0 соответственно,
значение ядра /С(?, 0) интерпретируется как выплата игроку I, т.е.
игрок II «платит» игроку I сумму /((?, 0). Основная цель игрока I
состоит в максимизации его вознаграждения, тогда как действия
игрока II руководятся противоположными мотивами.

Основная теорема теории игр утверждает, что

max min К (?, 0) = v = min max К (?, 9). B.6)

Кроме того, существуют ?06 2 и 0O € в такие, что K(l0> 9) >v для
всех 9?0 и /((?, 90)<.а для всех ?6 53- Величина v, входящая в
B.6), называется ценой игры, а ?0 и 0О — суть оптимальные
стратегии для игрока I и игрока II соответственно.

Доказательство этой теоремы читатель может найти в книге
Карлина [1959]. В настоящем применении пространства S и в
отождествляются с пространством вероятностных мер на компактном
пространстве X.
Замечание 2.2. Сформулированная теорема

эквивалентности была открыта Кифером и Вольфовицем [I960] в ходе их
исследований по оптимальным планам для построения регрессионной
модели по экспериментальным данным. В ряде изящных и
глубоких работ Кифер [1959], [1960], [1961], [1962а, Ы и Кифер и Вольфо-
виц [1959] заложили основание статистической теории
эксперимента. Родственный геометрический подход был выдвинут Элвингом
[1952].

Доказательство теоремы 2.1. Рассмотрим игру
с ядром

Ke(E,6) = trM-48)M©, B.7)

где g и 8 пробегают множество

2 в {1116 А все собственные числа М (?) не меньше е}. B.8)
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Ядро Кг (?, 9) линейно и, таким образом, вогнуто по ?. Покажем
теперь, что Ke{i, 9) выпукло по 6. Доказательство выпуклости
может быть основано на известном факте, что М-1 F), как матричная
функция, выпукла, т. е. матрица

WW-' (9,) + A - К) М-' (92) - [Ш (в4) + A - X) М (92)]-i

положительно определена для 0 < % < 1 при условии, что М (9^ Ф
=?М(92). Умножение слева и справа на М1/2(?) ничего не
изменяет. Остается заметить, что tr есть линейный функционал.

Из замечания 2.1 следует, что каждая из игр {Не, Ее, Ке} имеет
цену ve и соответствующие оптимальные стратегии. Ясно, что для
всякого ? infe tr М-1 (9) М (?) < п + 1, так как можно взять 9 = ?.
Следовательно,

sup inf tr М-1 (9) М (I) < п + 1, B.9)
i в

где нижняя и верхняя грани берутся по множеству В8.
Применяя неравенство между средним арифметическим и средним

геометрическим1), получим

trM-'F)M(i) > (п+ D^g,1,^,,; B.Ю)
равенство достигается в том и только в том случае, когда М (|)

п

пропорциональна М (9). Так как J~~[ Xt = | М (Е) |, где Xt —
собственно

ные числа М(?) и

/П+1 \2

= sup \ о / ^ / \fi{x)l(dx)t
V (V, V) ^ ' ^—'

то мы получаем, что матрицы М (?0) для ?0, на которых достигается
sur>|M(?)|, с необходимостью имеют собственные числа,

превосходящие некоторое е0.

1) В виде (tr Р)/(д+ 1)^ |Р|1/(л-И) для положительно полуопределенных
матриц Р, где равенство достигается тогда и только тогда, когда Р есть единичная
матрица, умноженная на константу.
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При е<е0 из B.10 следует, что

sup inftrM—! F)M(g) > п+ 1- B.11)
?€Зе 6€Se

Сравнивая B,9) и B.11), видим, что цена игры (S8, Ee, KR) равна
V9 = n + 1 (ПРИ 8<80).

Пусть S0 (е) и 0О (г) — классы оптимальных стратегий для
игроков I и II соответственно. Если 90?в0(8), т* е-

trM-l@o)M(8)</2+ 1 B.12)

для всех 16 Вв, то по B.10) |М @О) | = sup | М (g) |. Следовательно,

в0 (е) с: 5, где В = {% | М (?) | = sup | М (ц) |}. Далее из уравнения

B.10) следует, что если 10?В, то

tr M~l (9) М Ц0) > п + 1 для всех 9 6 S8,

так что ?06Е0(е) или ВсгЕ0(е). Таким образом, мы показали,
что 60(8)cBcS0(e).

Пусть теперь ?0?BczE0(e) и 9?в0(е). Оптимальность ?0 и 90
требует соотношения tr М-1 (90) М (?) = п + 1. Более того, так как
1о и 90 принадлежат В, то |М(90) | = |М(?0) |, так что из B.10)
следует

n+l=trM->Fo)M©>(«+ 1)|*(е^Уо=я+1- <2ЛЗ>
Но равенство достигается в B.13), только когда М A0)
пропорциональна М@О), а отсюда легко вытекает, что М(?0) = М(90). Зафик
сировав 10, мы выводим, что матрицы М @О), 90 ? в (е), все
совпадают. Кроме того, g0 выбирается произвольно в В, так что 60(e)=2J.
Следовательно, множество матриц В = в0 (е) выпукло и замкнуто.

Мы можем теперь доказать, что условия A), B) и C)
определяют одно и то же множество. Так как

sup d (*, I*) = sup tr M-i (?*) М©>л+1,

то B) и C) определяют множество в0(8). Кроме того, A) есть в
точности множество В, так что желаемый результат установлен.

Представляет интерес приводимое далее следствие из
теоремы 2.1.

Следствие 2.1. Пусть /0, /4, ..., fn — линейно независимые
непрерывные функции на компактном пространстве X. Тогда
существует вероятностная мера ?* на X с конечным спектром и
множество функций

п

/=о
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где матрица А = || аи ||" 0 положительно определена, таких,
что

A) функции go>?i»»-->?n ортонормальны по отношению к ?*,
т. е. f gigjfi* = 8ijy и / = 0, 1,,, *, л;

х

B) max2e?W-J2fi'dg*!=5S/l+li
Доказательство. Выберем ?*65. По лемме 2.1 мера 6*

может быть выбрана так, что ее спектр конечен. Если положить
А = М~1/2 (?*), то утверждения A) и B) следуют непосредственно
из теоремы 2.1.

§ 3. Максимизация некоторых определителей

В этом параграфе наша цель будет состоять в нахождении явного
решения задач 2.1 и 2.2 в некоторых специальных случаях.
Осуществляя эту цель, мы обнаружим, что задача 2.1 наиболее
доступна для непосредственного анализа. Мы не всегда можем
представить решение в законченной форме, но некоторые характеризации
удаются.

Более точно, мы хотим найти меры ?0> которые максимизируют

определитель матрицы М (?) =* || та ||, где ти = J ft (х) fj (х) \ (dx),
х

i, j = О,1,..., п, при специальных выборах /0, fv ..., fn.
Положим, что мера | сосредоточивает массы Х0, Xi9... Дп

( ^ Xj = 1 ] в п + 1 различных точках х0, хи ..., хп соответственно.
\/«о /
При таком выборе ? элементы М (?) принимают вид

*ij = 2Vi(*i)/j(*i)- C-1)
i«=o

Записывая ап = Xtfi (хг) и bn » fj (xt) (/, /, / = 0, 1,..., п), получаем
отсюда, что детерминант М(|) имеет специальный вид

{fl^UetH/a^ll^o}2- C-2)
Если функции /0, .. ., /п определены как

/ ,(*) - xV/2 (х), i - 0, 1,. %. 9п,хе[а, Ь], C.3)
то C.2) принимает вид

(nOrWi) П (**-*Р* C.4)
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Это выражение есть по существу функция Т(х0,... ,хп),
определенная в A.1).

Мы видим из C.2), что два множества переменных *0, xif ...
..., хп и к0 Д1э ... Дп разделены. Максимизация C.2), следовательно,
может быть выполнена в две стадии. Простое вычисление показы-

п п

вает, что максимум J"] А,/ при условиях A,z > О, V^= 1,
достигало /=о

ется при %г = \1(п +1), / = 0, 1,..., п. В общем случае
максимизация det || ft (Xj) j| или даже более простая задача характеризации
решения оказывается чрезвычайно трудной.

Замечание 3.1. Из проведенного выше обсуждения вытекает
ряд интересных задач. Например, было бы важно установить
условия на функции /0»/i» • • • »/пэ которые гарантируют, что максимум
|М(?)| достигается для мер, сосредоточенных в п + 1 точках. В
этом случае | М (g) | упрощается до C.2).

Важный специальный случай касается задачи характеризации
весовых функций w(x), для которых максимизирующая мера ?,
связанная с функциями ft (х) = xlwU2 (х), i = О, 1,..., я, содержи7
п+ 1 скачок.

Частичное решение этой задачи устанавливается ниже в
теореме 3.6. Было бы важно также охарактеризовать точки х0,хи...
...,хп, которые дают максимум в C.2) или C.4).

Обратимся теперь к максимизации определителя |М(|)| при
некоторых специальных выборах /о>--->/п- Так как доказательства
теорем 3.1—3.6 сходны, то мы формулируем все эти теоремы, а
доказываем только теорему 3.4.

1

Теорема 3.1. Если |iv (g) = f х\ (dx), v = 0, 1,..., 2/i, где
—i

| — вероятностная мера на [—1, 1], то
/ п \4 2п

det [ || \ч+, \\li=0] < 2»<"+» П vv U-" П v"v,
V 1 / 1

где равенство достигается тогда и только тогда, когда ? состоит
из п + 1 равных масс, помещенных в нулях х0Ухи . ..,хп уравнения
A —х2) Р'п (х) = О, где Рп (х) есть многочлен Лежандра п-й степени.

Теорема 3.2. Если Jv{\) = j*v(l — x)a+l A + xf+'l{dx), v =
—i

= 0, 1,..., 2n (a > — 1, p > — 1), mo

ПггП (v+a)^(v + p)v+P

det [|| Ун-/ KW < ЙТ ! 2 w-uoH-m*,
J-|(v + „+l+a + P)V+«+l+«+P

1
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где равенство достигается тогда и только тогда, когда I
состоит из п+ 1 равных масс, помещенных в нулях многочлена Якоби

Для многочленов Лагерра имеем следующий результат.
00

Теорема 3.3 Если /v(g) = f xe-*l(dx), v = 0, 1,..., 2n, то
о

det [ || //+/ \\«f==0} < *-«<«+" B*33.. . п")\

где равенство достигается тогда и только тогда, когда \ состоит
из п + 1 равных масс, помещенных в х0 = О и в п нулях
многочлена Лагерра LS^(x) с ассоциированным параметром 1.

00

Теорема 3.4. Если Lv (?) = j x?+*+ier*t (dx) (а > — 1), mo
о

det [ || L,+/ ||?,/=о] < *-e«+iK/»+i+a> (я + 1 + a)«+i+a fl vv (v + a)v+a,
i

где равенство достигается тогда и только тогда, когда I состоит
из п + 1 равных масс, сосредоточенных в нулях Ь^ (х).

Наконец, для нормальных весовых функций, ассоциированных с
многочленами Эрмита, справедлива

оо

Теорема 3.5. Если #v (?) = f xve~x'l (dx), v=0, 1,... , 2n, mo
—oo

det [l| Hi+I \\»l=0] < Be)-W"+W f\ v\
1

где равенство достигается тогда и только тогда, когда | состоит
из п + 1 равных масс, помещенных в нулях многочлена Эрмита
Нп+Х{х).

Доказательство теоремы 3.4. Положим D(?) =
= det || L/+/ (I) || и отметим, что 0< supD(g) = D0 < оо. Применяя

классическую теорему выбора Хелли, мы выберем
последовательность {1п} такую, что lim D(ln) = D0 и ln слабо сходится к ?0,

П-Ьоо

которая априори может не быть вероятностной мерой, т. е. |q
может иметь полную меру меньшую единицы. Так как каждая из
функций xv+(X+ler~x, v = О, 1,..., 2/г, обращается в нуль на
бесконечности, то имеем D (?0) = D0, так что максимум достигается для
?>. Мы утверждаем, что |0 не может помещать массу в начало
координат, а также что полная мера ?0 (оо) не может быть меньше
единицы. Если мы примем, напротив, что ?0(оо)<1, т0 меРа
lo(dx)/l0(oo) дает определитель с большим чем?H значением, Воз-
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можность того, что g0 сосредоточивает некоторую массу в нуле,
исключается по аналогичной причине.

Пусть теперь Lv (g0) = L°. Так как max D (?) достигается при
I = ?о> то максимум L2n (|), взятый по всем вероятностным мерам,
первые 2л моментов которых равны L°, v = 0,..., 2/г— 1,
достигается при I = ?0. В этом случае точка (L°,..., Цп) есть граничная
точка выпуклого множества

М ^((L0,...,L2J|Lv=Lv+a+1^S(^), v = 0,l,...,2n),I о )

где I пробегает множество всех вероятностных мер на [0, оо).
Поэтому существует опорная гиперплоскость к М в (L°, ..., L%n), т. е.

2л

существуют вещественные константы а01..., а2п и d, V а2. > 0 та-
о

2л 2л

кие, что "V a,L, < d для всех (Ln,..., L9„)?M и ^ a,L? = d. Эк-
о

Бивалентно

о

, что ^ diLi < d для всех (L0, ..., L2n)?M и ^ a*L? = <*•
о

во / 2л \

f | V a**/+a+1?~* — d ) | (d*) ^ 0 для всех ?, причем ра-
о \/=»о /

2л

венство достигается при ?=?0. Отсюда следует, что ^aixi+<x+le~x^d
для всех х ? [0, оо) и равенство достигается во всех точках роста ?0.
Докажем теперь, что равенство выполняется самое большее в п + 1
точках, больших чем нуль. Если равенство достигается в п + 2 точках, то

2л

функция g (х) = е-^лЯ+Фзи (л:) — d, где Р2п (л:) = \* а^, имеет по
о

крайней мере 2/1+4 нуля с учетом кратности. По теореме Ролл я мы
заключаем, что g' (х) = егхх^ [— хР2п + хР\п + (а + 1) Р2п] имеет
по крайней мере 2/г+ 3 нуля на @, оо).

Тогда должно быть

-*Pzn (*) + хР'2п (х) + (а + 1) Р2п (х) шв 0

2л

и, следовател но, Р2п (х) = 0, что противоречит условию V а] > 0.
/-=о

Так как D (g0) > 0, то ясно, что ?0 имеет /г + 1 точку роста.
Проделанный анализ устанавливает, что мера Е0 сосредоточена в
точках х0У хи ..., хп, xt > 0 (i = 0,..., п) с соответствующими ве-

л

сами Я0, Л1э •.., Яп, У^ = 1.
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Мы можем, следовательно, записать

Lf =^х)+«мё-х%. C.5)
Применение основной композиционной формулы C.12) гл. I к C.5)
дает выражение

Д&) = (п>ф-^П*?+1 П (*«-*/. C-е)
\ 0 / 0 0</</<л

Теперь можно действовать, как при доказательстве теорем 6.7.1 —
6.7.3 у Сеге [1959] ^стр. 140). В данном случае мы можем

продифференцировав logD (|о) | fl %i J и проверить, что / (х) =
п

= П (х — xt) удовлетворяет дифференциальному уравнению, кото-
о

рое определяет многочлен Лагерра L^ (х) с точностью до
постоянного множителя. Кроме того, напомним, что максимум ГО,* при
ограничениях Xt > 0,2Xt = 1, достигается при Xt = (n+ I) .
Суммируя сказанное, получаем, что максимум D(Q равен

D(|o) =(n+\rn-xe-{n+l)in+l+a)f\^+l П (Ъ-хр*

где х0, хь...,хп — нули LJ^ (а:), и это значение не достигается
ни при каком другом выборе х0,..., хп.

Численное значение D (|0), данное в формулировке теоремы 3.4,
можно установить, сравнивая его со значением дискриминантной
функции Z/0^ (*), данной у Сеге [1959] (стр. 141).

Некоторые из предшествующих рассуждений, относящиеся к
числу точек спектра максимизирующей меры ?0 для задачи 2.1,
непосредственно приложимы для случая ft (х) = ]/w(x) xl (i =
= 0,1,..., /г, а < х < Ь), где w(x) — весовая функция общего вида.

Полагаем, что w (х) непрерывна на интервале (а, ft), который
может быть конечным или бесконечным, и что если а = — оо
(ft = + оо), то предел w(x)x2n при х->а{х-*Ь) конечен. Допус-

ь

тим, что \}>v = f w (х) xvl (dx), v = 0, 1,..., 2/1, и обозначим, как
а

прежде, определитель || |л/+/ \\?^0 через D(Q. Будем предполагать,
что w (х) > 0 по крайней мере для п + 1 точки, иначе D (|) еэ 0.

Если D(i0) = maxD(r]), то можно вывести (используя, как в до-
п

казательстве теоремы 3.4, опорную гиперплоскость), что верхняя
3<5i



граница для числа точек в спектре g0 есть максимальное число
2п

точек, для которых в соотношении w (х) V atxl ^ d, л: ? [а, Ь],
2п '=0

V а2. > 0, достигается равенство.
/=о

Используя этот факт, мы докажем следующую теорему.
Теорема 3.6. Максимум D (г)), взятый по множеству всех

вероятностных мер, достигается на мере ?0, которая сосредоточена
в точности в п + 1 точке тогда и только тогда, когда выполняется
какое-либо из следующих условий:

A) система {l,w (х)у xw (х), ..., x2nw (х)} есть Т<истема
на [а, Ь]\

B) w(x)= \1Р(х), где Р (х) есть многочлен, положительный на
[а, Ь], и рBя+о (*) яе имеет нулей в открытом интервале (а, Ь),
например, если Р (х) имеет только вещественные нули, которые
все меньше а или все больше Ь\

C) w (х) можно равномерно аппроксимировать весовыми
функциями типа указанных в п. B);

D) w (х) = \/Р(х), где Р (х) — многочлен степени, не большей
2/г, положительный на [а, Ь].

Замечание 3.2. Пункт C) применим, если а = 0, b = oo, a
w (х) — преобразование Лапласа от частотной функции Полна на
[0,оо) (см. Шенберг [1951]).

Доказательство. Пусть A) выполняется. В замечаниях
перед формулировкой теоремы показано, что существуют веществен-

2/г

ные константы аи /=0,1,...,2/г, Baf > 0) такие, что w (х) V atxl^d
о

для некоторого вещественного d, и равенство достигается на
спектре ?0. Если существуют по крайней мере п+2 точки д:1<х2<...
... < хп+2 в спектре ?0, то могут встретиться три случая: х{ ? (a, b)
для всех i\ п + 1 из х% лежит в (а, Ь) и одно расположено в
граничной точке а или Ь\ хъ ..., xn+i принадлежат (a, b), xt = a,
хп+2 = b. Для каждой из трех возможностей «многочлен»

2п

таем неузловые нули дважды, а узловые нули по одному разу.
Это невозможно по теореме 4.2. гл. I.

Если выполняется условие B), то, как и выше, функция

g (х) = V afjc' — dP (л:) имеет по крайней мере 2п + 2 нуля в ин-
о

тервале [а, 6], где нули в точках на концах аи t считаются один
раз. Если d = 0, то это невозможно, а если d ^ 0, то функция
g<2n+i)(x) =—dPBrt+1>(x) имеет нуль в промежутке (а, Ь), что
противоречит предположению.

> (я) V а*** — d имеет по крайней мере 2п + 2 нуля, где мы счи-
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Третья часть доказывается переходом к пределу. Условие D)
трактуется несколько иным способом. Пусть М = {(\i0 (?), ...

. • •, №п (I)} I lh = [ w (х) xvl (dx) J обозначает пространство моментов,
полученное варьированием ? над классом всех вероятностных мер на
[а, Ь]9 и пусть М обозначает замкнутый выпуклый конус,
порожденный М. Так как Р(х)—многочлен степени не выше 2п, мы можем

записать Р(х) = V btxl. Отсюда следует, что М есть сечение ко-

нуса /И, состоящее из точек (с0,... ,с2п)?М, удовлетворяющих

условию нормировки V btCi = 1. Теперь, если ?0 максимизирует
1=0

определитель D (?), то (\i (?0),..., \х2п A0)) есть граничная точка
М. Так как М — сечение М, то точка (\i0 (?0),..., \i2n Eо)) должна
быть также граничной точкой конуса М- В этом случае существу-

2л \

ют вещественные константы а0, аи . .., а2п ( V а^ > 0 ) такие, что
2л

S fli^^O. а^х^Ь, C.7)
и равенство выполняется для х, принадлежащих спектру ?0. Но
из | М (?0) | > 0 следует, что спектр ?0 содержит по крайней мере
п + 1 точку. Однако w (х) > 0 для х ? [а, 6], так что равенство
может достигаться в C.7) самое большее для п + 1 точки, куда
включаются две точки на концах а и 6. Следовательно, спектр ?0
содержит в точности п+ 1 точку.

Теоремы 3.1—3.5 восходят к Шенбергу [1959]. Он использовал
более громоздкое вариационное доказательство. Наши методы
являются геометрическими и более простыми, кроме того, они
приводят к общей формулировке теоремы 3.6.

Замечание 3.3. Следует отметить, что условия в теореме
3.6 не исчерпываются классическими весовыми функциями из
теорем 3.1—3.5.

§ 4. Обобщение задачи Фейера

В § 2 мы доказали, что класс вероятностных мер |, которые
обеспечивают максимум для |М (|) |, совпадает с классом
вероятностных мер, для которых max d (х, ?) достигает минимума. В каж-

х

дом из особых случаев, рассмотренных в § 3, меры, для которых
максимум | М (?) | достигается, приписывают равные массы п +1
точке. Здесь п + 1 есть размер матрицы М (?). Мы докажем

333



(лемма 4.1), что при?, приписывающей равные массы п+ 1 точкам
*о> *и • • •»хп и /| (а:) = xW2 (*), i = 0, 1,..., п, выражение d (х, I)
сводится к

п

(см. A.4)). Таким образом, sup d(x,l) есть в точности величина
х

A.5), которую требуется минимизировать в задаче 1.2. С помощью
теоремы эквивалентности (теорема 2.1) мы получаем, что теоремы
из § 3 дают решение задачи 1.2 для соответствующих весовых
функций w(x).

Для удобства мы напомним обозначения. Пусть w (х) —
неотрицательная функция такая, что функция w(x)x2n интегрируема на
[а, Ь]. Пусть Ф„+1 — класс последовательностей (х0> хь ..., хп),
удовлетворяющих неравенствам а ^ xQ < хх < ... < хп ^ Ь и
ограничениям до1/2 (xt) rv (xt) = б/v, /, v = 0,1,..., /г, где rv (х) —
многочлен степени л, обращающийся в нуль в точках #0,... ,xv_b
Xv+i,..., хп. Многочлен rv(x) есть с точностью до постоянного
множителя v-й фундаментальный интерполяционный многочлен
Лагранжа. Более точно

rv{x) =^1/2fe)/vW, D.1)
где

Ъ(х) = 1(х)[1'(ь)(х-ь)Г\
п

l(x) = ^(x-xj).

Отметим, что точки xv должны быть определены так, что ay(jtv)>0
и что степень rv всегда на единицу меньше числа заданных точек.

Лемма 4.L Положим, что f (х)=(/0 {х)у ... ,/п (х)), где ft (х) =
= Yw (х) х1, i = 0,..,, п> и что w (х) > 0 — непрерывная на [а, Ь]
функция. Пусть rv(x), v=0,... ,п определена соотношением D.1),
тогда

п

w (х) ? г\ (х) = ^ (I (*), М-1 (у / (*)), D.2)

где Iq—мера, приписывающая массу 1/(п+ 1) каждой из точек
Xqi «*!, ... , Xjf

Доказательство. Поскольку wl/2(xt) rv(xt) = 6/v, то
получаем

wW(x)t(x) = Af(*),

где А есть матрица размера (п + 1)х(/г + 1) такая, что A""l = ||b^||,
Ьи = w^2 (xj) xlp i, j = 0,1, ,»¦, п. Мы использовали тот факт, что
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многочлены степени п, совпадающие в п + 1 точке, тождественно
равны. Итак,

w (х) 2 г] (х) = w (х) (г (х), г (*)) = (At (*), А! (*)).

Легко проверить, что [(п + 1) А'А]"  = М(?0), где |0 —мера,
приписывающая массу 1/(л+1) каждой из точек x0,xit... ,хп. Мы
поэтому заключаем, что

п

Соединяя результаты леммы 4,1 и теоремы 2.1, мы получаем
следующие теоремы.

Теорема 4.1. Если w(x) = A — *)a+1 A + xf+\ (Р> —1,
a> — 1), хе[— U 1], то

inf sup (l-x)^l(l+xf+l{r$(x) + ... + r*(x)} = l9

и нижняя грань достигается в единственном случае, когда х0, xi%..,
... i*n суть нули многочлена Якоби Plffi (х).

Теорема 4.2. Если w(x)=*e-xy *6[0, оо), то

inf sup ^{^W + - + ^W}= 1.

и нижняя грань достигается тогда и только тогда, когда #0«=0,
a xt, ... ,хп суть нули многочлена Лагерра L{nl) (х) с параметром 1,

Теорема 4.3. Если w (х) = ха+1е-х (а > — 1), *€[0, оо), то

inf sup **+!*-* {г§ (х) + ... + r\ (x)} = 1,

а нижняя грань достигается в единственном случае, когда х0, х{, ¦,.
...,^п сУть нули L{n^i(x) многочлена Лагерра с параметром а.

Наконец, для нормальной весовой функции мы имеем
следующий результат.

Теорема 4.4. Если w(х) = er*t х?(—оо, оо), то

inf sup е~*> {rl (х) + ... + r\ (х)} = 1,
Ф„-|_1 —оо<х<со

и нижняя грань достигается в единственном случае, когда х0У х{, .¦.
...,хп суть нули многочлена Эрмита #„+i(x).

Мы обсудим только доказательство теоремы 4.2, так как
остальные доказательства получаются точно так же.
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Доказательство теоремы 4.2. В данном случае
[а, Ь] = [0, со ] и

, , ч [х*ег*1\ 0^*<oo
Ы*) = 0 = 0, 1,..., /г).

10, л: = оо
По лемме 4.1

sup ег* У rf (*) = sup (п + \Г1 (f (*), М-1 © f (х)), D.3)

где ? определено на [0, оо] и приписывает равные массы п + 1
точкам х0, xi9 ...9 хп. Кроме того, теорема 2.1 утверждает, что
нижняя грань правой части D.3) равна единице, и это значение
достигается тогда и только тогда, когда g максимизирует |М (?) |. Вместе
с тем теорема 3.3 утверждает, что max | М (?) | достигается в един-

ственном случае на мере ?0, которая приписывает массу (п + 1) *
каждой из az -f- 1 точек х09 xi9 ..., хП9 где х0 = 0 и х4, я2, ¦.., хп
суть нули Lnl) (х).

Следовательно,

inf sup ег* У г] {х) = 1,

и нижняя грань достигается тогда и только тогда, когда х0 = 0 и
xi9 х2У ..., хп таковы, как указано выше. Доказательство закончено.

Замечай ие 4.1. В случае ft (х) = Vw (х) х\ i = 0, 1, ... , /г,
теорема 3.6 обеспечивает достаточные условия для того, чтобы
максимум | М (Э | достигался на мере, сосредотачивающей равные массы
вл+1 различных точках х0, xiy >..,хп. При выполнении любого
из условий теоремы 3.6 лемма 4.1 в соединении с C.4) утверждает,
что

sup w (х)
[а,Ь] 2w

/=0

достигает минимума при условии, что rt (х) — фундаментальные
интерполяционные многочлены, порожденные точками дс0, xiy..., хп>
которые максимизируют выражение

f\w{xt) П (х*-**)*•

§ 5. Устойчивые и экономичные интерполяционные
системы

Метод исследования наиболее экономичных устойчивых систем
комбинирует идеи, заключенные в работе Егервари и Турана [1958],
и принцип эквивалентности § 2.
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Обратимся к задаче 1.3 § 1. Результаты теорем 4.1 — 4.4 будут
применены для характеризации наиболее экономичных устойчивых
интерполяционных систем.

Пусть w (х) — неотрицательная интегрируемая функция, заданная
на [а, Ь], такая, что w(x) >0 на (а, 6). Пусть для всякого
множества п + 1 точек x0t х{,..., хп в интервале [a, b] pv (*), v=0, 1,..., п,
обозначает п многочленов произвольной степени таких, что

W (Xt) pv (xt) = 6/v, *\ v = 0, 1, ..., п. E.1)

Подчеркнем, что мы позволяем pv иметь произвольную степень,
тогда как в D.1) многочлены rv имеют минимальную степень.
Система {w (х) pv (*)}J называется устойчивой интерполяционной
системой, если всякий раз, когда уу > 0, v = 0,1, м., л, имеем

п

о ^ 2 v w ^ w ^ тах % • E-2)
v=0 V

Отметим, что функция 2#vtt>MPv(*) принимает значения yv в
v=0

точках jcv. Следует отметить, как и в §4, что xt не могут быть
выбраны в точках х> где w(x) обращается в нуль. Устойчивая
интерполяционная система называется наиболее экономичной при

п

условии, что величина \ deg pv (х) минимальна.
v=0

Из определения устойчивой системы вытекает

0&w(x)pv(x)&^w(x)pv(x)&\. E.3)
v=0

И наоборот, неравенства E.3) гарантируют условия
устойчивости E.2).

В случае, когда w (х) обращается в нуль в обеих конечных
точках а и Ь, многочлен pv(x) имеет нули четной кратности в х0Ухь „,

п

.... *v_,. *v+i,...»хп, так что deg ру (х) >2я и min J| deg pv (x) >
v>»0

>2*(n+l).
Далее, для весовых функций A — *)a+1 A + xf+\ xa+le x и e~x%

мы выводим на основании теорем 4.1, 4.3 и 4.4, что если pv(x) =
= /•*(*), v = 0, l|iif , л, и rv(x) определено в D.1), то

sup w(x) У Pv W = sup w(x) V r*(*) > 1. E,4)
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Кроме того, равенство в E.4) достигается в том и только в том
случае, когда xQ,xiy ... ,хп суть нули Р%$ (х), Ljfti (*) и Нп+{{х)
соответственно.

Так как равенство в E.4) достигается в том случае, когда
х0, хи ...,хп суть указанные нули, то результирующие системы
{w(x)r*(x)} устойчивы. Более того, г*(х) имеет степень 2я, так что
п

V deg г\ (х) = 2л (п + 1), что совпадает с установленной ранее ниж-
v=0

ней границей. Следовательно, система {w(x)r*(x)} является наибо-
п

лее экономичной. Наоборот, если min V degpv (х) = 2п (п + 1),
v=0

то многочлены pv (х), v = 0, 1,... ,/г, необходимо имеют вид pv(*) =
= i% (*)» еояи потребовать, чтобы система {w (х) pv (х)} была
наиболее экономичной и устойчивой. Но равенство достигается в E.4)
юлько при условиях, упомянутых выше, т. е. для единственного
множества точек x0,xiy ... ,хп.

Проведенное рассуждение есть доказательство следующей
теоремы.

Теорема 5.1. Если

г (х) = от-'/* (х) „, У г ,v w w l' (xv) {X — х^) '

n

где l(x) = V (x — jcv), mo в следующих трех случаях:

A) ш(^)^A_х)а+1A+^+1, *6[-1,1], а>-1, Р>-1,
B) а; (*) = х0^1*-*, * € [0, оо), а > — 1,
C) w (х) = е-*1, л:? (— оо, оо)

система {w (х) pv (х)} является наиболее экономичной устойчивой
интерполяционной системой тогда и только тогда, когда pv (х) =
«=rJW ы х0,х{,... , л;л суть соответственно нули:

A) Pft?(*)-Of
B) Uti (*) = о,
C) Яп+1 (х) - 0.
Случаи, когда ш(я) = e~x, *6[0, оо) или w(x) = 1, *6[— 1, 1]

требуют несколько иного анализа, чем данный выше.
Если до (х) =е-*, л: 6 [0, оо), то положим, что х0, хи ..., хп — п-\-1

точек из [0, оо), и рассмотрим систему п + 1 функций е~хру (х)у

v=0, 1, ..., л, где e~~Xipv(Xi) = 6/v, a pv—многочлены произвольной
степени.

Так как w @) Ф 0, то точка *0 может быть выбрана равной
нулю. Принимая во внимание эту возможность, мы заключаем, как
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v=»e
и ранее, что если система {w(х) pv(х)}% устойчива, то ^degpv(x)>
> 2л + п [2 (п — 1) + I] = п Bп + 1). Определим

(L*n(x), v==0.

I *v [(x-xv)L'n(xJ J'

где Xi,x2,... ,хп суть нули Ln (х) =• L1^ (х) многочлена Лагерра
п

Очевидно, fxfpy (*,) = 6,V) i, v= 0, 1,..., n (*„= 0) и JJ deS PvWa

1 2 n E'5>1, z,, ... , n9

v=*0

= /г Bn + 1). Чтобы проверить, что {егхр^ (х)}% — устойчивая
система (и, следовательно, наиболее экономичная устойчивая система),
достаточно установить неравенство

1 _ м-* 2 г* (х) > e~*L\ (*), х 6 [0, оо), E.6)
где

v xv Lm*v)(*-*v)J

и *1эх2, ...,хп — нули Ln(x). По теореме 4.3 при а = 0 и л,
замененном на л—1, левая часть E.6) всегда неотрицательна. Кроме
того, левая часть E.6) равна нулю в каждой из точек xv, v=l,...
..., я, так что

g (х) = 1 -xe-*^r% (x)-e-*L\(x)
i

имеет двойной нуль в каждой из точек xVi v «= 1,..., л. Далее
Ln@) = 1, так что нуль достигается также в точке х =» 0 и общее
число нулей не менее 2я + 1. Так как g (х) стремится к единице
при х->оо, предположение g(*/)< 0 при некотором у влечет по
крайней мере 2я + 2 нулей g(x). Это, однако, невозможно, так
как тогда повторное применение теоремы Ролля показывает, что
производная (d2n+l/dx?n+l) exg(х) =ех обращается в нуль на @, оо).
Это, очевидно, невозможно. Поэтому неравенства g(x) >0 и E.6)
справедливы.

Мы теперь применим теорему 4.3, чтобы показать, что {до (х) х

X pv (х)}1* есть единственная наиболее экономичная устойчивая
система для весовой функции w (х) ¦» ег*. В самом деле, если система
{w(x)pv(x)}% наиболее экономична и устойчива, то pv (*), v=l, 2,...
..., л, может быть выражена в виде pv (х) = xr\ (х), v == 1, 2, ... , л,
где rv (х) имеет степень л — 1, е~~х%г$ (xt) = S/v, *\ v = 1,..., я, и
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0<*i<*2< ...<*п. Если система {e~*pv (*)}? устойчива, то мы
п

знаем, что егх V pt (х) ^ 1 или
/=о

xe-*^rl(x)^l E.7)

(отметим, что член р0(х)е~х опущен). Однако теорема 4.3
утверждает, что E.7) выполняется только в случае, когда xi9x29 ...хп —
нули L{n\x) = Ln(x).

Таким образом мы доказали следующую теорему.
Теорема 5.2. Если w (х) = е~х, то единственная система

{e~~xPv М)о» которая является устойчивой и наиболее экономичной,
задается посредством соотношений р0 (х) = Ln (х)у

Pv (*) =
хе

(х— xv) L'n (xv) J '
v= 1,...,л,

где Ln (x) —- многочлен Лагерра Ln (x) = L?°> (x), a xu ... , xn суть
нули Ln (x).

Оставшийся случай, когда ay(je) = l, x?[—1,1], можно
исследовать подобным образом. Так как w(—1) и w(\) не равны нулю,
то возможности х0 = — 1 и (или) хп = 1 не исключены. Нижняя

п

граница для V deg pv (х) равна, как легко заметить, 2/г2. Пусть
v=0

ГЧ»

Pv(x)y v = 0, 1,..., д, определены как

 —Рп—\ (х),

\ х2 п— 1 (*)

(X — Xv) Pn_i (xv)

v = 0,

v= 1, 2,...,« —1, E.8)

>@,0)где Pn-i (*) = -Pn-i (*) есть (n — 1)-й многочлен Лежандра и xiy х2, ...
...yxn-i — нули Prt_! (jc). Установим, что система E.8) есть
единственная наиболее экономичная устойчивая интерполяционная
система для весовой функции w (х) = 1.

Ясно, что >* deg pv (х) = 2/г2. Чтобы показать устойчивость дан-
v=0

ной системы, достаточно проверить тождество
л—1

2j1-41(*-«v)^i(*vI П '
v=l

E.9)
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По теореме 4.1 при а = |$ = 0 и л, замененном на п — 2, левая
часть E.9) неотрицательна и имеет двойной нуль в каждом из
нулей Рп-\(х). Так как Pn-i A) = 1 и степени обеих частей
одинаковы, то E.9) выполняется. Рассуждение, доказывающее, что система
E.8) является единственной наиболее экономичной устойчивой
системой, проводится, так же как в случае w(x) = е~х, в теореме 4.2.

Мы получаем следующий результат.
Теорема 5.3. Если w (х) = 1, х?[— 1,1], то единственная

наиболее экономичная устойчивая система {pv (х)}% задается
посредством E.8).

Замечание 5.1. В теореме 5.3 обнаруживается более сильное
свойство устойчивости для многочленов Лежандра, а именно, для
всех yv > 0, v = 0, 1,..., я, выполняется

п

min {yj ^ У Vv (*) ^ тах Ю- EЛ °)
Со

Соотношение E.10) есть непосредственное следствие тождества E.9).
Это свойство отличается от обычного понятия устойчивости тем,
что левая часть E.2) заменена на min yv. В случае других весовых

v

функций левое неравенство в E.10), вообще говоря, не выполняется.
Замечание 5.2. Предположим, что для данной весовой

функции w (х) интерполяционная система {w (х) pv (*)}{}, порожденная
точками х0,х±,... ухп, наиболее экономична и устойчива. Если а<#0
и хп < 6, a pv — многочлены степени 2/г, то pv принимают вид
pv (х) = г* (*), v = 0, 1,..., л, где rv (х) — многочлены степени п.

п

Тогда w(x)*Srv(x)^:\, так что по лемме 4.1 функция d(xt I*),
v=0

определенная в B.5), удовлетворяет равенству supd(*, g*) = п + 1,
X

где ?* есть мера, приписывающая массу 1/(я + 1) каждой из точек
x0ixu ... ,хп. Из теоремы 2.1 следует, что sup|M(g)| для случая

ft (х) = Vw (*)*,/= 0, 1,..., п, достигается для меры ?*,
помещающей равные массы в точках х0,хи ...,дгп.

§ 6. Тригонометрические системы

Этот параграф посвящен получению некоторых аналогов
предыдущих теорем для тригонометрических функций.

Рассмотрим сначала систему функций /H@)=cos&9, k =0, ...,л,
при 0^0 ^я. Отметим, что в качестве области определения взят
интервал [0, я], а не больший интервал [— я, я]. В этой
ситуации мы можем свести рассмотрение к случаю обычных степенных
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функций tl на [— 1,1]. Полное множество тригонометрических
функций, включающее и sin kQ и cos kQ, будет изучено ниже.

Будут полезны две следующие элементарные леммы.
п

Лемма 6.1. Пусть Pt (х) = V а*ь**> ' = О, 1, ..., п, — произ-

вольная система многочленов, и пусть В — матрица с элемента-

ми Ьи= Г Pi(x)Pj(x)l(dx) (i,j = 0, 1,... ,п). Тогда
—i

|B| = |A|»det[||H1+/||?(/_ol. F-1)
где

i

|ifc= J**6(dx), * = 0, l,...,2n,
—i

A = 11^11"^.

Лемма 6.2. Если ти = f cos /9cos/9?(d9), mo
о

| M © | = det [ || mu \\lJ=0] = IA0 P det [ || ,i/+/ ||» /=0], F.2)

где т] (?) = I (cos-1 ?) для всех Ea[—1,1] w A0—треугольная
матрица, i-й столбец которой есть вектор коэффициентов i-го
многочлена Чебышева первого рода.

По теореме 3.1 det [ || \xi, . || ] максимизируется единственным
образом мерой г\, которая помещает массы (п + 1)~1 в нули
х0, хи ..., хп многочлена A — х2) Р'п (л:), где Рп (х) — п-й многочлен
Лежандра. Следовательно, | М (?) | максимизируется единственным
образом мерой ?, которая помещает массу (п+ I)"  в точки Qh,
? = 0, 1,...,л, где *ft=cos8fc. Используя тот факт, что А0 —
треугольная матрица, а коэффициент при xk (k=?0) в Tk (х) равен
2k~\ получим следующий результат.

Теорема 6.1. Если fk (9) = cos ffi, k = 0, 1,...,я, при 0 ^
^ В ^ я, то

|МE)|^4п,(гк /г"П*-\
и равенство достигается тогда и только тогда, когда I
сводится к мере, приписывающей равные массы п + 1 точкам 9fe, k =
= 0,..., п, где cos Qk =xk и xQ,..., хп суть нули A — х2) Р'п (х)
(Рп(х) — п-й многочлен Лежандра).

Следующая теорема является аналогом результата Фейера
(сравните теоремы 4.1—4.4) в случае тригонометрических многочленов.
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Доказательство использует рассуждения, проведенные для
теоремы 4.2 и поэтому опущено.

Теорема 6.2. Пусть 90,94,..., вп — различные точки,
принадлежащие отрезку [0, я]. Определим А* (9), k = 0, 1,..., я, как
многочлен по cos kQ> k = 0,1,..., п, удовлетворяющий условию
К (%) = 6*v яры &, v = 0, 1,..., п.

Тогда

sup У[К(в)Т

достигается единственным образом в фундаментальных
интерполяционных точках 9ft = cos Xh, k = 0, 1,..., /г, где л;0, xiy...
..., *п — ж/ли A — х2) Ра (*)•

Для исследования М(|) и d (*,?), построенных по функциям 1,
cos 9, sin 9,..., cos n9, sin /г9, определенным на 0 ^ 9 ^ 2я,
удобно привлечь некоторые понятия и результаты теории меры,
обладающие определенными свойствами инвариантности по отношению к
группе преобразований.

Пусть fh i = 0, 1,..., я, — линейно независимые функции на
произвольном компактном пространстве X, Пусть #— компактная
группа преобразований, действующих на X с мерой Хаара |х, [а(#) =
= 1. Предположим, что для всякого g> принадлежащего #,
соответствующее преобразование g на пространстве вероятностных мер
?, определенное посредством gl = |g, т. е. gl (А) = lg (А) для всех
борелевских множеств Л, удовлетворяет соотношению

d(gx}t)=d(x~gt). F.3)

Образуем Е* = J Ш ^ Ш-
9

Легко показать, что ?* — инвариантная мера, т. е. ?* (§А) =
= |* (А) для всех g и всех борелевских множеств Л.

Теперь, используя тот факт, что матрица ЯР  + A — К) СГ{ —
— [ХР + A — X) Q]~l положительно определена при 0 < % < 1
всякий раз, когда Р и Q положительно определены и P^Q, мы
получаем, что

sup d (*,?)> sup \d(gx9$\k(dg) =sup [ d(x,gt)\i(dg) =
X x J x J

= SUp (f (*), [J M  (gl) |i (dg)] f (*)) >

> sup (f (*), [ J M (Й) (x (dg) p f (*)) = sup d (*, Г). F.4)
Эти соотношения показывают, что ?* минимизирует supd(*, (•)

всякий раз, когда ? минимизирует это выражение. Теперь, приме-
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няя теорему эквивалентности (теорема 2.1), получаем, что |М(?*)| =
= тах|М©|. Мы получили доказательство следующей теоремы.

Теорема 6.3. Предположим, что & — компактная группа
преобразований на X такая, что для всякого g?& и всякой
вероятностной меры I мы имеем d(gxyQ =d(x,gQ, где g%(A)=l(gA)
для всех А в борелевском поле $. Тогда существует инвариант-
ная мера ?*, /п. е. I* (gA) =|*(Л) для всех Л?$, со свойствами

A) |MF*)l=sup|M©|f

B) supd(*,g*) = inf supd(x,|).
х I х

Эта теорема будет теперь применена для получения некоторых
периодических аналогов теорем §§ 3 — 5. Положим

f@)=(l, cos 9, sin 6,..., cos /10, sin п0).

Пусть # — группа вращений на круге. Если gQ = 0 + ф, то

f (gre) = Utff (в), F.5)

где Vg — матрица размера Bп+ 1) X B/г+ 1) с единицей в
верхнем левом углу и далее блоками

cos kq> — sin fop

sin &р cos &ф
fv— A,Z, . • « , /J,

вдоль диагонали. Матрица U^ удовлетворяет уравнению UJ" =Ug~i
(Ug является также ортогональной, но это свойство нам здесь не
потребуется). Теперь

м т = j [f (в)] р (в)]' dg (ge) = j [t (ё-щ [f fe-'в)]' 4 @) =
= J ug-i [f (9)] [f (в)]' ug_, & (в) = Ug-.м (i) u^,. F.6)

Следовательно,

d(e,rt) = (f(9), M-1(i5)*(e)) =

= (f (Q), [u^i]  м-1 © [u<-ir! f (Q)) =

= (l?l,f @), ЛГ1 © U^iif (9)) = (U,f @), M-1 © VJt @)) =
= (f (?0), лг1 © f fee» = d (ge, ©. F.7)

Из теоремы 6.3 мы выводим существование ^-инвариантной
меры ?о> которая максимизирует |М©|, Однако единственная
инвариантная мера 10 есть равномерная на [0, 2я] мера. Следовательно,
| М (Iq) | = max | М © |, где ^ — равномерная на [0, 2д] мера.

в
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В этом месте удобно нормировать тригонометрические функции
подходящими скалярными множителями, а именно

Г
Фо(в) = > ^г+Т'

,(в)=уг 2п+ { sin р0, р = 1, 2,.,., п.
Лемма 6.3. Функции ф0, <р1э..., ф2п, определенные в F.8),

ортонормальны на [О, 2я] по отношению к мере г]0, которая
размещает равные массы B/i+ I)*  в точках Qh = 2nk/Bn + 1), fe =
= 0, 1, ...,2л.

Доказательство. Доказательство осуществляется прямым
вычислением, использующим экспоненциальные выражения для
cosp0 и sinp6.

С помощью леммы 6.3 легко видеть, что если тH размещает
массы B/г + I)"  в точках 0& = 2nklBn +1), k = 0, 1,..., 2/г, а
?0 — равномерная мера на [0, 2я], то М(?0) = М(т]0), так что т]0
максимизирует | М (?) |.

Мера ?, максимизирующая |М(?)|, очевидно, определена не
однозначно. Заметим, что если | М (g) | > 0, то ? необходимо
содержит не менее 2/г + 1 точек роста. Если мы теперь ограничим
внимание мерами, помещающими равные массы в минимальном числе
точек, то максимизирующая мера определяется единственным
образом посредством т]0 с точностью до вращения. Чтобы показать это,
нам потребуется следующая вспомогательная лемма.

Лемма 6.4. Максимум выражения

DF0> 0, 02п) = П sin (9v7^)
при 0 ^ 0О < 0j < .. ¦ < Q2n < 2л; достигается только при

е* = ТЯГСТ + *. *=0, 1 2л; 0^а< 2п

Доказательство. Так как максимум достигается, только
когда sin [@V — 0д)/2] > 0, мы можем рассмотреть

iogD(e§, ..,,е2п) = V log sin (-Ц^-) =
v>n

- ? \ 2 log sin (А^Ъ.) + ? log d. (-Ц^)
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где

A (k) = {(v, ц) | v > \i, v — (X = k),

B(k) = {(v, n)|v>fx, v —ji=2«+ 1 -k).

Так как sin 8 = sin (n — 6), то предыдущее уравнение может быть
записано в виде

log ?> (в0,,.. ,02n) =

/2я — 0V + 0U log sin
B(k)_SfS^s,„(^^)+|logs,„B

k=\ LA(k)

Функция log sine, как легко видеть, строго вогнута при 0 6@, я).
Поэтому из того, что число членов в A (k) (J В (k) всегда равно
2п + 1, следует, что

logD(90,.,,,e2n)^

^5>+ inogsin^rs (^) + ? B-9;+9*I~
fe=l lA(k) B(k) J

= ^B«+l)l0gsin1^T,
и равенство достигается при 0ft = Bnk/2n + 1) + а. Кроме того,
при ? = 1 замечаем, что равенство достигается в этом выражении,
только если 64 — 60 = в2 — 0t = .. = 02п — 62„-i = 2я — @2п — 60)
или, эквивалентно, если 0V — 0v__j = 2я Bп + 1), v = 1,.,., 2п,
что завершает доказательство.

С помощью леммы 6.4 мы теперь докажем, что
справедлива

Теорема 6.4. Если /ь@), k = 0, 1,..., 2/2. суть функции 1,
cos 0, sin 0,..., cos n0, sin nQ при 0 ? [0, 2я], то

IM©|^J\ F.9)
Равенство в F.9) достигается для равномерной меры ?0. Для
мер ?, сосредоточивающих массы Bп + I)"  в 2п + 1 различных
точках 0О, 04,..., 02П, равенство в F.9) достигается тогда и
только тогда, когда

е^==^ГТТ+а' * = 0,1,....2/1,
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Доказательство. Неравенство F.9) вытекает из
тривиального подсчета | М (?<,) | = | М (%) | = 2" п, где гH размещает массы
BП+1)  в точках Bnk/2n + 1), ft = 0,1,..м2л, а ^ —
равномерная мера на @, 2л;).

Для мер g, размещающих равные массы в 2л+1 различных
точках 00,019..., 62п, обратимся к C.2) и запишем |М(?)| в виде

1 -^[detll/^e^lip. |M(g)| = (-2п+ 1

Используя известное равенство
1 1

cos 0О cos 9j

det[||Mej)||] = |sin©o sine.
cos9(

sin 6,
2П

2n

мы получаем, что

|M©| =

sin л9о sin nGj ... sin л9,

B2пJ

-s*n*(b^->
v>n

Bл+1Jя+1 ?>2(9o>.">e2n).
Доказательство завершается ссылкой на лемму 6.4.

Обратимся теперь к задаче Фейера для тригонометрических
систем 1, cos 9, sin 0,.. ., cos лб, sin n9 @ < 9 < 2я). Пусть {kk (Щп
обозначает систему тригонометрических многочленов степени п,
обладающих свойством Xh (9V) = 6vfe при ft, v = 0, 1,..., 2я, где 90,
9i»--'»02n — различные точки в интервале [0,2я). Такая система
называется тригонометрической интерполяционной системой.

В случае, когда 90, 64,. ¦., 92д определены как Qh = Bnk/2n + 1),
ft = 0, It...» 2л, имеем

2л

v=0

где q>o»<Pi» •. .»Фгп определены в F.8). Так как матрица коэффици
ентов || (pv (9ft) || ортогональна, то мы получаем, что

2n 2п

/=о 1=0

Рассуждение, аналогичное проведенному в теореме 4.2,
доказывает, что если множество 2п + 1 точек в [0, 2я) и ассоциированные
с ним интерполяционные функции {Xh (9)}j?L0 удовлетворяют условию

sup У[ме)]2 = 1,
о<е<2я /=о

то мера, приписывающая равные массы каждой из точек 90,9lf...
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. ..,02п, максимизирует |M(?)|. Применяя теорему 6.4, мы
заключаем, что решение задачи Фейера единственно с точностью до
вращения интерполяционных точек. Этим завершается доказательство
следующей теоремы.

Теорема 6.5. Пусть 0О, 04, *.., 02п — различные точки,
принадлежащие [О,2л), a Xh @), k = О, 1,..., 2/г, —многочлен от 1,
cos 6, sin0,,. ,,cosn8, s'mnQ, удовлетворяющий условиям Xk(Qy) =
= 6^ при k, v = 0, 1,...,2/г.

Тогда минимум по 0О, 0i, ..., %п выражения

sup У[кт2

достигается тогда и только тогда, когда

0* = 2п+\ + а' & = 0, 1,..., 2/1,

где 0 <. а < -^ 1 и значение минимума равно единице.
Используя теорему 6.5, нетрудно решить задачу отыскания

устойчивой наиболее экономичной системы для тригонометрических
многочленов. Если 0О, 04,..., 02п — 2п + 1 различных точек в [О,
2я) и а* @), k = 0,..., 2п — тригонометрические многочлены
произвольной степени, удовлетворяющие ak @V) = 8vk, система {ah(Q)}20n
называется устойчивой, если для всех yv > 0, v = 0,.,., 2п имеем

2п

min {yv} < ^ УгАъ F) < max {yv}, 0 ? [0, 2л].
/г=0

Устойчивая система {ak @)} называется наиболее экономичной, если
сумма степеней ak @) минимальна. Этот минимум ограничен снизу
величиной 2пBп + 1).

Теорема 6.6. Для системы 1, cos0, sin0, #.., cos/10, sinn0
единственная устойчивая и наиболее экономичная система {<xk @)}^
задается равенствами ak @) = Ц @), & = О, 1, ..., 2/г, где {Jift @)}^—
тригонометрическая интерполяционная система, ассоциированная
с точками Qk = Bnk/2n + 1) + a, k = 0, 1,..., 2/г, где 0 < а <
<Bл/2/г+ 1).

Доказательство. Доказательство осуществляется с
помощью теоремы 6.5. Рассуждения соответствуют основным
этапам доказательства теоремы 5.1 и поэтому опускаются.

§ 7. Планы эксперимента

Исследования §§ 1—6 основывались на теории планирования
эксперимента. Величины d (х, ?)иМ (?), определенные в B.5) и
B.1), имеют глубокий статистический смысл и играют важную роль
в этой теории. Наша цель в настоящем параграфе состоит в том,
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чтобы изложить статистическую интерпретацию d (х, I) и М (I) и
проиллюстрировать, как геометрические методы, используемые на
протяжении книги, помогают в получении оптимальных планов.
В большинстве исследований настоящего параграфа мы следуем
работам Кифера [1959], [1960], [1961] и Кифера и Вольфовица
[I960].

Изучение оптимальных планов экспериментов, включающих
статистические данные, приводит к следующей структуре. Пусть
Л), /ь • •> /п обозначают непрерывные функции, определенные на
компактном пространстве X. Точки X представляют собой
возможные уровни осуществимых экспериментов. Для каждого уровня
х 6 X может быть осуществлен некоторый эксперимент,
результатом которого является случайное наблюдение у (х). Допустим, что
наблюдение у (х) имеет вид

y(x) = ^Qjfj(x) + y](x)y G.1)
/=о

где г\ (х) — случайная величина, такая, что

?(т)(х))=0,

*лмч(*'>={0; *;*,;
а Е обозначает математическое ожидание соответствующей
случайной величины. Функции /0, /ь ..., /п, называемые регрессионными
функциями, известны экспериментатору, в то время как параметры
0О, 9i, ..., 9П неизвестны. Экспериментатор должен оценить значения
параметров 90, 0Ь ..., Qn или некоторую функцию от этих
параметров на основе N наблюдений G.1), допуская возможность того,
что разные наблюдения соответствуют разным уровням.

План эксперимента определяется как вероятностная мера,
сосредоточивающая массы pi, ..., рг в точках хи ..., хп где значения
ptN = nif i = 1, ..., г — целые числа. Соответствующий
эксперимент включает nt некоррелированных наблюдений случайных
величин у (xt), i = 1, ..., г. После того как план задан и наблюдения
проделаны, для оценки параметров Э0, 9Ь ..., 9П используется
стандартная процедура.

Задача, с которой сталкивается экспериментатор, состоит в
выборе плана, обладающего определенными оптимальными
свойствами.

Статистические соображения (см. Кифер [1959]) придают интерес
тем ?, которые делают матрицу М (?) (тц = f fifjd%) или
определенную функцию от М(?) в некотором смысле большой. Мотивы
для рассмотрения матрицы М (?) таковы. Если вектор неизвестных
параметров 9 = @0,9Ь ,.., 9П) оценивается по методу наименьших
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квадратов, дающему наилучшую линейную несмещенную оценку,
скажем 9, то ковариационная матрица в дается выражением

Е(В-В) (в -в)' =4 М-1 (Б), G.2)
где I приписывает массу pt = ntIN точке хь i = 1,..., г.

Если матрица [М(^)]"  «мала» в некотором смысле или М(?)
«велико», то, грубо говоря, 0 близко к 0, что выражается в
«малости» G.2). Большинство критериев оптимальности плана
эксперимента основано на максимизации некоторого функционала от
матрицы М(?), которая обычно называется информационной матрицей
плана.

Информационная матрица, соответствующая плану ?, который
сосредоточивает всю массу в точке х0, есть матрица единичного
ранга [t(*o)][f (*о)]'» а если ? сосредоточивает массы ри . ..,ргв
точках *i, •..,*,, то информационная матрица есть

2 м» (*«)i[f(*i)]'-
t=i

В дальнейшем мы будем предполагать, что % — произвольная
вероятностная мера на борелевских множествах X. Оправдание для
допущения этой большей общности заключается в том, что
информационная матрица произвольного ? может быть получена с
помощью меры или плана, сосредоточенного в конечном числе
точек.

Некоторые эквивалентные оптимальные
процедуры. Простой критерий оптимальности плана состоит в том, чтобы
выбирать план ?, максимизирующий определитель информационной
матрицы М(?). Эта процедура эквивалентна минимизации
определителя ковариационной матрицы наилучших линейных несмещенных
оценок для 0О, 04,..., 0П.

Другим возможным критерием оптимальности является
минимизация максимума по х дисперсии АГ ^ (*, |) наилучшей линейной оценки

п

регрессионной функции ^Btft(x). Функция d(x91) может быть за-
писана в виде выражения

d(xt$ = (t(x),Hr{®t(x))9

которое определено при условии, что матрица М(?) неособенная
(величины |М(?)| и d(xt%) те же, что и в §2).

Первоначальным мотивом теоремы 2.1 было доказательство того,
что два упомянутых критерия оптимальности эквивалентны.

Для удобства мы вновь сформулируем здесь теорему 2.1 в
следующем виде.
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Теорема 7.1. Условия
A) |* максимизирует |М(?)|,
B) ?* минимизирует maxd(x, ?),

C) maxd(*,?*)=" + 1*
эквивалентны. Множество В всех ?, удовлетворяющих этим
условиям, выпукло и замкнуто и М(|) одно и то же для всех 1?В.

Пример 7.1. Пусть X обозначает m-симплекс Sm точек х =

= (*i,.. .,хт+х), где xt >0, / = 1,.. „m + 1 и J xi = U и пусть
{/J включает (m + 1) (m + 2)/2 функций: 1, xr A < r < m) и *,*,
(l<r<s<m). Пусть Sm2 обозначает точки Sm с двумя
компонентами, равными 1/2, и оставшимися компонентами, равными
нулю.

Покажем, что план ?т2, который приписывает массу 21 (т + 1)Х
X (т + 2) каждой из точек Sw>2 и вершинам Sm, является
оптимальным в том смысле, что \т2 максимизирует |М (?) | или,
эквивалентно, 1т2 минимизирует supd(x, ?).

л:

Пусть {gj—система квадратичных многочленов

[2 (т + 1) (т + 2)]1/2хг (*, — 1/2), 1 < i <т + 1,

[8(т+ \){m-\-2)]x,2xixh 1 </</<т+ 1.

Непосредственный подсчет показывает, что написанная система ор-
тонормальна по отношению к мере \т2. В этом случае d(х, \т^
может быть выражено как сумма квадратов от {gt}. Простые
преобразования приводят к соотношению

(m+1J(m + 2) d <х' W = 1 - 2 x*xl <2 (*« - ХУ + (l - 4X*XJ))-
Так как величина в скобках неотрицательна, имеем

<к*лтДх «*+ы«+*> .

Сравнивая с теоремой 7.1 C), мы заключаем, что |т„ оптимально.
Допустимые планы. Мера или план ? называются

допустимыми, если не существует плана ?* такого, что М (?*) > М (i) и
М(?*)=^М®. В этом случае мы выбираем матрицу №1E)
«большой» в смысле упорядочения, задаваемого положительной
определенностью.
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Если пространство X есть интервал [а, Ь] и ft (х) = *', / = 0,...
...,/г, то матрица М(|) образована элементами

ъ

а

и мы имеем следующий результат.
Теорема 7.2. М(?*)>М(?) a М(?*)^М(?) тогда и толь-

ко тогда, когда \ir (?*) = рг (I) при 0 < г < 2п — 1 и \i2n (?*) >
>1Ч»©.

Доказательство. Если М(g*) >М(g) и v = (vQ,..., vn)> то
необходимо

(v, (М (Г) - М ©) v) = J <W («*?+/ -1*1+/) > °-

Положим у0 = 1, Vj = v и иг =0, ;=т^=0, /, для каждого
фиксированного / = 0,1,.. .,/г. Тогда, так как ц,* = [х0, то выписанная
выше квадратичная форма сводится к

2»о*; —i*i) + t^o*;,—i^p >о;

это неравенство справедливо при любом вещественном v. Отсюда
следует, что ц* = |х7«, / = 0,1,..., п.

Повторяя то же самое рассуждение при vp = 1, vq = v (vt=s
= 0, /=7^p или q) и p< ^ для последовательных значений p = 1,...
..., n — 1, мы получим, что |д>* = [ij при / = 0,..., 2п — 1. Так
как Л1(|*)т?Л1(?), то заключаем, что |х*л>|л271. Обратное
утверждение очевидно.

Обращаясь к теореме 7.2 и результатам предыдущих глав (ср.
теоремы 2.1 гл. II и 1.1 гл. III), мы можем вывести следующий
результат.

Теорема 7.3. Класс допустимых планов эксперимента
состоит из мер у сосредоточенных на множестве индекса, не большего
нем п — 1/2, и мерах индекса пу которые соответствуют верхним
главным представлениям для некоторой моментной точки (\i0,

Доказательство. Вектор (\iQt |xt,..., M^-i) должен быть
граничной точкой пространства моментов, порожденного {^}^rt~I на
[а, 6], или это есть внутренняя точка, a (fx0, \ii9..., ц2п) лежит на
верхней границе пространства, порожденного {^}§р.

В первом случае соответствующая единственная мера имеет
индекс, не больший чем п — 1/2, а во втором — мера соответствует
верхнему главному представлению.

Ротатабельные планы. Пусть X обозначает единичную
m-мерную сферу, образованную векторами х = (хи .. .,*w), для ко-
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торых 2*?^*» и ПУСТЬ fu * = 0,1,..., л, есть функции П*/"'»
т

где а7- — неотрицательные целые числа и VajCd. Из комбина-

торики известно, что п + 1 = I 1. Задача построения

оптимального плана при оценивании регрессионной функции в этом случае
будет называться задачей регрессии степени d на m-мерном шаре.

Пусть # — ортогональная группа линейных преобразований в
Rm. Если f (х) представляет собой (п + 1)-вектор-функцию с
компонентами /if то f (gx)=Vqi (х), где Ug есть (п+1) X (п+ 1)-матрица,
зависящая от g?G и не зависящая от х и i. Более того, так как f (х) =
= f (gg~lx) = ЦЦГ1! (х) и функции ft линейно независимы, то
отсюда следует, что матрица Vg неособенная и U^1 = Ug-ь

Пользуясь определением М (?), можно проверить, что М (gQ =¦
= UJlM A) Ug" . Следовательно, d (gx, I) = d (x, g%) (см. F.6) и
F.7)). Теорема 6.3 теперь гарантирует нам существование
ортогонально-инвариантного оптимального плана для регрессии степени d
на m-мерном шаре.

Всякая ортогонально-инвариантная мера g может быть записана
в виде

1(А) = $Ь(г-1[А[\8,Ъ,9(Aг),
о

где Sr — (m — 1)-мерная сфера радиуса г, g4 — равномерная
вероятностная мера на Siy р — вероятностная мера на [0,1] и
подынтегральное выражение при г == 0 берется равным единице, если
0 ? Л, и нулю, если 0$Л.

Если Мы определяется как

Мы = 1A, и» f*4, •. .. fed) 114/ = j r2IP (dr)9 f p (rfr) = 1L
то имеем следующую теорему.
Теорема 7.4. Существует единственный

ортогонально-инвариантный план 10у который максимизирует |М(?)|. Радиальная
компонента р0 плана ?о сосредоточена на множестве индекса d/2
и соответствует верхнему главному представлению некоторой тон-
ки в M2(d__iy т. е. р0 приписывает положительную массу радиусам
К < ^2 < • • • < Vh = U где Я =* [d/2]. /(рсше того, Я? — 0, если
d четно, и Xt > 0, еела d нечетно.

Замечание 7.1. Так как М(|) —одно и то же для любого
оптимального плана ?, то d (х, ?) = d (х, у = d (х, g?0) = d (g"x, ?0) =-
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= d(gx, I), и, таким образом, для всякого оптимального плана
?, d(x, ?) зависит только от г.

Доказательство. Покажем сначала, что радиальная часть
р0 максимизирующей инвариантной меры ?0 не может быть
сосредоточена на множестве индекса, меньшего чем d/2. Если d—
нечетное, скажем d = 2/ + 1, и р0 сосредоточено на множестве
индекса, меньшего чем d/2, то мы можем принять без потери общности,
что этот индекс равен /. Мера р0 сосредоточена на / внутренних
точках ги ...уГг или /—1 внутренних точках ru...,rl_{ и на
обоих концах 0 и 1. В первом случае мы определяем аи ...,ап
уравнением

n(r2_rf) = n(^+---+^-i) = 2a^w
1 1 о

и в последнем случае уравнением

1 о

п

В обоих случаях получаем, что Va^m^Qo) = 0 для всех /, так
1=0

что | М (?0) |=0. Случай четного d исследуется подобным образом.
Мы доказали, таким образом, что р0 сосредоточено на множестве
индекса не меньше d/2.

Так как матрицы М(?0) совпадают для всех оптимальных Е0,
радиальные части р0 с необходимостью приводят к одному и тому

же множеству моментов |х^. = С r2l'p0 (dr), i = 1, 2, ..., d. Так как
о

р0 сосредоточено на множестве индекса не менее d/2, то нам
известно из теоремы 2.1 гл. II, что моментная точка A, \х%> \х°4, ...
..., (a^-i)) еаь внутренняя точка M2{d__iy Мы теперь покажем, что
|М(?)| есть возрастающая функция момента \i2d при условии, что
радиальная часть р меры ? имеет фиксированное число d — 1

моментов С г2/р (dr) = ^, i = 1,..., d — 1. Если это доказано, то,
о

применяя теорему 1.1 гл. III, заключаем, что мера р0 должна
быть единственным верхним главным представлением точки A, ц,°, ...
. • •> И^_2) в ^2(d-\y и Доказательство теоремы закончено.

Осталось показать, что ) М (g) | возрастает по \i2d. Определим
?(ai + Pi,..., am + Pm) Для любой инвариантной меры ? с
помощью уравнения

j # •. • *lm4l • • • fydl = с (a, + & am+p J Ha(+fii)
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и рассмотрим квадратичную форму (z, М (?) z), где z обозначает
(п+ 1)-вектор с компонентами z(alf.. .,ато), упорядоченными тем
же способом, что и функции ft (х) = П х*>. Имеем

/

(Z, М Ц) Z) = ^ H§yfoj + 1*«Л*
/=о

где

р2, = Z* (alf..., an) z (Plf..., рJ с (at + plf..., am + pj

и сумма распространяется по всем а*, Р/ таким образом, что 2с^<
< d, 2р* < d и 2 (a« + Р*) = 2/. Используя тот факт, что | М (?) |>
>0, получаем, что коэффициенты p2d при |i2d задают
положительно определенную форму относительно переменных гфи ..., рт), где
(Pi> • • •> Рт) принадлежат множеству

^o = {(Pi,...,Pm)|2(^ + P^ = 2d
i

для некоторого (аА, ..., ато)}. Следовательно, |М(|)| строго
возрастает по |n2d, что заканчивает доказательство.

Доказанная теорема показывает, что при d = 1 оптимальный
инвариантный план равномерно распределен на сфере единичного
радиуса. При d = 2 оптимальный план сосредоточивает массу A —
— 6) в начале координат и б — на сфере единичного радиуса.
Стандартные вычисления приводят к соотношению 1 — б = 21 (т +
+ 1)(т+2).

Мы теперь определим Si как класс ортогонально-инвариантных
мер ?, у которых радиальная часть либо сосредоточена на
множестве индекса, не большего чем (d — 1)/2, либо сосредоточена на
множестве индекса d/2 и соответствует верхнему главному
представлению некоторой точки в Мг{й—\у Применяя метод доказательства
теоремы 7.3, мы получаем следующую теорему.

Теорема 7.5. В классе ортогонально-инвариантных
планов множество допустимых планов совпадает с 35.

Полиномиальная регрессия. Планы эксперимента для
случая, когда регрессионные функции /о» Л» •••>/* в G.1) имеют
вид yw (х)х\ i = 0, 1,..., п (w (х) > 0), представляют
значительный практический интерес. При специальном выборе w(x)
оптимальные планы (оптимальность понимается в том смысле, что план ?
максим зирует | М (?) |) получаются с помощью теорем § 3.
Например, если w(x)=(l—x)a+l(\+xf+l (a>—1, Р>— 1), а X
есть отрезок [—1, 1], то вид оптимального плана определяется на
основе теоремы 3.2. А именно, план ? состоит из п+ 1 равных
точечных масс, помещенных в п + 1 нулях многочлена Якоби
P<°tf>(*).

Мы закончим данный параграф рассмотрением следующей задачи.
23* 355



Пусть весовая функция w(x)ss\ и Я=[—1, 1]. Мы хотим
минимизировать d (х0, I) в фикс рованной точке х0, где | х0 | > 1 и
охарактеризовать соответствующий оптимальный план. Это значит,
что дисперсия N~ld(x0yQ (N есть число наблюдений) предсказан-

п

ного значения полиномиальной регрессионной кривой V 0^
должно

на быть минимизирована в точке х0, вне интервала [— 1, 1],
на котором выбраны наблюдения. Эта задача называется
задачей экстраполяции.

Полное решение задачи дано в работе Хоэла и Левина [1964].
Их метод отличается от того, который дается ниже.

Теорема 7.6. Если |#0|>1 и ? обозначает вероятностную
меру на [— 1,1], то

d(x0,t)>TU*o), G.3)
где Тп (х) обозначает п-й многочлен Чебышева первого рода. Кроме
того, если

sv = -cos^-, v = 0,l,...,/z, G.4)
и L (х), v = 0, 1,..., п,—интерполяционные многочлены Лагран-
жа степени п для точек sv, v = 0, 1,...,л (т. е. Lv (s;-) = 8
v,/ = 0, 1,..., п), то равенство достигается в G.3) тогда и
только тогда, когда g сосредоточивает массу

^ = jM'o)! {1Ъ)
2im*o)i
i=0

в точках sv, v = 0, 1,..., п.
Доказательство этой теоремы опирается на следующую лемму.
Лемма 7.1. Пусть \ обозначает вероятностную меру на [— 1, 1 ],

и пусть Рп обозначает многочлен степени не более п такой, что
|/M*o)l2 = l (К1>1). Тогда

sup inf j | Pn {x) p I (dx) = -jfj^. G.6)
— 1

Кроме того,

inf j|PnW|4(^)=T?j-yF
в том и только в том случае, когда ? такое, как в теореме 7.6.

Замечание 7.2. Приведенная лемма также имеет
приложения в связи с методом сопряженных градиентов для решения ли-
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нейных уравнений и методом минимальной итерации для
вычисления наибольшего собственного числа симметричной матрицы (см.
работу Каниэля [1966]).

Доказательство теоремы 7.6. Пусть лемма 7.1
справедлива. Мы хотим минимизировать d(x0,1) = (f (х0), М~* (?)f (х«)) над
классом вероятностных мер на [—1, 1], где М(?) = ||m^(|)||,

1

—î
xi+%(dx) и f (ж) = A, *,...,*").

-1

Так как

d(xQ, I) = f (х0)МГ] (I)f (x0)) = sup ^Qb)
b = (Ь0»---А).

G.7)

мы получаем, что

infd
ID /« \ |2

inf d (*0, S) = inf sup . nKon , G.8)
§\Pn(x)l*l(dx)

где Pn (x) = V &**'. Однако правая часть G.8), очевидно, равна
1

^\Pn(x)\n(dx)
1

,—1

sup inf . |2
6 Pn*°

Отсюда на основе леммы 7.1 следует, что единственный
оптимальный план I таков, как описано в теореме 6.7, и m\nd(x0yQ =*

= 7*(*0).
Прежде чем приступить к доказательству леммы 7.1, выведем

вспомогательную формулу для d(xy ?).
Сначала отметим, что элеменш матрицы М(?) можно

рассматривать как точку в Bя + 1)-мерном евклидовом пространстве,
порожденном Т-системой 1,х, jc2, .. .,х2л. В этом случае для всякого

плана ?, для которого | М (?) | > 0, существует план ?, помещаю-

щий массу в п + 1 точках, для которых М (?) = М (|) (см.
следствие 3.1 гл. II). Следовательно, мы можем всегда ограничить
внимание планами, сосредоточенными в п + 1 точках.

Как в G.7) и G.8), мы запишем

d (х, ?) = max = 2 = max — 2 ,
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где Рп обозначает ненулевой многочлен степени не больше п9
{tv}$==0 — (n+ 1) значений, выбранных в интервале [—1,1] и lv-
положительные числа, сумма которых равна единице.

Пусть L (#), v = 0,1,..., п, — интерполяционные многочлены
Лагранжа, ассоциированные с /v, v = 0,1,..., п (т. е. Lv (х) —
многочлен степени п> удовлетворяющий Lv (tj) = 6V/).

Тогда

V=0

По неравенству Шварца имеем

\Рп{х)\* = lVKPnitv)^.
v=0

<

<2*^<wS4r- (у-9)
v=0 v=0

Поскольку равенство для некоторого многочлена достигается
(фиксируем х и просто определим Рп (t) так, что Рп (tj = с (Lv (x)/Xv),
где с — константа), то мы получаем, что

L2v(x)
(^) = ?^' GЛ0)

v=0

где I обозначает план, приписывающий массу Xv точке #v, v = О,
1,...,/г.

Доказательство леммы 7.1. Рассмотрим игру (см.
замечание 2.1 к § 2) (S, в, К)У где Е обозначает класс
вероятностных мер ? на [—1, 1], в обозначает класс неотрицательных
многочленов степени 2/г, нормированных так, что Р2п (х0) = 1, а ядро
К определено на S х в посредством выражения

K(l,P2n) = ^P2n(x)l(dx).
—i

Очевидно, что К билинейно по двум своим аргументам. Обычное
доказательство компактности аппроксимации в с помощью в#,
состоящего из всех многочленов Р2п, коэффициенты которых
ограничены N по абсолютной величине (см. теорему 2.1), показывает,
что игра определена и

v = min max Р2п (х) = max min [ Р2п (х) I (dx). G.11)
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Мы утверждаем, что единственный оптимальный минимизирующий
многочлен есть Т2 (х)/Т2(х0). В противном случае мы легко
выводим, что многочлен Р2п (х) — Т2п (х)/Т2п (х0) имеет нуль в точке х0
и 2/г нулей в [—1, 1], что невозможно. Итак,

v = mm max Р2п (х) = max —^ = -у
Р2п -1<*<1 -1<*<1 Тп(х0) ^„(^о)

и Т2п(х)/Т2п(х0) — единственная оптимальная для игрока II
стратегия. В частности,

1

^P2n(x)l(dx) §T*n(x)l(dx)
~l < S < -7±— = V

P2n(*o) T2n(x0) T2n(x0)
при всех ??S.

Ясно, что оптимальный план ?* сосредоточен в точках, где Т2 (лс) =
= 1, т. е. в точках sv ^= —cos vnM, v = 0, 1, . . ., п. Если A,v, v =
= 0, 1,...,я, обозначают соответствующие веса, то оптимальность
плана |* влечет, что

п

г>2

Sp;W^>_7_7 GЛ2)
v=0

для всех многочленов Рп таких, что Р\ (х0) = 1. Пусть Lv
обозначают интерполяционные многочлены Лагранжа, ассоциированные с
точками {sv}^0.

Тогда из G.9) получаем

l=P^W<(^^(Sv)) ? Ц(*о)

\ V*Vv=0 / \v=0

и, следовательно,

v=0

Максимум по A,v ( A,v > 0, VЧ ^ Ч пРавой части G-13) легко
оценивается с помощью множителей Лагранжа и достигается в
единственном случае при

^ = — , v = 0, l,...,n. G.14)

2im*o>i
i=0
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Отметим, что

V
v«=0 v=0

Кроме того, Тп (Sv) = (- 1)п \ так что Тп (х0) = ^(- l)n~vX
v=0

X Lv (х0) и, так как знаки Lv (*0), v = О, 1,..., п> чередуются,

имеем | Тп (х0) |2 = { jg I Lv (хо) I) • Таким образом, при A,v = Ц
равенство в G.12) достигается, и, следовательно, множество {Х^
образует оптимальное множество весов для ?*.

При любом другом задании Xv имеем

1 ^v(^o)

\v=0
К I ^ Т2п(х0)

откуда видно, что оптимальные веса Я° определены единственным
образом. Доказательство леммы закончено.

Главным и неожиданным аспектом теоремы 7.6 является то, что
оптимальный план для оценивания линейной формы (9,/(л:0)) =

п

= ^.®ixo сосредоточен на фиксированном множестве п-\-1 точек
— 1 = 50< st < .. . < sn = 1 независимо от выбора х0 (\х0\ > 1).
Точки {sf}g удовлетворяют | Тп (st) | = 1, / = 0, 1,..., /г, а
многочлен Чебышева Тп (х) характеризуе1ся (с точностью до постоянного
множителя) тем свойством, что он минимизирует величину

sup хп + 2 ***
1=0

В работе Кифера и Вольфовица [1965] теорема 7.6 была
обобщена заменой обычных степеней 1, х, .. .,ля на Г-систему функций
/o>/i> • • м/п- При подходящих ограничениях на функции f0,fi9...

.. .,/п наилучшая аппроксимация fn многочленами ^a>ifi снова
1=0

достигает максимума своего абсолютного значения в точности в
п+ 1 точке {$*}?.

Ниже в теореме 7.7 мы сформулируем ту часть результатов
Кифера и Вольфовица, которая является прямым обобщением
теоремы 7.6.
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Пусть {ft}" образуют Т-систему на [—1, 1], и пусть и
обозначает единственнный многочлен (см. теорему 10.2 гл. II),
обладающий свойствами:

A) И*)|<1, *61-1, 1],
B) существуют п + 1 точек — 1 <. s0 < s4 < ... < sn < 1 таких,

что и (sn_j = (— 1)', i = 0, 1,..., п.
Далее пусть G обозначает множество векторов с = (с0, cit..., cj,

для которых

|Л> (*i) • • М*п) со
/l (*i) .-• h(xn) ct

fnM ¦•• 'nW Cn

Ф0 G.15)

для всех {Xi}nv удовлетворяющих — 1 <. x{ < x2 < ... < xn < 1. В
дальнейшем будет удобно связывать с каждым с 6 G точку г и
положить /f (г) = сь i = 0, 1,..., п. Для любого многочлена и =
п п п

= V a^j мы можем теперь написать и (г) = V а^/г (г) = V а^г.
t=0 /=о t=0

Отметим, что определители G.15) необходимо сохраняют
постоянный знак, так что условия принадлежности с к G определяют
просто то обстоятельство, что функции /0, fu .. .,/п образуют 7-сис-
тему на [—1, 1] (J {*}.

Теорема 7.7. Пусть {/JJ — Т-система на [—1, 1], и пусть
и и G таковы, как определено выше.

(a) Если с 6 G и g обозначает вероятностную меру на[— 1, 1], то

(с,М-1(Юс)>аМг) G.16)

(ft(z)=cif / = 0, 1, ...,/i).
(b) Пусть sjj < s* < ... < s* — /г + 1 точка множества В =

= {х | а2 (*) == 1}, причем знаки величин и (s*),..., и (s*) череду-
п

ются, и пусть Lv (х) = V aJv)/i (*) обозначают интерполяционные
/=о

многочлены Лагранжа для точек {s*}g, т. е. ?v(s*) =SV/, v, / =
= 0, 1,..., п. Тогда равенство достигается в G.16), если I = ?*
приписывает точкам st массу

*? = IM*)|/2I^(*)|. / = 0,1,...,/г.
/-о

(c) Если \а^г(х)вл\9 *?[— 1, 1] для некоторого
множество

ва коэффициентов {ajg, то В состоит в точности из п + 1
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точек и равенство в G.16) достигается тогда и только тогда,
когда ?* определено как в части (Ь).

Рассуждения, используемые при доказательстве теоремы 7.7,
аналогичны рассуждениям, уже проделанным для теоремы 7.6 и,
поэтому мы их опускаем.

§ 8. Обобщения

Исследования этого параграфа обобщают работу Кифера [1961].
Пусть f = (/0, Д,..., fn) — векторнозначная функция,

образованная из п + 1 непрерывных функций, определенных на компактном
пространстве X. В § 2 мы рассматривали две функции М © =
HI/я,, || и d (*,?), где

*n«j = Jft/jdg, *»/ = 0, 1,2,...,az,
X

Теорема 2.1 показывает, что всякая мера ?, максимизирующая
|М©|, минимизирует также maxdfo ?) и наоборот. Обращениие

X

к этой теореме было продиктовано желанием отождествить
оптимальные планы, соответствующие, по-видимому, различным
статистическим критериям. В статистической терминологии § 7 М © —
информационная матрица, ассоциированная с экспериментом ?, а
d (х, |) при ф ксированном ? соответствует (с точностью до
постоянного множителя) дисперсии наилучшей линейной несмещенной

п

оценки регрессионной функции V^M*)-

Функции М© и d(x, I) соответствуют задаче оценивания
полного множества п + 1 параметров 0О, 84,..., ЭЛ. Для рассмотрения
оценивания только первых s + 1 из п + 1 параметров мы вводим
две соответствующие функции. Если М © — неособенная матрица,
то аналогом |М©| будет

|м;©1Нм^)-м;®мгч?)м^)|, (8.1)
где

1м2© м3©1 м© = (8.2)

(М^)—матрица размера (s+ 1) х (s + 1), штрих означает
транспонирование).

Аналогом d (дс, g) является

d8 (*, Ю =trP© (fA) (х) - D' © fB) (*)) (fA) (x) - D'© fB) (*))' -

= (f0) (x) - D' © fB) (*), P © (fA) (x) - D' © fB) (x)))f (8.3)
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где

fA> (х) = (/0 (*),..., U (*)), fB) (х) = (/s+1 (*),..., fn (*)),

p © = [м; ©г1 и d d) = мг © м2 ©.
Наша цель в этом параграфе — распространить принцип
эквивалентности (теорема 7.1) так, чтобы показать, что мера g максимизирует
|М*(?)| тогда и только тогда, когда она минимизирует max ds (*,?).

Сначала мы хотим распространить определение М* (?) на случай,
когда матрица М3(?) особенная. Для этой цели нам потребуются
следующие элементарные факты, которые вытекают из
утверждения о том, что М (?) в (8.2) — положительно полуопределенная
матрица.

Лемма 8.1. rang М2(?)с: rang М8(?).
Доказательство. Утверждение леммы эквивалентно

соотношению [rang М2 (I)]1 zd [rang Мд^)]1 (J_ обозначает
ортогональное дополнение). Но для произвольной матрицы С нуль —
пространство ff (С) от С совпадает с [rang С]1. Следовательно, нам
нужно показать, что J\f (М'2A)IэЛ (ЩA)).

Так как матрица М(?) неотрицательно определена, то если х =
= {eXi, х2} (х{ — вектор из s + 1 координат и х2 — вектор из n-s
координат), то для всех вещественных е

(х, М (|) х) = е2 (х4, Mt (g) xt) + 2е (Xl, Щ (I) х2) + (х2, М3 © х2) > 0.

Пусть х2 содержится в N (М3 (?)) =Л (Щ (I)). Тогда (х2, М3 (?) х2) =
=0, и из предшествующего неравенства следует, что (л^М^ (|)л;2) =
=0 для всех xv Следовательно, х2 ? Я (Щ E)), что влечет^ (М^ (?)):э

Следствие 8.1. Решение X матричного уравнения М3(|)Х =
= М2 (I) всегда существует.

Лемма 8.2. Матрица Х'М3(?)Х не зависит от X, где X —
любое решение матричного уравнения М3(?)Х = М2(|).

Доказательство. Если М3 (?) D = 0, то, очевидно,
(X'+D')M3(X + D)=X'MX.

Положим

м;(В=м1(Е)-Х(БГМ,(б)Х©|

где Х(|) — решение уравнения М3(?)Х(|) = М2(?). По лемме 8.2
М* (I) определяется корректным образом независимо от выбранного
частного решения. Мы определим также ds(x,%), как в (8.3), с
заменой D (I) на X (?) при условии, что М* (?) — неособенная матрица.

Величина М*(?) обладает следующими свойствами.
Лемма 8.3.

A) Матрица М* = М* (|) неотрицательно определена.
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B) W(t)=Mi(t)-X'(t)M2(t)X(t)<Mia), т.е. M,©-
— М* (?) неотрицательно определена.

Доказательство.

A) Если D — произвольная матрица размера (п — s) х (s-f 1) и
I —единичная матрица размера (s+ 1) х (s+ 1), то

ll-D'| М9 Мо м4 — m;d — D'M2 + D'M3D

есть, очевидно, неотрицательно определенная матрица. В частности,
пусть D удовлетворяет равенству M3D = М2. Тогда указанная
выше матрица принимает вид

М,— M;D — D'M2 + D'M3D = M, — M2D = Mi — D'M3D = ЛГ.

Таким образом, матрица M* = М* (?) всегда неотрицательно
определена.

B) Этот результат получается непосредственно, так как
матрица X' (?) М3 (?) X (?), очевидно, неотрицательно определена.

Нам потребуются также две следующие элементарные леммы.
Лемма 8.4. Если X (?) — решение уравнения М3 (g) X (?) =

= М2 (|), то матрица

Х'М3Х - X'M3D — D'M3X + D'M3D =

= хм3х — m;d — D'M2 +D'M3D

неотрицательно определена. Кроме того, эта матрица является
нулевой матрицей тогда и только тогда* когда D также
удовлетворяет уравнению M3D = М2.

Доказательство. Выписанная в лемме матрица совпадает с
матрицей

(X'-D')M3(X-D), (8.4)

которая, очевидно, неотрицательно определена и обращается в
нулевую матрицу, если D удовлетворяет равенству M3D = М2. Более
того, если М3(Х — D)=?0, то А = М^/2(Х — В)фО, и (8.4)
принимает вид АА', где А=^=0. Это выражение становится нулевой
матрицей тогда и только тогда, когда А = 0 или, что то же
самое, тогда и только тогда, когда D удовлетворяет равенству
M3D = М2.

Лемма 8.5. Если С—произвольная неотрицательно
определенная матрица равмера (s+ 1) X (s + 1), то

inf trPC= (S+1)|C|1/(S+1), (8.5)

еде нижняя грань берется по множеству положительно
определенных матриц Р (размера (s+ 1) X (s+ 1))> определитель которых
равен единице. В случае, когда | С | > 0, равенство в (8.5) достига-
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ется тогда и только тогда, когда матраца Р
пропорциональна (Г1.

Это есть иная форма неравенства между средним
арифметическим и средним геометрическим (см. стр. 325).

Мы теперь подготовлены к исследованию функций М* (g) и
d% (xt I). Так как функции fu i = 0, 1, ..., /г, непрерывны, то из
леммы 8.3 B) следует, что

О < sup| Mt © - X' (I) М,® X (Ш = а< со. (8.6)

Пусть {М(|ь)}—последовательность информационных матриц, для
которых | Mi (?ft) — X' Aъ) М3 (gft) X (lh) | -> а, и без потери общности
мы можем считать последовательное! ь ?ft, слабо сходящейся к
некоторому Iq. Тогда

НтМ(Ы=М(у. (8.7)
h-*oo

Пока еще не ясно, сходятся ли матрицы X(|ft); однако ниже
будет показано, что а = | М* (g0) | = | М4 (|0) — Xj (|0) М3 (У X (^ |.

Введем функцию

р (Р, D; ?) = tr Р (Mi - D'M2 - M^D + D'M3D) =

= J trP (fA) — D'fB)) (fA) — D'fB))' dg. (8.8)
Здесь D— произвольная матрица размера г х (s+ 1)> где г =
= я — s, а Р — положительно определенная матрица, определитель
которой равен от4. Очевидно,

р (Р, D; g) = tr Р (М, (I) - D'M2 © - Л/Ц © D + D'M3 © D) =

= tr Р (Mt © - X' © M3 (?) X © + X' © Ms © X © -

- D'M2 © - M2 © D + D'M3 © D),
так что по лемме 8.4

Р (Р, D; © > tr Р (Mt © - X' © М3 (|) X ©), (8.9)

и равенство в (8.9) достигается тогда и только тогда, когда D
удовлетворяет уравнению М3 © D = М2 ©. Поэтому

inf р (Р, D; © = int tr Р Mi © - X' © М3 © X ©). (8.10)
P,D Р

|Р|=а—! |Р|=Д—]

Обращаясь теперь к лемме 8.5, мы выводим, что

inf trP(M1(g)-X'(g)M3(i)X(|)) =
p
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где а определено в (8.6). Соединяя (8.10) и (8.11), мы получаем,
что для всех вероятностных мер g выполняется равенство

Ы P(P,D;B-(«+l) IMi^-^tf^fflxoi^,» t (8Л2)

sup inf Р(Р, D;g)=s + 1. (8.13)
I P,D

|P|=fl-l

Если план g таков, что | M*s (g) I = | M, (g) - X' (g) M8 © X (g) | > 0,
то из леммы 8.5 следует, что равенство в (8.12) достигается
тогда и только тогда, когда D удовле!воряет М3 (g) D = М2 (g) и
матрица Р пропорциональна (Mj (g) — X' (g) М3 (g) X (g))-1, причем
коэффициент пропорциональности определяется из условия | Р | = агх.

Наконец, так как

ир.в;ы^(.+1>|М-||',-'',(Е;!:^,х'Ц|';"+".
то из сходимости последовательности {g/J следует, что

Р(Р.О;Ь)>*+1. (8.14)
Поэтому
/-,1ч I Мг (g0) — Х/ (g0) М8 (g0) X (g0) l1/^^ _

= inf P(P,D;go)>s+l
P.D

|Р|=д-1
и, следовательно,

IЩ (go) - X' (gj M3 (g^ X (go) | = a. (8.15)

Проделанное исследование будет полезно при доказательстве
следующей теоремы.

Теорема 8.1. Пусть #> обозначает множество всех
положительно определенных матриц (размера (s -f- 1) х (s + 1)), причем
матрицы нормированы так, что | Р | = а-1, и пусть
0—множество всех вещественных матриц размера (п — s) х (s + 1).
Ядро, определенное в (8.8), удовлетворяет соотношению

max min р (Р, D; g) = s + 1 = min max p (P, D; g).
I P,D P,D 5

/Срадде того, go, определенное в (8.15), удовлетворяет неравенству

Р(Р, D;g0)>s+1

для всех (Р, D)?#> х jZ). ?слы (Р0, D0)?^> X ,0 удовлетворяет
неравенству р (Р0, D0; g) ^ s + 1 для всех вероятностных мер g ня X,
то D0 удовлетворяет равенству М3 (g) D0 = М2 (g0) и Р0 равно
(Mi (go) — D0M3 (go) Dq)-1, умноженному на постоянный множитель.
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Доказательство. Рассмотрим последовательность игр (см.
замечание 2.1) с ядрами

= tr (Q'Mt A) Q + Q'M; (l) E + E'M2 (I) Q + E'M3 © E) =

= trA|Q'E'|| M,(E) Мз(Е)
где E обозначает произвольную вещественную матрицу размера
(п — s) х (s+ 1), элемен!ы которой равномерно ограничены
посредством N, a Q — положительно определенная матрица размера
(s+ 1) X.(s+ 1), нормированная так, что |Q|>a~1/2, а
наименьшее собственное число Q> UN. Переменная g, как и прежде,
пробегает множество S всех вероятностных мер на X.

Обозначим пространство стратегий минимизирующего игрока
через <?N X 8^. Воспользовавшись известным неравенством

|Q1 + Q2r/(s+1,>IQ1i1/<s+l> + IQ2l1/(s+1),
где матрицы Q4 и Q2 положительно полуопределены, легко
установить, что {?n выпукло и компактно и, очевидно, то же самое
имеет место для 8#. Ясно, что S выпукло и компактно, так как
X компактно. Кроме того, отметим, что ядро ^^(Q, Е; Q выпукло
по отношению к (Q, Е) и линейно по Е. Основная теорема теории
игр (см. замечание 2.1) гарантирует существование (QN, EN)?i?NX
X %N и lN 6 S, удовлетворяющих соотношениям

VN(QN,ZN\t)^UN 0Л6)
для всех ?? 2, и

VN(Q,E\tN)>vN (8.17)

для всех (Q, E)?*?nX &# для некоторой константы vN. Ясно, что
vN убывает при возрастании N, так как ??#х Илг увеличивается.
Это показывает, в частности, что vn равномерно ограничено.

Теперь, выбирая I так, что матрица М (?) неособенная, мы
получим из (8.16), что элементы матриц Q^ и Е^ равномерно
ограничены, как функции от N. Взяв пару предельных матриц Q0 и
Е0 для {Q^} и {Едг} соответственно и слабый предел I мер {lN}
и осуществив очевидный предельный переход в (8.16) и (8.17),
приходим к неравенствам

Y(Qo, Eo;8^i> (8Л8)
для всех ?(j S, и

Y(Q,E;©>o (8.19)

для всех (Q, Е) ? # х 8, где v = lim vN. Очевидно. Ql —
ПОЛОЖИЛА*» ^
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тельно определенная матрица размера (s + 1) X (s+ 1),
удовлетворяющая условию |Q0|>a~1/2. Так как IQ0|> а-1/2, то мы можем
ввести матрицу D0 = — EqCK  и D = — ЕСТ  для произвольных
(Q, Е) в ^х %. Тогда (8.18) и (8.19) принимают вид

P(Po>D0; В^о (8.20)
для всех ?6 2 и

Р(Р.О;Э>0 (8.21)

для всех (Р, D) ? tP X iZ>-
Из определения непосредственно следует, что

P(XP,D;B = XP(Pf D;E)

для всех А, > 0. Поэтому мы можем предполагать, что Р0
удовлетворяет условию нормировки |Р0 |=a-i; в противном случае
заменим Р0 на ХР0 при подходящем К @<Х< 1), и соотношения
(8.20) и (8.21), очевидно, сохранят силу.

Неравенства (8.20) и (8.21) влекут тождество

max min р (Р, D; Q = v = min max р (Р, D; ?). (8.22)
I P.D P,D I

Сравнение (8.22), (8.13) и (8.14) показывает, что t;=s-f 1 и что мы мо-

жем заменить \ в (8.21) на?0. Так как Р0, D0 минимизируют р (Р, D; ?0),
то характеризация Р0 и 60, даваемая в настоящей теореме, следует
из рассуждений, сопровождающих (8.14). Доказательство теоремы
закончено.

Используя эту теорему, мы можем получить следующее
обобщение следствия к теореме 2.1 (ср. с работой Кифера [1962]).

Теорема 8.2. Пусть /0> • • •> fn — линейно независимые
непрерывные функции на компактном пространстве X. Тогда при 0 ^
^s ^п существуют вещественные числа aijy 0^i ^s, 0 -g/ ^/г,
с неособенной матрицей \\аи\\ @^i, j^s) и вероятностная
мера %0 на X с конечным спектром такие, что

п

(a) функции g* = 2 cLufj, 0 ^ / ^ s, ортонормаяьны по отно-
шению к |о и ортогональны fj при s<j^ny

S S

(b) max 2 fi? W e J2«/WEW*) = s+ u
x /=0 /—0

Доказательство. По лемме 2.1 можно выбрать меру &, с
конечным спектром, удовлетворяющую (8.14). Пусть D0 и Р0 такие,
как в теореме 8.1.

Определим

to.....ft)-*-p,o/'<in,-i#e,>.
Так как Р0[(М, &) - D^ (у - ЛЦ (&>) »о + D^W3 ft) D0)] = I
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(I —единичная матрица), мы заключаем, что функции g0, ..., gB
ортонормальны по отношению к |q.

Кроме того, так как

р(Р0, D0 + 8D;g0)>p(P0,D0;S0)

для всех D ? 0 и произвольного вещественного е, то отсюда
следует, что

-26Jtrfir(Jc)/B)(^DPi/2d|0+82trP0D/M3(So)D>0.
Однако это неравенство выполняется, только если коэффициент
при е равен нулю. Теперь, выбирая D таким, что DP*/2 — матрица
размера (п — s) X (s + 1) с нулями всюду, кроме /-го столбца и
i-й строки, получим

$ gifs+j(%o = 0» 0 ^ f fg sf 0 < / <? п — 8.
Этим завершается доказательство пункта (а). Чтобы доказать (Ь),
заметим, что

s+ 1 =р(Р0, D0; у - supP(P0, D0; g) =

s

= sup { tr g (x) g' (x) dg (x) «* sup 2 g* (*),
s s

откуда max2 ??(*)=« s + 1 и \^ig2i(x)d^0=s+l. Доказатель-
x /-=0 /=-0

ство теоремы 8.2 закончено.
Получим теперь аналог теоремы 7.1.
Для любой меры такой, что |М*©| >0, определим (см. (8.3))

ds (*, I) ~ tr Р © (/(о (х) - D' © р (*)) (/A) (*) - D' © /«(*))', (8.23)

где

Р © - [м; ©Г1 = [Mi © - X' © М8 © X ©г1,
М3©Х©-М2©.

В случае, когда матрица М© неособенная, можно проверить
(используя очевидные соотношения М2 и М(*>), что

М©
—1 м"»F) мB)E)'

м<2»A) м<3'F)

и d, (х, |) сводится к выражению

ds (х, 6) = (f (х), М-1 © f (х)) - (fB) (x), МГ1 © fw (*)).
24 С. Карлин, В. Стадден 369



Условия теоремы 7.1 в данном случае будут иметь вид:

A) Г максимизирует | MJ (g) | = | МА © - X' (g) М3 © X (g) |,
B) g* минимизирует max ds (#, g), (8.24)

X

C) maxds(*. |*) = s+ 1.
X

Аналогом теоремы 7.1 является следующая теорема.
Теорема 8.3. Множество мер g*, удовлетворяющих A),

B) или C) из (8.24) совпадают.
Доказательство. Если g* удовлетворяет B), то

max ds (х, g*) = min max ds (x, g) = min max \ ds (*, g) dr] (*) =

= min max P (P (g), D (g); т|) ^ max P (P0, D0; т|) ^ s + 1.

Но так как P(P(g), D(g); g) =* s+1, то отсюда следует, что
maxds(*, g*)>s+ 1, и мы можем заключить, что g* удовлетворя-

х

ет C). Условие C), очевидно, влечет B), так как всегда
maxds(*, l)>s+ 1.

X

Если maxd(*, g*) = s + 1, то, принимая во внимание (8.12),
X

получим, что

s+l~maxP(P(g*), D(g*);g)«

-max AT1? (АР (g*), D(g*);g)>^tii-,

где к таково, что | Р (g*) X | = а—1 (а = sup | М* (g) |). Поэтому

йР (g*) | ^ 1 или а ^ | М* (g*) | и, следовательно, условие C)
влезет условие A).

Из уравнения (8.11) получаем, что всякий план g*,
максимизирующий | М* (g) |, удовлетворяет неравенству р (Р, D; g*) > s + 1.
Однако в этом случае оптимальная пара Р0 и D0, на которой
достигается минимум, характеризуется свойствами: P0=P(g*) и M3(g*) D0 =
= М2 (g*), так что р (Р (g*), D (g*); g) ^ s + 1 для всех g и,
следовательно, max ds (xf g*) =* s + 1. Доказательство закончено.

X

Замечание 8.1. Выражение Р(Р, D; g) может быть записано
в виде

р(Р, D;g)-trPM(g)P\

где Р есть матрица размера (s + 1) X (п + 1), определенная
выражением P = ||Q, —QD'||, где Q — положительный квадратный
корень из Р. Если матрица М (g) — неособенная, то мы можем
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выразить р (Р, D; ?) в виде
fr2PE

В (Р, D; ?) = sup " гс , , (8.25)

где Е— произвольная матрица размера (п+ 1) X (s + 1).
Равенство достигается при Е = М (?) Р'. Для доказательства _(8.25) можно
воспользоваться неравенством tr2PE ^ (tr ЕМ (?) Е) (tr РМ (?) Р'),
которое легко выводится с помощью диагонализации М(?) и
использования подходящей формы неравенства Шварца. В данном случае,
имеем неравенство

inf р (Р, D; ©=infsup tr2 (РЕ)

U/0H-D

й>гх~' ' w piE^otrE'Mftrte

Замечание 8.2. При IМ (?) | >0 легко показать, что

IM, (?) - X' (?) М3 (?) X (?) | - | Mt (?) - Mi (?) М3-1 (?) М2 (?) |

сводится к |М(?)||Мз(?)Г\ так что (ср. (8.11))

Замечание 8.3. В случае s=0 р (Р, D; ?) принимает (с
точностью до постоянного множителя) вид

Ufo(x)-JZdjfj(x))t(dx).
Поэтому задача оценивания inf р (Р, D; ?) и определения D, доста-

P.D

вляющего минимум, эквивалентна нахождению линейной
комбинации /* от функций /ь ..., /п, для которой /0 — f* имеет
минимальную норму в метрик L2(?).

Если мы рассматриваем функции ft как случайные величины, то
задача состоит в определении /*, которая минимизирует в
существенном дисперсию /о — /*• Эта линейная комбинация совпадает с
линейной комбинацией, дающей максимальную корреляцию между
/0 и /*; квадрат корреляции равен

««•«г

В случае (/0 (л:), ..., fn (х)) = (*", ..., ху 1) при л: б [0, 1]
результат теоремы 8.1 уточняется и имеет вид

1 / п-\ \ 2 I л-1

sup inf J [хп — 2 di* l(dx) = inf sup ля — У. dtxt
* d 0 \ /=0 / d x J Д
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и нижняя и верхняя грани в правой части достигаются, когда
многочлен равен константе, умноженной на м-й многочлен Чебышева
первого рода (ср. § 1 гл. IX).

Дальнейшее развитие темы этого параграфа и работ Элвинга
[1952] и [1959] можно найти у Карлина и Стаддена [1966].

§ 9. Открытые вопросы

В этом параграфе мы сформулируем ряд родственных задач,
которые остаются нерешенными.

На протяжении данной главы максимизация определителя
| М (?) | играла важную роль в решении задачи Фейера и в
нахождении устойчивых наиболее экономичных интерполяционных систем
для различных весовых функций w (х). В каждом случае, когда
точное решение было получено, мера, максимизирующая | М (?) |,
приписывала массы п + 1 точкам. Поэтому мы выдвигаем следующие
задачи.

Задача 9.1. При каких условиях на функции /0, /1э ..., fn
верхняя грань |М(?)| достигается для меры с конечным спектром,
состоящим из п + 1 точек?

Задача 9.2. В случае ft (х) = Vw(х)xl t = 0,1, ..., я, как
можно охарактеризовать весовые функции w(x), для которых
максимизация | М (g) | приводит к мере, сосредоченной в/i + l точках?

Вместо максимизации | М (?) | по всем вероятностным мерам,
определенным на X, можно рассматривать более узкую задачу.

Задача 9.3. Опр делить тах|М(?)|, где максимум берется по
всем мерам, сосредоточенным в п + 1 точках.

В случае, когда | приписывает массы Х0У Хи • • •> ^п точкам
x0i xif .. ., хп> имеем

|М©|= ГЬ, №\\Ш\\1^}\ (9.1)

При максимизации (9.1) Kt необходимо равны друг другу, т. е.
1

л0 =* л^ = .. . =лл = л+1 '

Задача 9.4. При каких условиях на Г-систему {/0, fu ...
...,/Л} максимум (9.1) достигается на единственном множестве
точек х0,хи ..., *п?

В случае, когда максимум (9.1) не единствен, максимум |М(?)|
по всем | не достигается обычно для меры, сосредоточенной в п + 1
точках. Поэтому решение задачи 9.4 является шагом к решению
задачи 9.1.

В §8 мы исследовали (см. 8.8) величину

Р (Р, D; ?) » J tr Р (f«> - D'f B)) (fd) - D'fWyi (dx),
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/ ^z,1sup inf j 1 xn — 2idtXl \2dl = inf
/ do dn-

sup
1 *

xn

n—\ j

где f«> = (/0, ..., /s), f<2> = (/s+1, ..., /n), D— матрица размера
(n—s)x (s+ 1), a P — положительно определенная матрица
размера (s+ 1) X (s+ 1), определитель которой имеет заданное
значение. Теорема 8.1 утверждает, что

sup inf р (Р, D; I) = s + 1 = inf sup Ф (Р, D; ?). (9.2)
I РД> P,D I

Далее, в случае s = О и /* (дс) = *', * = 0, 1, ..., /г; X = [— 1, 1],

(9.3)

Нижняя грань в правой части достигается, когда A/2" ) I хп—

— 2 d+x* ) — /г-й многочлен Чебышева первого рода (ср. § 1 гл. IX).
( п~1 V

При s = 1 величина, соответствующая I хп — 2 dtxl I ,
заменяется на

a(x»—Q {х)У + 26 (*"—Q(x)) (х*-1 — /? (*)) + с {х^ — R (х))\ (9.4)

где Q(x) и R (х) — многочлены степени п — 2 и матрица Р «¦
/а Ь\

= ) положительно определена и нормирована так, что опре-
\Ь с )

делитель ас — Ь2 равен фиксированному положительному числу.
Задача 9.5. Определить Р, Q и R, подчиненные описанным

выше ограничениям, для которых верхняя грань (9.4) при х?
6[—1, 1] минимальна, и охарактеризовать минимизирующие
многочлены Q0(x) и R0(x). Более общим образом, определить условия
на /о> Л» • • •» /п так» чтобы оптимальный выбор Р0, D0 и ?о мог
быть охарактеризован если не точно, то хотя бы качественно.



Г л а в а XI

ВЫПУКЛЫЕ В ОБОБЩЕННОМ СМЫСЛЕ ФУНКЦИИ,

ИНДУЦИРОВАННЫЕ ?Г-СИСТЕМАМИ

§ 1. Предварительные замечания

Пусть u0t иь ..., ип — п + 1 функций таких, что {ut}^ — ЕТ-
система на замкнутом интервале [а, Ь] для любого k = 0, 1, ...
..., п. Система, обладающая такими свойствами, называется
обобщенной полной системой Чебышева или ЕСТ-системой (ср.
определения 1.1 и 2.4 гл. I).

Определение 1.1. Говорят, что функция ф, определенная
на открытом интервале (а, Ь)у является выпуклой по отношению
к системе функций {wjg, если

у ("о, Hi, ..., иП1 ф
\ Ч)> Ч> •••1^71» 'Л-f 1

Ч (to) Щ (*i) • • • "о ('„-fl)
"i (*о) "l &) • • • "l (/n+i)

ф('о) ФЛ) ••• Ф(^+1>

>0 A.1)

для всех наборов {^}g+1, удовлетворяющих условию а<?0<
< /i < ... < /n+i < ^ Символически запишем это так:

ф6С(и0>а4, ..., ип). A.2)
Из определения 1.1 видно, что условия A.1) или A.2)

выполняются тогда и только тогда, когда {и0, ии .., ип, ф} — ГС^Т-система на
открытом интервале (а, Ь). Ясно, что класс функций,
удовлетворяющий условию A.1), является выпуклым конусом, который замкнут
в топологии поточечной сходимости. Подчеркнем, что не делается
каких-либо предположений относительно функции ф в граничных
точках а и ft, т. е. требования A.1) относятся только к tif
упорядоченным на открытом интервале (а, Ь).

Замечание 1.1. Конус С (и0, ии ...» ип) может быть
определен условиями A.1) без каких-либо дополнительных
требований к системе функций {wjg. Существенно, однако, установить в
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качестве минимального требования, чтобы функции и0, uiy ..., ип
были линейно независимы на (а, Ь), так как в противном случае
конус включает все функции на (а, Ь). Конус С (и0> ии ..., ип) обладает
исключительно богатой структурой, когда функции н0, uiy ..., ип
образуют Т-систему или ?СТ-систему. Примеры, приведенные ниже,
свидетельствуют о широкой сфере применения, заключенной в
вышеуказанной формулировке.

Пример 1.1. Если и0 (t) =з 1, то С (и0) — множество всех
возрастающих функций на (а, Ь).

Пример 1.2. Пусть и0 (t) эз 1, щ (t) = ct + d, d
вещественно и с > 0. Тогда С (и0, ut) — множество выпуклых функций на
(а, Ь) (вогнутых, если с < 0).

Пример 1.3. Пусть и0 (t) = 1, и предположим, что функция
Hi @ = ^ U) такова, что \|/ (t) > 0 для всех t? (а, Ь), Тогда С A,
г|) (/)) включает множество всех функций, которые выпуклы по
отношению к \р (t) на (а, Ь).

П р им ер. 1.4. Пусть ut (t) = tl, i = 0, 1, .. ., п. Тогда С (\>t,
t2t . . ., tn) состоит из всех пределов функций в классе С", для
которых ф^+и (t) >0 на (а, 6).

Понятие выпуклости в обобщенном смысле, сформулированное
здесь, по-видимому, было впервые введено Хопфом [1926] и
получило дальнейшее развитие у Поповичиу [1936], [1961] и [1962]. По-
повичиу главным образом имел дело со случаем Г-системы {1, /,
t2y ..., tn}. Другие вопросы обобщенной теории выпуклости были
исследованы Беккенбахом [1937], Бонсаллом [1950] и другими
авторами. Работа Беккенбаха и Беллмана [1961] содержит обзор
исследований по обобщенной теории выпуклости, который дополняет
замечательную монографию Поповичиу [1945], посвященную этому
вопросу. Наше первоначальное исследование в этой области
содержится в работе Карлина и Новикова [1963]. Основной целью этой
статьи было описание дуального конуса и конуса выпуклых в
обобщенном смысле функций.

Для того чтобы описать структуру конуса С {и0у ии •••» ип), мы
посвятим оставшуюся часть этого параграфа доказательству
некоторых свойств ?СТ-систем. Первым основным результатом в этом
направлении является следующая теорема.

Теорема 1.1. Пусть и0, ии ..., ип принадлежат классу
Сп[а, Ь]. Тогда {ajg — ЕСТ-система на [а, Ь] в том и только в
том случае, когда для k = 0, 1, ..., п W(u0, ..., uk) > 0 на [а, Ь],
где W (и0, .. ., uk) обозначает определитель Вронского функций
ио> ai> • • •> #ь» tn. е.

W(u09ui9...9uJ(t) =

МО

МО

МО ••

МО ..

i#>@
(*>@и

м<> мо..

Доказательство. Необходимость
ственным следствием определения ?Т-системы.

и

является непосред-
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Доказательство достаточности разобьем на ряд отдельных
предложений.

a) Вспомним определение U* ( ' ' "''' П ] (см. § 2 гл. I). ЕслиVo» U> • • •> Ю
to> ч, ...»tn есть последовательность вида

§0» •••»&)» Si» • • •> fel» • • •» bfc» • • •> fefc»

r0 г, r/j

где а ^ ^ < g4 < ... < lk <? ft, то столбцы rj этого определителя,
включающие ?^, совпадают с первыми столбцами определителя
W (и0, ии . . ., ип), вычисленными при ^.

b) Очень часто будет удобно использовать редуцированную
систему функций {fljg-1, которая определяется как

*»-а-(-ЗД. «-• »-'• ол>
Важное тождество

^("о» "i. • • м и») - и8+П*>о. »i. • • •• vn-i)> A.4)
которое понижает порядок определителя Вронского на единицу,
легко устанавливается с помощью правила Лейбница при
дифференцировании в форме

т

Действительно, разделим каждый столбец определителя W (и0,
ии ..., ип) (t) на и0 (t) и затем добавим к каждому столбцу
соответствующую линейную комбинацию всех предшествующих ему
столбцов, действуя справа налево, с тем, чтобы получить

W{ut»ui,-..,uj = ui+w(l,^,..., fy
Тождество A.4) теперь следует из разложения определителя,
стоящего в правой части полученного равенства, по элементам первой
строки.

с) В случае, когда а ^ t0 < tt < ... < tn ^ &, положительность

определителя UI ' ' " '• j уже доказана в лемме 5.3 гл. VIII.
Vo» Ч» • •»tn)

d) Общий случай, когда t0 ^ t{ <?... ^ tn образуют
последовательность

So» • • •> ?о » Ь1» • • •» ?1 » • • •> ?fe> • • •» bh (*0~Ь • • • + rh = n + 1/t
'ft

?o < 1{ < ... < gft доказывается индукцией по /г с помощью
редуцированной системы A.3). Для каждого / выносим за знак опреде-
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лителя и0 fa) > 0 из столбцов rjy содержащих !•;, и затем
вычитаем из каждого столбца линейную комбинацию предшествующих ему
столбцов, чтобы получить из этих rj столбцов определителя

U*( ' > • • •* j первые rj столбцов определителя W(l, uju0, ...
Vo» ti, ..., tnj

. .., un/u0), вычисленных при ^. Затем вычитаем из каждого
столбца, начинающегося с единицы, предшествующий ему столбец
такого же вида, действуя справа налево, и применяем теорему о
среднем. Элементы столбца с номером г0 + ... + /^ + 1 с точностью
до положительного множителя ?/+1 — \j соответственно равны при
некотором r\j

(О, % (t|j), . •., »«—1 (%))', h < i\j < S/+i, / = 0, 1, ..., k — 1.
Разложение по элементам первой строки, которая теперь состоит
из нулевых компонент, за исключением первой, дает

/О, 1 п\ /О, 1, ..., л—1\

где tQ, ti9..., tn-.i есть последовательность вида
So» • • ¦> So» Ло» Si» • • •> Si» %» • • •> Sft> • • •> Sfe»
r0—1 г,—1 r/j—i

Так как функции v0, vu ..., vn^ удовлетворяют условию W (vQ, ...
• • •> vh) > Ot ? = 0, 1, .. ., ri — 1 (cm. A.4)), то теорема сводится
к случаю п — 1. Поскольку случай п =* 0 тривиален, то
доказательство можно считать законченным.

Исходя из п 4- 1 функций до0, wi9 . .., доп, которые строго
положительны на [а, Ь] и таковы, что wk принадлежит классу
непрерывных функций Сп~~к[а, 6], образуем следующую систему функций:

Щ (t) = ^о ('),

^ @ = и>о (t) $ a>! (Si) dEi.

  @ = ^o @ $ t»i (Si) J ^ (S2) 42dSi, A.5)
a a

t |t in—1

M0 =a>o @ ]^i (Si) J MS2)... J ^ (SJ dSn • • • dSi-
a a a

Ниже доказывается (теореме 1.2), что функции и0, аи ..., иПУ
определенные в A.5), образуют ?СГ-систему на [а, Ь\ которая
подчиняется граничным условиям

«W(a)«0, р-0, 1, ...,* — 1; k = 1, 2, ..., п. A.6)
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Следующая теорема раскрывает фундаментальный характер
представления A.5) в случае ?СГ-систем.

Теорема 1.2. Пусть функции и0, ии ..., ип из класса Сп [а, Ь]
удовлетворяют начальным условиям

^>(а)=0, р = 0, 1, ..., k — 1; ?= 1,2, ..., л. A.7)

Следующие три условия эквивалентны:
1) система {ut}^ представима в виде A.5),
2) {ajg является ЕСТ-системой на [а, 6],
3) W (и0, ... ик) > 0 яа [а, 6] для Л = 0, 1, ..., п.
Замечание 1.2. Если функции ы0, ии . .., ип не

удовлетворяют условиям A.7) в граничной точке t = а и {wjg образуют
?СТ-систему, то можно вычесть из каждой функции uk
соответствующую линейную комбинацию предшествующих функций, чтобы

k-\

получить систему uk = uk — 2 dhiuu ? = 1, 2, ..., я, которая удо-

влетворяет A.7). Очевидно, W(а0, и4> ..., uk) = №(а0, и1э ..., wft).
Доказательство. Эквивалентность условий 2) и 3)

является содержанием теоремы 1.1. Для того чтобы доказать, что
из 3) следует 1), воспользуемся индукцией. Если п = О, теорема
тривиальна. Предположим, что она доказана для систем из я — 1
или меньшего числа функций. Пусть {i^g-  обозначает
редуцированную систему A.3), т. е.

Так как u**W (v09 ..., vh_x) =W(u0, ..., uk) (см. A.4)), то W (v„ ...
..., vk_{) >0 на [a, b] для k = 1, 2, ..., n9 следовательно, {vt}n0
удовлетворяет 3). Кроме того, из соотношений A.7) вытекает, что

*«(а) = 0, р = 0, 1 Л5— 1; Л= 1 я—1. A.9)

Следовательно, по предположению индукции существуют функции
wi% w2, ..., wn, которые положительны и таковы, что wk

принадлежит классу Cn~~k [a, b] и

i

о, if) = wt @ j ш2 (?2) d?2,
a

A.10)

O»-l@ = 0>i @ J ^2 &) J Щ &) • • • J Wn F J d?n ¦ • • <fe-
a a a
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Полагая w0 (t) = u0 (f), находим, что
t

«h @ = Щ (t) J o*-i © « + cha»o @. A = 1. .... я. A.11)
a

Ho A.7) означает, что ck = 0. Следовательно, A.11) сводится к
требуемому представлению A.5).

Обратное утверждение доказывается еще проще. Предположим,
что и0, ии ..., ип допускают представление вида A.5).
Утверждается, что

W (и0, ии ..., uh) = wg+'af ...Wk, k = 0, 1, . .., п.

Проверка этого утверждения проводится индукцией с
использованием редуцированной системы {ajj}  и того факта, что если {ut}^
имеет представление A.5), то редуцированная система {fjjp1
имеет представление A.10). Таким образом,

W (и0, ttlf ..., uk) = uk+W (v09 viy . .., vt^x) = la^+'w). .. wh,
A.12)

что и завершает доказательство.

Замечание 1.3. Рассмотрение A.12) показывает, что
функции w0,...,wn выражаются как отношение некоторых определителей
Вронского, а именно

W (и0, иг)
"о

^ («о, ¦. о uh) W (tip t/fe__2)
^= П^,....^,)]* • *=2,...,п. A.13)

§ 2. Свойства конуса С(и0, alf .. ., ип)

Пусть {ajj—?СГ-система, заданная на [a, ft] в явном виде

u0(t)=w0(t)t
t

Ut(t) = w0(t) J »i Ft) dgf
a

t It

u2 (t) = w0 (t) J oii (b) J o>2 (|2) d?2 db,
а а

a a a
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г&е wt(t)—положительные функции из класса Сп~* [а, Ь]. Пусть
Dj> / = О» 1» • • •> п> обозначает дифференциальный оператор
первого порядка

<°»м~тг(-?%)- <2-2>
Заметим, что функция wn является только непрерывной, так что
область определения оператора Dn сильно ограничена.
Непосредственные выкладки из B.1) показывают, что

DjDj^ ... D0u/+] = w/+] > 0, / = 0, 1, ..., п — 1,
B.3)

Пр^^.О^^О, / = 0, 1, ..., п.

Если функция ф принадлежит конусу С (и0, ..., ип), то она
обладает существенными свойствами непрерывности и
дифференцируемое™. Перечислим некоторые из этих свойств для удобства
последующих ссылок. Подробное изложение доказательства этих свойств
довольно трудоемко и будет отложено до § 11.

А; Если функция ф ? С (и0, ии ..., ип) и п > 1, то ф 6 С1*  (а, Ь).
Далее, ф*"-1) (t) имеет производную справа ф<?> на (а, Ь)у которая
непрерывна справа, и производную слева ф<?>, которая непрерывна
слева. Для случая п = О можно лишь утверждать, что если ф ?
бС(ы0), то ц>/и0 не убывает на (а, Ь).

В) Пусть Dn-\g обозначает производную справа функции g/wn-x.
Если фбС(а0, щ, ..., нп), то функция

(ргЛ-;;;Л)(" ->» <«>
не убывает и непрерывна справа на (а, Ь).

Свойства регулярности, присущие функциям из С (и0, щ, ...
..., ип)у которые описаны выше и доказаны в § 11, могут быть
неизвестны. Соответствующие результаты для случая, когда ut (t) = /',
получены Поповичиу [19451. Этот случай значительно проще в
в том отношении, что конус выпуклых в обобщенном смысле
функций здесь инвариантен по отношению к преобразованиям, которые
допускают использование техники возмущений с применением
подходящих операций осреднения.

Утверждение В) устанавливает, что любая функция ф из
конуса С (и0, ии ..., ип) индуцирует вполне аддитивную меру dp (/) на
интервале (а, Ь). Установим теперь обратное утверждение. В
частности, установим, что если функция ф, определенная на (а, й),
удовлетворяет условиям регулярности А) и такова, что функция,
определяемая B.4), непрерывна справа и не убывает на(а,?>), то ф
принадлежит конусу С (и0> ии ..., ип). Следующая лемма будет
необходима в дальнейшем.
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Лемма 2.1. Функция

<Р @ = Фп (*; л;) =

|ш0(О J wt (Ъ) J ш2(?2)... J оу„ (?„) <&•••<&. x^t^b,
XX x

О, * < x или * > b,
B.5)

содержится в конусе С (и0, ии ..., нп). Яра я = 0 ф0 (t\ х) = wQ (t)
для x^t^b и равна нулю в противном случае.

Далее, когда а *?х^t0<ChK • • • < *n+i ?= Ь> имеем

„(VJ-...V» \_ 0. B.6)

(Заметим, что cpn (t\ а) =» ип (/).)
Доказательство. Доказательство производится индукцией

по л. Случай п = О очевиден.
Предположим, что лемма верна для п — 1 при любой ЕСТ-ско

теме {fjjp1, и рассмотрим определитель

U Щ9
>о»

Un> ф \ в

"о Со) "о (*l)

"i (to) «1 (*l)

Ф (*o) Ф &) ¦ Ф (W

Используя представление B.1), можно вынести за знак
определителя Uo(ti) из i-ro столбца, t= 0, 1, ..., /г + 1. Далее вычтем из г-го
столбца предшествующий ему столбец и затем разложим
определитель по элементам первой строки. (Заметим, что когда а ^ х ^
^ 'о < 'i < ••• < 'n+i ^ Ь, последние две строки идентичны, так
что B.6) выполняется.)

После элементарных преобразований результирующее
выражение записывается в виде

h ь

to и

'л-Н /п+\

Vfe=0 Ло> м Лп-1. Л*

где U| = DqU^u i = 0, 1, ..., я — 1, и cpn = ?>0Фп- Так как
подынтегральное выражение неотрицательно по предположению
индукции, то доказательство завершено.
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Замечание 2.1. Функция фп (t; х), п> 1, обладает
следующими свойствами:

a) Она есть единственное решение уравнения

(P?-!*W -Ал»@ _ /Л

где рж (/) = J ' ^ • удовлетворяющее начальным условиям
10, t<x9

Ф (а) = 0,
B.7)

(DftD*_i ... ВД (а) = 0, ft = 0, 1, ..., п— 1.

b) В §4 будет доказано, чю функции фп(?; х) образуют крайние
лучи конуса С (и0, ии . .., ип) по модулю линейного пространства

п

многочленов ^ а^.
о

Лемма 2.2.

а) Пусть ф @ — любая функция на (а, &), обладающая
свойствами регулярности А) а такая, что функция

0/а_ Ф?-,Рп-2---А>Ф)@ ,28)Р W ЙГ70 <2>8)
непрерывна справа и не убывает на (а, Ъ). Тогда ф@ допускает
представление вида

и

ф @ == j фл (*; *) Ф (х) +

+ Х щ(Г) Vt(t\c)9 a<c^t<b, B.9)

где q>i(t\x) определена в С2.5). (Коэффициент при q>0(t\c) по
соглашению выбирается равным y(c)/w0(c).) Кроме того, правая
часть равенства B.9) не зависит от с? (а, f].

b) Если limp (с) == р(а +) существует и конечен, то значение
с-+а

^-•-ff(a+) B.10)wt (а) v '

существует для i = 0, 1, ..., п и

Ф@ = ] Vn(t\x)dp(x) + J —ЦЦа) Ui®'
а /=0
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Замечание 2.2. В дальнейшем оператор Dn_x будет
использоваться для обозначения D„_i. Отметим, что интервал в B.9)
распространяется только до ty так как <pn (t\ х) = 0 для х > t.

Доказательство. На основании определения cpn(f; х)у
данного в B.5), путем непосредственных вычислений получаем, что

4г Фп С; х) = - о>й (*) Фя_, (*; х). B.11)
Очевидно, когда р (t) непрерывна справа и не убывает на (а, Ь)%
величина

t

$<pn(f,x)dp(x) B.12)
С

определена для с 6 (а, 6). Интегрируя B.12) по частям и принимая
во внимание B.11), получим
/ t

f фп (*; *)dp(*) = р (х) Фп (*; *) ? — jp(*)-iL фд р; х) ^ =
(Д?-! ¦ ¦ ¦ А)Ф) (С) Фп (ft С)

о> (с) + f [(?>*_,... О^оф) (х)] Фя_! (f; *) dx*
Неоднократно повторенное интегрирование по частям приводит к
искомому представлению B.9).

Для того чтобы доказать B.10), заметим прежде всего, сравнивая
B.5) и B.1), что

<Pktt*) = M0. А = 0,1, ...,л. B.13)

Кроме того, если р (а +) существует, то при выполнении
последовательных интегрирований, находим, что (D,^ . . . Д0ф) (a +)/wt (а)
существует для каждого i = 0, 1, ..., п. Теперь представление
B.10) следует из B.9) при с-+а.

Представление в виде B.9) обобщает обычную формулу Тейлора
с остаточным членом. Эта формула находит применение в
численном анализе и теории интерполяции. (В случае функций вида
щ (t) = /' см., например, Сард [1949].)

Лемма 2.3. Если функция p(t) возрастает и непрерывна
справа на (а, |5) сг (а, Ь), то любые два решения уравнения

(gg-A-2---^)@ 1 dp(t) B.14)
wn(t)

различаются на (а, (}) на многочлен, т. е. на функцию вида
п

2 СЬЦк О-
ft=0
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Доказательство. Достаточно показать, что
единственными решениями уравнения

d (Р?-|Ря-а~-Р.Ф)@
wit) -О, te(a,f>) B.15)

служат многочлены. Пусть ф — решение уравнения B.15), ¦ для
фиксированного t0 ? (а, В) пусть и — многочлен, удовлетворяющий
условиям

" (*о) = Ф Со).
B.16)

(D, ... DtD0u) (t0) = (?>г ... DtDo9) (g, i = 0, 1, .... n - 1.

Задание многочлена ы, удовлетворяющего условиям B.16),
возможно, так как соответствующая система линейных уравнений является

п

треугольной с определителем, равным П Wj (t0) > 0.
_ '=°

Теперь ф = ы — ф удовлетворяет уравнению B.15), и

Ф(д = 0,

(Dt... ая0ф) (д = 0, i = о, 1,..., п -1.

Поэтому последовательные интегрирования тождества

(:?_,... ад ф)@

B.17)

»nW ¦]- о

с нижним пределом ?0, приводят к выводу, что <f(t)=u(t)—ф@=*
= 0 для всех /6 (а, |3).

Теорема 2.1. ?Ъш л>1, то функция ф, определенная на
(а, Ь), содержится в конусе С(и0, и^ ..., цп) тогда и только
тогда, когда ф удовлетворяет свойствам регулярности А), а связан-
ная с ней функция

Р@

непрерывна справа и не убывает на (а, &).
Доказательство. Необходимость в точности

соответствует утверждениям А) и В), доказательство которых отложено до
§ 11. Чтобы доказать достаточность, необходимо проверить, что

ur0i •"• Uny ф )>0
\Г0, . . ., Гп, tn_|-i

B.18)

для всех наборов {^}^+1, удовлетворяющих условию а < t0 < /4 <...
...<f«+i<fc
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На основании леммы 2.2 запишем

Ф@=Ф1@ + Ф.@. B.19)
где

ь

«Pi (t) = J ф* (*; *) Ф (*). a < с < to, B.20)
С

л

Ф2 @ = 2j 5Г^) ^ ^ С)' B'21)
»=0

Теперь по лемме 2.1 ф„ (t; х)?С (и0, uv ..., ип), поэтому
ь

и1щ, ...,ип, Ф, \=(V"° "»' фп(':*Мф(*)>0. B.22)
о

Далее, так как

L 5^@ J ""^^^
л

то ф2@ = 2а*и*(^ для ^(С» Ь). Но *0>? за счет выбора с, по-
этому

^..-.и Ъ \ B23)\Г0, . . ., Гп, ГП4-1 /

Неравенство B.18) теперь немедленно следует из B.22) и B.23).
Следствие 2.1. Для л>1 и a<c<b любая функция q>?

(jC (а0, wlt ..., ап) допускает представление вида
t

<f>(t) = ^n(t;x)dp(x)+ g^^ffi^Siftfr B-24)
справедливое для t?\c>b\y где

[D*-r...DiP0(p(*I
^W Jdp(x)=d

есть неотрицательная мера.
Если р(а+)> — оо, то величина с может быть заменена

на а+. Полученное представление тогда справедливо на всем
интервале (а, 6).

Замечание 2.3. Для п = 0 представление B.24) имеет место только для
регуляризованной функции ф, полученной путем измерения <р таким образом, что
<р/а0 непрерывна справа. Такое изменение очевидно возможно, так как ф/ы0
возрастает и, следовательно, допускает самое большее счетное число разрывов
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fj, tv... Если p (jc) =: ф (x)/uQ (x), то представление функции ф принимает вид
Ь r^i оо

«? @ - j Фо«; *) Ф (*) + ^§- Фо <*; О + ^ 1Ф «,) - ф 0,)] б (/; <,).
/=i

еде б (/;/.) = \

Замечание 2.4. Параллельно с доказательством B.24) мы могли бы
работать с «сопряженными» функциями

<рЛ(';*) = ».<0 J wi (Ь) J ^2 (У... J ш, Ffc) dgfc... я,
I 0 при f > x. при tf < *, k = 0, 1,..., n,

Интегрирование по частям, как в лемме 2.2, тогда приводит к представлению вида

»w=(- D"+i j». «;*)* <*>+j (- ir-f (D"-',;;^)Wyt (^).
B.26)

которое справедливо для t ? (а,с ]у с ? 6. В случае, когда р F —) <оо, величина
с может быть заменена на Ь—, и данное представление будет справедливо на всем
(о, Ь).

Замечание 2.5. Стоит обратить особое внимание на
представление B.24) в специальном случае щ (t) = /', i = 0, 1, ..., п.
Для удобства примем [а, Ь] = [0, 1]. Следующие соотношения легко
проверяются:

w0(t)~l wh(t)=*ky fc = l,2,...,n,

-Jw{D^...DiD^t),±iML-
-"Й-Ф*©. *-l,2,...t/i.

Представление B.24) функции <р€СA,/,... ,f) тогда
приводится к виду

t п

*®-\ (t~nf d~P(*> + S ^1Г~«-СУ *» 0<с<<<1,
где р(дг) =ф(п)(х). Это, как легко видно, есть известная формула
интегрального исчисления.

386



Замечание 2.6. fКлассический результат Бернштейна
устанавливает, что если функция /, определенная на [а, Ы, имеет
непрерывную (п + 1)-ю производную, то

/@_2-q5L(<-e)'
i=0

:(л+1) |; с и г™ И

где H/II = sup | f (t) | и С—константа, которая не зависит от f. Та-

ким образом, каждая функция /?С"+1 может быть
аппроксимирована многочленом степени п с ошибкой, зависящей только от
величины ||/(п_И)||. С целью обобщения этого результата на случай, ког-

п

да мы аппроксимируем многочленами вида V а(и^ предположим,
/«о

что DnDn_x.. ,D0f непрерывна на [а, Ь]. Повторное интегрирование
по частям показывает, что

/ @ - 2 <"' w e J *» ft *№* • • • D«ft w <**•
1=0 а

где а; = / (а)/ш0 (а) и aj - [(?>,_!... DJ) (a)]/wt (a), /-1,2,
Следовательно,

>я.

!-^>i
<«-o

= sup ^tpn(t;x)(Dn...DiD0f)(x)dx <

< sup sup I (Dn ... DflJ) (x) | f <pn (/; x) dx = C01| Dn ... DXDJ ||,

где C0= \ фЛ F; х) d*. Так как мы все гда можем выбрать / (х) так,
а

что (Z>n .. .DJD^f) (д:)=а 1, то константа С0 в неравенстве является
наилучшей возможной. Рассмотренное выше обобщение неравенства
Бернштейна было представлено нам А. Зедеком, который
предложил другое, более сложное доказательство.

Следующий результат является отчасти обратным по отношению
к теореме 2.1.

Теорема 2.2. Если функция р (х) непрерывна справа,
неубывающая и ограниченной вариации на (а, &), то

Ф @ - J Ф» №*)#(*) B.27)
содержится в конусе С (uQ, uit... ип) и

<я„*-, ...Р.Ф)(*I Ф@.
25»

B.28)
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В более частном случае, если dp (х) = f (х) dx, где f (х)
неотрицательна и непрерывна на [а, 6], то

Dn...DtD0<t(f) = f®.

Доказательство. Функция y(t) вида B.27), очевидно,
принадлежит конусу С («0, ult..., ип). Кроме того,

(Dn_2...ОоФ)(t) _ f Dn_2...D0<Pn(t;x) _
"~ J ш. At) ар W ~~»„_,W J wn_l(t)

Значит,

поэтому

= $ ( $ «»» © <*&) Ф (*) = f «»n © [ J Ф (*)] dg.
(/)?.,... ?>,ф) w-»n@ J dp (x),

Г(^-,.-РоФ)@ ¦
d 57W I = *(')•¦]¦

Теперь перейдем к вопросу об аппроксимации функции ф,
содержащейся в конусе С (и0, uit..., ип) функциями из класса Сп [а, 6],
также принадлежащими С (и0У uiy..., ыЛ). Для этой цели в
дальнейшем будет необходима следующая лемма.

Лемма 2.4. Пусть функции q)t и <р2 принадлежат конусу
С(и0, иь ..., мл). Предположим также, что

1) dpt>dp2» "*•?• Pi (Р) — Pi («) > Р2 (Р) — Р2 (а) ^я бсеха^р,
а, Р6 (я, Ь)\

2) 5ля некоторого с ? (а, 6)

<Pi (с) = ф2 (с),

(D,...04ОвФ1) (с) = (D,...ЯАфг) (с), г = оэ 1 л—1.
B.29)

Тогда ф4 (*)—%(')> 0 для *€(?,&) и (—1)"+1 [<Pt @ —
— Фг @1 > 0 для * ? (а, с).

Доказательство. Пусть t ? [с, 6). Так как фд (*; х) > О, то из B.24)
получим, что

Г ?,<J>j-i---W<c> ,
в 1=-0

> J Ф„ (ft *) <*Р2 (*) + 2j S7C) "Pi № c> = Ф» W«
(?>,_,... D0q>2)(C)
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Следовательно, ф4 (/) > ф2 (/) для t ? [с> Ь). Соотношение (— 1)л+1 [ф4 (t) —
— Ф2 @1 > 0 для t? (а, с) получается путем сравнения B.26) и B.29).

Теорема 2.3. Для любой функции ф ? С (uQt uv .. ., ип)
a) существует функция ф (/; г)?С (uQ, uv ..., ип) такая, что

D«-l...DiD0<t(a+;*) ^

(см. следствие 2.1),
(=Ф@. <€(в + в. »-е).
\<ф@. <€[*-«. 6)

и

(- 1)п+11Ф@ -q>(ft еI >0, t ?(а,о + в],

b) существует последовательность функций {фл}~ такая, что q>ft ?
€C"[a,4nC(«o.«i„...an),

lim <$> @ ='ф(,'> (/), t = 0, 1,... , п — 1 (ф<"-» = ф#-1))
fe->oo

равномерно на каждом компактном подынтервале (а, 6).

Замечание 2.7. Предположение относительно системы функций {(*Jq
гарантирует, что связанные с ними функции wt (посредством формулы B.1))
принадлежат классу Сп~~1 на [а, Ь]. Если предположить несколько большее, a

именно, что wt ?сп~~*~т~1 на [а,Ь], то доказательство может быть продолжено с
тем, чтобы показать, что функции yk в части Ь) могут быть выбраны из
класса Сп~^К

Замечание 2.8. Когда С (и0,..., ип) = С A, t), т. е. конус С (ы0,..., ип)
Совпадает с классом выпуклых функций на (а, Ь), функция ф (*; е), построенная
в части а), соответствует замене ф(/) подходящими линейными отрезками на
(а, а + е] и [Ь — е, Ь).

Доказательство. Для каждой функции ф ? С (н0, ul9..., и ), как
известно, справедливо представление вида

С A (Dt_v..D?f)(e)
ф(о = ]фп№*)Ф(*) + 2] 57м <М';с>-
с /=о

где а<с</<Ь и р(/) = п~~{ —* ° Видоизменим меру dp, опре-
wn(t)

деленную на (а, 6), следующим образом

[Р@. '€[я + 8, Ь—е),
9(t; е)=| р(а+е), /?[а, а + е),

1р(Ь —в). t?{b-et Ь).
Таким образом, dp (/; е) имеет нулевую меру около граничных точек а и Ъ. Пусть

g (/; е) = j фд (/; х) dp (*; 8).
а
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Так как

[*4#*]-**,-<[
для * ? (а -(- е, b — е), то по лемме 2.3 g (t; е) и ф (t) различаются на (а + е,

Ь — е) на многочлен ^ at (е) ы^ (О-
Следовательно, функция

Ф С; е) = ^ фп (*; л:) dp (г, е) + ^ <*. (е) ы. (О B.30)
/=о

удовлетворяет требованиям а); неравенства, содержащие ф (t\ е) и ф (t), следуют
из леммы 2.4.

Перейдем теперь к доказательству утверждения Ь). Прежде всего изменим
функцию ф, как при доказательстве утверждения а), чтобы получить функцию
ф(/; е), определенную в B.30). Далее обозначим через *{Pm(*; e)}m=i
последовательность возрастающих функций из класса непрерывных функций С1 [а, Ь],
которая слабо сходится к р (t; е) и удовлетворяет условию

Поскольку

ф„«;*>-

pm (t; е) = р (<; е) для t ? (а + е, Ь — г).

t &л—1

'о @ J Щ (У... Г wn (ln) dln... <TSl, t > х,
X X

t<x,

B.3 1)

и кк ? С ' [a, b], i = 0, 1 n, то мы получаем, что:
1) производные

JL%it;X), / = 0, 1 n—l.

непрерывны по *? [а, Ь\ и
2) существует постоянная С такая, что

dt' Фп ('">*) ^С
для всех t, х€[а, Ь] и /=0, 1,..., п — 1. Следовательно,
ь Ь

~Г)^П (t;x)dp(x) = \-?f 4>n(t\x)dp(x), / = 0,1, ... ,n— 1
a a

B.32)

для любой функции p (x) ограниченной вариации. В частности, равенство B.32)
выполняется для функций р (t; г) и р (t\ г).

Теперь положим gm (t; е) = j фл (t\ х) dpw (х; е).
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Так как pm(/; е) слабо сходится кр(/;е), то на основании свойств 1) и 2)
заключаем, что для некоторого m (е) и любого t ? (а, Ь) имеем

ь ь I

j 4$ (ft х) dp (*; е) - J Ф<Л (/; х) фт (*; е) l^tft^-gSP (fte)i = <е

для т^т(ъ), / = 0, 1,... ,п— 1.
Для каждого ?= 1,2,... выберем ek<l/fc mfe>m(eft) и положим

Фь @ = J Ф* № *> *тЛ <* гк> + 2а* <8*> ui W- <2-33>
где коэффициенты at (е.) определены, как в B.30). Тогда

1 Ф(/) (ft *к) - ф!л @1 = 1 sU) (ft efc) - *<? (ft efe) | < ek.

Для фиксированного б> 0 выберем fc""-1 < 6. Так как eft < -?- < б и
ф(t; ек) = ф(/) для t?(a + ek,b — efe), то заключаем, что

I Ф(/) @ - ф!л @1 = 1 Ф(/) С; *к) - ф!7) @ I < eft

для любого /?[а+6, Ъ — 6]. Значит, последовательность {<Pft}j° удовлетворяет
требованиям Ь) при условии, что ф, принадлежит классу непрерывных функций
Сп [а,Ь]. Кроме того, л-я производная от фп (t; х) по t непрерывна и ограничена,
за исключением x — t. Следовательно, для любого тяг функция

-^г gm (ft8> = J ^г фл (ft *> *m (*;«)
а

непрерывна по t ? [а, 6], и значит, ф. ? Сп [а, Ь], как и требовалось.

§ 3. Дальнейшие свойства конуса С(и0У ult... , ип)

Пусть {и 3%— ЕСТ-система на [а, 6] вида B.1). В § 1 и 2
была найдена удобная редуцированная система

v,A)=(D0l+l)(f)=±2±^l. / = 0.1 л—1.
Из теоремы 1.2 и тождества (см. A.4))

^ ("о> • • • > "и) = ^S+l • ^ Р0«1, А,«2>..., Д>"п) C.1)

видно, что система {DoU^i}^1 является ^СГ-системой на [а, 6].
Это наводет на мысль рассмотреть конус С (D0uv D0u2,..., D0an).
Заметим, что система {D0M/+i}g-1 допускает представление вида
B.1), в котором w0t ш4,..., wn заменяются на wiy доа,. ,., юп.
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Далее по теореме 2.2 ф принадлежит С (и0, ut,..., ип) тогда и
только тогда, когда

Р @ = 5Г^ C-2)

непрерывна справа и не убывает. Отсюда немедленно следует, что
если я>2, то функция ф принадлежит С(и0> и{, ... ,ип) тогда и
только тогда, когда D0y(zC(D0uiy ... ,DQun).

Очевидно, можно продолжать процесс «редуцирования», в
котором система {D0Ui+iy*~l называется первой редуцированной
системой. Тогда i-я редуцированная система на основе системы {Uj}nQ
состоит из функций

Д-!... DqIIj, j = и i + 1,. .., п. C.3)

Резюмируем вышеприведенное рассуждение в следующей теореме.
Теорема 3.1. Если {и $ — ЕСТ-система на [а, 6], то для

п > 2 функция ф принадлежит С (и0>..., ип) только и только
тогда, когда D/_iD/-2... Ддо содержится в конусе, образованном
функциями C.3). Кроме того, для л>1 Dn^iDn-2 . - • А)Ф 6 С (wn)
всякий раз, когда ф ? С (и0, ..., ип).

В добавление к конусам, связанным с редуцированными
системами, определенными в C.3), стоит также одновременно
исследовать конусы С (и0, uv ..., uk), k = О, 1,..., я.

Интерес к пересечению конусов типа {] С (и0,..., ut) или
k

f| С(u0i. >. >ut) возникает в различных контекстах. Например, ес-
/=о

ли и0 @ — 1 и ui (t) = t на [а, b\ то С (u0) f| С (и0, и{) состоит из
всех неубывающих выпуклых функций на [а, Ь].

Предположим, что имеется бесконечная система функций и0, ии ...,
ип, ... такая, что {иг}ь является ?Т-системой для любого k = О, 1, ...
Пусть С+ обозначает конус неотрицательных функций на (а, 6).

, °°

В случае, когда щ (t) = tl, i = 0, 1,..., конус С " f| [ П С (и0У...
*=о

:.>иг)] состоит из всех функций, удовлетворяющих условию
Ф(,)@>0» 1 = 0, 1,... (см. ниже теорему 3.2). Аналогично конус
, °°

С \[[0 С(ио> * **>ид] в этом специальном случае точно
совпало

дает с классом абсолютно монотонных функций на (а, Ь). В § 8
будет исследован аналог результата для обобщенных ?Г-систем,
согласно которому любая абсолютно монотонная функция допускает
разложение в степенной ряд с неотрицательными коэффициентами.

С помощью теоремы 3.1 получаем следующий результат.
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Теорема 3.2. Пусть {и %}п0 — ЕСТ-система вида BЛ). Тогда
п

для п > 1 и k = 0,1, • ¦ •, п функция ф принадлежит f| с ("о> • • •

• *.»И|) тогда и только тогда, когда

DfD/-i. •. А)<Р > °> i = ft, ft + Ь.... л — 1, C.4)

ы функция p(t), задаваемая соотношением

юп@
= р@. C.5)

непрерывна справа и не убывает.
Следствие 3.2. а) Ясли q>n(f;*) определена посредством

соотношения

Фп ('; х) = {

10, / < х9

C.6)
то

Фп (<;*)€ nC(ti0,...fu,). C.7)
/==0

(b) Для любого j = 0, 1, ¦.., п имеем

И;6П С(и0,...,щ). C.8)
*=о

Доказательство. По лемме 2.1 фп (/; *) ? С(ы0,.,.,ип)у
поэтому функция C.5) непрерывна справа и не у ывает. Далее
дифференцирование C.6) показывает, что условие C.4)
выполняется. Следовательно, C.7) справедливо. Утверждение (Ь) следует из
аналогичного рассуждения.

п

Замечание 3.1 Заметим, что для функции ф? [\С(и^...>щ)%
i—k

k^n— 1, имеем Dn^ .. .D0cp(Q >0. В этом случае p(Q>0, так
что р(а+)>0. Следовательно, применение леммы B.2) (Ь)
показывает, что функция ф представима в виде

С " D, .... D.Dn(p (а +)
Ф@=]ф»(^*)Ф(*)+? — 4(*> Ui{t)*
а /==0

В §§ 3 и 4 большей частью основываются на работе Циглера
[1966], за исключением некоторых усилений.
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§ 4. Крайние лучи конусов

В этом параграфе мы определим крайние лучи конуса С(и0»
нь ...,ип), а также крайние лучи для пересечения конусов C(uQ,
uit ...,Hft), k = 0, 1, . ..,/г.

Начнем с исследования природы крайних лучей для конуса
С (r/0, щ,..., ип). Очевидно, что этот конус не может иметь
крайние лучи в обычном смысле. Действительно, так как ± Ut (t) ?
6 С (w0, ui9..., ип), то любая функция ф ? С (и0, и4,..., и„) может
быть тривиально записана как

m m - (Ф@ + Ц@) + (Ф(')-Ц@)
Ф г/ — 2 •

п

где u(t) = 2 я*и* @— любой нетривиальный многочлен.
/=о

Поэтому удобно ввести понятие крайних лучей по модулю
линейного пространства многочленов /(. В частности, говорят, что
функция ф является крайним лучом конуса С (и0> ,ип) по мо-
модулю К тогда и только тогда, когда <р не может быть
представлена в виде ф = ф1 + ф2, где ср4 и ф2 принадлежат конусу
С (и0> uiy..., ип) и Рф! ф аф2 + и для некоторого многочлена и и
вещественных чисел аир.

Теорема 4.1. Крайние лучи конуса C(u0>uiy... 9ип) (я>1)
по модулю линейного пространства, натянутого на систему
функций {Ui}%t состоят из решений уравнения

'(*>LPn^--'DoV)® = ocdpx(t), a<t<b, а>0, D.1)

10, ^<*.

Замечание 4.1. Случай п = 0 заслуживает специального рассмотрения,
так как при этом функция ф (t)/w0 (t) не убывает, но не обязательно
непрерывна справа. Если мы регуляризуем функцию ф так, что функция ф/ш0
непрерывна справа, то крайними лучами конуса С (и0) являются функции,
регуляризация которых удовлетворяет уравнению

^-'аф т. D.2)

В частности, крайние лучи конуса С (и0) совпадают почти всюду с
решениями D.2).

Доказательство. Предположим прежде всего, что
функция удовлетворяет уравнению D.1) (для определенности примем
а = 1), и

Ф = Ф1 + Ф2> D-3)

где ФА и фз содержатся в конусе С(и0, ии ..., ип).
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Так как <р@ удовлетворяет уравнению D.1), имеем

dpx(t)=dPi(t) + d92(t), D.4)
где

dpt (t) = d w(f)
/=1,2,

— неотрицательные меры на (а, Ь).
Из соотношения D.4) видно, что носитель dpi @ сосредоточен

в точке х, поэтому

dpi (t) = Ырх (*). где 0 < Xt < 1, Х{ + Х2 == 1, i=* 1,2.

В этом случае по лемме 2.3
п

Ф* (О = Ь«Ф (О + ^ aJ*MJ @. i = *> 2,
7-0

и, следовательно, функции ср4 и ф2 с точностью до постоянного
множителя отличаются друг от друга на многочлен, т. е. Рф4 ==
= aq>2 + и для некоторого многочлена и и вещественных чисел ос
и р. Это доказывает, что решения уравнения D.1) определяют
крайние лучи конуса С (иОУ и1э..., ип).

Пусть теперь ф (t) — решение уравнения

d ^гю J = dp ^ > °'
где носитель dp (t) содержит по крайней мере две точки ti и t2 в
(а, й). Пусть /f и /2— непересекающиеся интервалы такие, что
tj ? /ь j = 1,2, /j у /2 = (а, 6) и /А < /2, т. е. /t лежит слева от
/2. Определим

[0 в противном случае,

так что

dp(')=dpi@ + dMfl.

Для с 6 (а, *0)> гАе *0 = SUP {* I ' 6 Л}» положим

Ф* (*. с) = J Фп (/; *) dPl (х) + ? »|(fl)° Ф< (ft с). D.5)
с fc=0

Неоднократно повторенное интегрирование по частям, с
использованием того, что

*W-[J5^#*L]
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для а < t < t0i приводит к равенству

/«о

п

для a<c<d</0- Равенства D.5) и D.6) означают, что ф*(*;с) =
= ф* (*; d) для a < с < d< /0, поэтому функция

<М0=Ф*М, а<с</<6 D.7)

полностью определена на (а, Ь).
Так как функция ф имеет представление вида

ф@ = |Фп(*;*)Ф(*) + ? (D|~! ^'У{с) ф*(t\с), c<t<bf
о /=0

то ф @ = ф4 @ + ф2 @, где
ь

Ф2@= |ф»(/;*)ф2(*). D.8)
а

Очевидно, q>j ? С (ы0,..., wn), / = 1,2. Кроме того, ftyi =^= аф2 + и
для любого многочлена а и вещественных аир, так как

d D* , . .. ?> Ф, 14w Jg*j@, у ,2'
Итак, показано, что любая функция ф, для которой

соответствующая мера ф имеет носитель, содержащий по крайней мере две
точки, не может быть крайним лучом. На этом доказательство
теоремы заканчивается.

Замечание 4.2. Дифференцирование функции q>n(t\x) (см.
B.5)) приводит к соотношению

4 "»¦¦¦;$** ]-*.». D.9)
Кроме того, функция фп (t\ х) однозначно определяется
начальными условиями

(D,...D0q>)(*) =0, I = 0, 1,...,л — 2, D.10)

в совокупности с дифференциальным соотношением

<Pg_,...P0q»W [1, <>*,
«"„W ~10, *<*. 1 '
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Теорема 4.1 утверждает, что функция yn(t\x) лежит на крайнем
луче конуса С(и0, ии ... , un). Кроме того, из леммы 2.2 и
теоремы 2.2 известно, что любая функция Ч>€С(и0,... ,ип),
удовлетворяющая условию р(а+)>—°°> представима в виде выражения
от крайних функций фп (t\ х)у а именно

Фп (ft х) dp (х) + ? '-1 w°Jl) ^ щ (t). D.12)

В общем случае, когда возможно р(а+)= — оо, имеем
следующее представление:

г ?ч (Pi |...^>Лф)(с)

V® = ]4n(tix)dp(x) + '?i Wi(C) «M'''c>» DЛЗ>
с /«=0

которое применимо только для t?[c9b]. Так как

4°' "»|У;С)],и0, *=0,1,...,п, с<^<6,
то по лемме 2.3 второй член в правой части выражения D.13)

л

является многочленом ySai(c)ui(t) на (с, 6). Следовательно, для
/-=о

t(z(c,b) выражение D.13) может быть переписано в виде

ф (о = {Фп (ft *) ф w + 2а% {с) щ (°- DЛ4)

Перейдем теперь к задаче характеризации крайних лучей конуса
п

П С (u0t. .., Ui), где 0 ^k^n. В этом случае крайние лучи оп-

ределяются по модулю линейного пространства, натянутого на
ФУНКЦИИ И0, Uif . . * , Ufc.

Для дальнейшего будет необходима следующая вспомогательная
лемма.

п

Лемма 4.1. Пусть u(t) = 2**a«W# Гог<5а

"€ П С(ы0 И|)

в тол* и только том случае, когда bt > 0, f = & + 1, k -f- 2,..., п.
Далее, если С+ обозначает конус положительных функций на
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(а, Ь), то

иеС+[{)С(и0 и,)]
А-0

в той* а только в том случае, когда bt > 0, / = 0,1,... % п.
п

Доказательство. Пусть и принадлежит {] С(и0, . . ., ut).

Предположим противное, т. е. что &/<0 для некоторого />&+1.
Тогда

(Dh.l...DiD(Ju)(t)=bJwJ(fl+ J bi(D^l...DiD6ui)(i) D.15)

Вычисляя D.15) в граничной точке а, получим

(Оу_! ... Dfi^u) (а) = fyw, (а).

Следовательно, (D/-i -.. D0u) (t) > 0 в некоторой окрестности а и

ы 6 С (и0>..., и/_!). Так как / — 1 > А, то а $ П С (и0,..., и*),
r=ft

и этот вывод противоречит принятой гипотезе.
Второе утверждение теоремы следует из первого в сочетании с

тем фактом, что если и ? С+, то и (а) = Ь0и0 (а) > О и,
следовательно, 60>0.

Теорема 4.2. а) Крайние лучи конуса {] C(u0,ui9...,Uj) по

модулю линейного пространства многочленов, натянутого на {и0,
Ui> • •"• Мк}> образуются функциями uk+u.. .уипи решением уравнения

'№?_!... 0tDo<P (О = dp*@. a<t<bt a<x<by D.16)
при граничных условия^

(Dt.. .Д4О0ф) (а +)=0, / = k, k + 1,..., п — 1. D.17)

Ь) Пусть С+ обозначает конус функций, которые положи-

тельны на (а, 6). Тогда крайними лучами конуса С П/П С(и0»—
/—о

..., н7)] являются функции фп (/; *), определенные посредством
B.5) (ыли D.16) а D.17) /гри & = 0), вместе с функциями uQy
ии • • • > Wn«

Замечание 4.3. Отметим, что в части Ь) теоремы 4.2
крайние лучи не выбираются по модулю какого-либо линейного
пространства.
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Доказательство. Прежде всего покажем, что если
функция ф удовлетворяет D.16) и граничным условиям D.17), то ср оп-

k

ределяет крайний луч по модулю многочленов вида Va^.
о

Предположим
Ф = ф1 + ф2, D.18)

п

где функции ф! и ф2 принадлежат конусу (] С (и0,... ,Uj). В этом
/—*

случае теорема 4.1 утверждает, что
л

Теперь, так как ф4 и ф2 — элементы конуса П С(а0, . ..,Ыу), из

теоремы 3.2 следует, что

ад_!... Ооф1 >0,
D.20)

DiDi^x ... ?>0ф2 > 0, / = ky k + 1,. Ф., п — \.

Следовательно, так как функция ф удовлетворяет гриничным
условиям D.17), заключаем с помощью D.18), что D.17) также
справедливо и для функций ф! и ф2.

Применяя теперь оператор Dn-.i...D0 при t=a к D.19),
получим 0 = 0 + anwn (а). Так как wn (а) > 0, то имеем ап = 0.
Продолжая действовать таким же образом с операторами более
низкого порядка, получаем, что at = 0, i = k + 1, k + 2,„.., п.

Следовательно, если функция ф удовлетворяет D.16) и D.17),
то Ф определяет крайний луч по модулю линейной комбинации

Теперь покажем, что любая функция ии / = &+1,...,л,
определяет крайний луч в том же смысле. Действительно,
предположим противное, т. е. что для некоторого t0 > & + 1

И/. = <Pi + Фг> D-21)
п

где функции ф4 и ф2 принадлежат конусу П C(w0,..., И/). При-

меняя оператор d [(?>n-i... DQ)/wn] к обеим частям равенства
D.21), приходим к соотношениям

»»W -]-о.
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Далее из леммы 2.3 заключаем, что

п

Ф1 (о = 2ajU* {t)f
/=о

D.22)

/=о

Затем по лемме 4,1 получаем, что aj и bj неотрицательны для
/=?+ 1,...,л.

Объединяя D.21) и D.22) и используя линейную независимость
«oi ¦• ••«*! находим, что

CLj + bj^Q, / = 0, 1,..., я. / =?*= h>

aio + bio = 1.

Теперь, так как а^>0и Ь;->0, / = & + 1,. . * ,/г, следует, что
а^=6;=0, / = & + 1, ...,/г, /=т^*о> и Ь,о=1—а/о.
Следовательно,

<Pi = Я/."/. + 2 а*и*> 0 -?а/о -? 1,
«=о

ф2 == A _ а/о) и/о — ^ а*иь
/=о

что доказывает, что ut — крайний луч по модулю линейной
комбинации функций и0, ии ..., uk.

Для доказательства обратного утверждения покажем, что
любая функция

_ п

Фб [\С(и0,ии...,щ),

которая не равна uk+u а^»... ,ип или не удовлетворяет уравне-
н ю D.16) и условиям D.17), не является крайней. Пусть

Г (D* .... Dn<p) (t) I

Функция ф указанного типа должна удовлетворять одному из
следующих трех условий:

1) dp @=0,
2) dp(t) имеет носитель по крайней мере с двумя точками,

3) dp (t) = dpx (t) для некоторого х 6 (а, Ь) и (DioDio_{... О0ф) х
X (а +) > 0 для некоторого i0 = k, k + 1,..., п — 1.
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В случае A) ф (t) = V aiut @» гДе я* > О, i = k+l,..*,n.

Очевидно, ф (f) равна одному из многочленов uk+u ,.., ып по мо-

дулю линейной комбинации 2^*а«» или она не является крайней,
В случае 2) мы продолжаем, как в доказательстве теоремы 4.1,
и записываем

Ф = Ф1 + Фг> D.23)

где функции ф! и ф2 определены в D,7) и D.8).
Прямым дифференцированием проверяется, что функции ц{ и ф2

удовлетворяют условию

Dt. . .?>0ф >0, i = &, k+ 1,.,., л — 1,

так что из теоремы 3.2 получаем, что
п

Ф1,ф26 П с(и0,..-,^).

Теперь, если dp(t) = dpx(t), т. е. случай 3) выполняется, то
п

Ч A) = <Рп (Ь х) + 2 агщA). D.24)
/=о

Если, кроме того, (Dio... ?0ф) (а +) > 0 для некоторого /0 = fe,
к + 1,..., п — 1, то из D.24) следует

О < (Dio... О0ф) (а +) = а,.+1В7/в+1 (а),

поэтому a/o+i>0. В этой ситуации мы записываем ф = ф1 -f ф2,
где

Ф< = у Фп (t\ х) + ~2 ? ajU} ® + a*a'o+lWVH (<). '=-1,2,
/*4гИ

где а4, а2 >0, а4 + а2 = 1^и а4 ^ 1/2.
Выше было показано, что крайние лучи конуса {] С (и01 ии .,.

/-ft
к

..., Hj) по модулю линейного пространства многочленов V a^j
о

образованы функциями и*+]9..., un и решениями уравнения D.16)
при граничных условиях D.17).

Для того чтобы доказать Ь), прежде всего заметим, что, так как

С+П[ ПС(ао,...,ИуIс П С(и0У...уи;),L/=o J /-о
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то функции

ui9...9un9 <pn(t\x) D.25)

определяют крайние лучи конуса С+ f| ш С(и0,..., ип) 1 по
модулю, кратному и0. Пусть ф обозначает одну из функций в 4.25),
и предположим, что

Ф = <Pi + ф2,

где функции ф4 и ф2 содержатся в С+ (]\ AС(и0,...,и<). Оче-
L/=o I

видно, ф! = аф2 + $и0. Так как у{ и ф2 содержатся в С " и так
как ф (а) = 0, то получаем, что ф4 (а) = ф2 (а) = 0, поэтому
|Jh0 (а) = 0 или fJ = 0. Таким образом, ии ..., ип и фп (<; х}

действительно определяют крайние лучи С+ f| П С (м0э ..., Uj) . Тот
L/=o J

факт, что и0 также определяет крайний луч, и результат,
согласно которому и0,..., ип и фп (t\ х) являются единственными
функциями, определяющими крайние лучи, устанавливаю!ся
рассуждением того же типа, что и использовавшееся в части (а).

§ 5. Конус, дуальный к конусу С(и0» •••»"„)

Содержание настоящего параграфа связано с работами Карлина
и Новикова [1963] и Циглера [1966]. Некоторые из рассматриваемых
здесь вопросов в неявном виде встречаются у Поповичиу. Частные
случаи описания конуса, дуального к конусу выпуклых функций,
содержатся у Харди, Литтлвуда и Полна [1952], а также у Левина
и Стечкина [1948]. Соотношение упорядоченности, накладываемое
дуальным конусом на конус выпуклых функций, оказывается также
полезным в теории сравнения экспериментов, см., например, Блеку-
элл [1950].

В данном параграфе ф будет обозначать обобщенную меру на
интервале [а, Ь] такую, что

J|d|i|<oo. E.1)

Каждая такая мера может быть представлена как ф = d|J.i — ф2,
где d\ii и Ufa есть конечные неотрицательные меры на (а, 6).
Введем дополнительное ограничение для мер d\i такое, что для

ь

каждой функция ф 6 С (и0, ui9..., ип) интеграл f ф d\i определен
а

(при этом допускаются бесконечные значения). В частности, если
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Ф+ (f) = max (ф (f), 0) и ф (t) = ф+ @ — ф @t то можно записав
ь ь ь г ь ь

\ ф ф = f Ф+ф1 + j ф~ф2 — ^ Ф~^1 + | ф+ф2
а

Ь

То, что интеграл f фф определен, означает, что по крайней ме-

ре одно из выражений
ь ь ь ь

? Ф+ф1 + j ф~ф2> [ Ф""Ф1 + \ Ф+Фг
а а а а

является конечным.

Определение 5.1. Конус, дуальный к конусу С(щ, ии ...
..., ип)> обозначаемый через С* (и0, и^..., ап), представляет
собой множество обобщенных мер ф на интервале (а, Ь),
удовлетворяющих указанным выше требованиям интегрируемости, а
также следующему соотношению:

ъ

{ф(/)|1(#)>0 E.2)
а

для всех ф6С(и0, иь ...,ип). Перейдем к описанию свойств
конуса С* (и0, ии ..., ип). Различные случаи применения этих свойств
приводятся в §§ 6, 7.

Так как иь i = 0, 1,..., п, ограничены на интервале [а, Ь] и
[ 1ФК °°, то сразу же можно сделать вывод, что П^||ф|<оо.
Следовательно, так как ±щ?С(и0,..., ип) для / = 0, 1,...,п,
очевидно, что для того, чтобы ф принадлежала конусу С* (и0у.. „un)f
необходимо, чтобы выполнялись следующие условия на моменты:

ь

f Utd\i = 0, / = 0,1,..., п. E.3)
а

Кроме того, если ф 6 С* (Ц),..., ип), то должны выполняться
также и условия

ь

J Фп № х) ф (t) > 0, а < * < 6. E.4)
а

Теперь докажем, что условия E.3) и E.4) являются достаточными
для того, чтобы ф 6 С* (ио> и1э..., иЛ). Для любой функции ф 6 С
(ц„ Hi,..., un) построим функцию ф (Y, е) 6 С (а0, ui9..., ыЛ), как в
теореме 2.3, удовлетворяющую следующим условиям:

(- 1)"+1 [Ф(t) -Ф(t; в)] > 0, <6 (а, а + в]. E.6)
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Функция ф (t\ е) в явном виде выражается следующим образом:
Ь п

Ф0; е) = J фп (*; x)dp(x; e) + ^at (е) щ (t)
а О

(см. B.30)), где р(*;е) является функцией с ограниченной
вариацией на интервале (а, Ь). Так как функция фЛ (/; л:) ограничена на

ь

[а, Ь\ то ф(^;в) также ограничена, поэтому Пф(*; e)|d|A|^oo.
а

После обращения к выражениям (б.З) и E.4) получим, что
ь ь / ъ \

J ф (*; е d\i (t) = J I J Фп (*; x) d|i (*) dp (*; e) > 0. E.7)
a a \a J

Теперь покажем, что
ь ь

lim Г Ф (t\ е) d\i (t) = f ф @ ф (/), E.8)

причем здесь допускаются и значения, равные бесконечности. Для
этого достаточно убедиться в том, что каждый из интегралов

ь ь ь ь

\ 4>+d\iu j Ф""~ф2, j qTdpu ? 4>+d\i2
a a a a

является пределом для соответствующих интегралов, где функция
ф@ заменена на функцию ф(<; s). Эти предельные соотношения
очевидны. Например, соотношение

ъ ь

lim С Ф+ (*; в) d\ii (t) » f ф+ (t) dpi (t) E.9)
8-*0 V J
a a

является следствием условий E.5) и E.6) и теоремы о монотонной
сходимости.

Учитывая E.8) и E.7), получаем неравенство: Сфф>0.
а

На основе предшествующего анализа можно сформулировать
следующую теорему.

Теорема 5.1. Обобщенная мера d\i содержится в дуальном
конусе С* (и0, uit..., ип) тогда и только тогда, когда

ь

|^ф = 0, /=0,1,...,л, E.10)
а

Ъ

J Фп(';*)Ф(*)>0, а<*<&. E.11)
а
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Теорема 5.2. Обобщенная мера d\i содержится в конусе,
п

дуальном по отношению к конусу П С (и0>..., uj), k &г— 1, тог-

да и только тогда, когда
ь

1) [ ujdii = 0, / = 0,1,...,Л;
а

&

2) JM^>0» / = ft+l, й + 2,...,л; E.12)
а

Ъ

3) Jq>n(/;*)d|i@>O, а<*<6.
а

Ь

Доказательство. Условия f и^ф, = О, /=0,1,..., Л, ЯВЛЯ-
п

ются необходимыми, так как ±Uj? П С(и0,..., Ut) для /=0,1,...,&.

Кроме того, согласно следствию 3.2 функции иь+ь w/*+2,..., ип и

Фп (?; я) принадлежат конусу П С(и0,..., ut)y поэтому условия

2) и 3) из E.12) являются также необходимыми.
В соответствии с замечанием 3.1 каждая функция ф, принадле-

п

жащая П С{и0,..», щ), обладает следующим представлением:
i=k

" (D/el... Dfifl) (а+)с __ ш, . ... и.ил(р) (а • )

ф со = j Фп № *) ^р (дс> + 2 "' ^у" и, (о.
a f=0

Следовательно,

J Ф @^@ =
а

=jj<M*,*)dp(*)dii(o+ ? (P'"'^'.ya+)f»^- EЛЗ)
В соответствии с теоремой 3.2 коэффициенты при f Utd\i, i = ? +

+ 1,..., я, неотрицательны. Поэтому на основании 2) и 3) в
ь

E.12) можно заключить, что Гфс!|1>0.
а
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Следствие 5.2. Если С+ обозначает конус положительных
функций на интервале (а, ft), то необходимыми и достаточными
условиями у для того чтобы ф содержалась в конусе, дуальном к

конусу С+ П ПС (и0, , .., ut) , являются условия

ь

f utd\i >0, I = 0, 1, .. . ,я,
а

И

6

f Фп (*; л:) d\i (t) > 0, а < л: < 6.
а

Можно охарактеризовать дуальные конусы и для других типов
пересечений. В большинстве случаев необходимые и достаточные
условия, накладываемые на обобщенную меру d\i, не так просты, как
указано в теоремах 5.1 и 5.2. Рассмотрим один из интересных
случаев.

Пусть С(и0)~~ обозначает конус функций ф таких, что —ф?
6 С (и0).

Теорема 5.3. Обобщенная мера d\i принадлежит конусу,
дуальному к конусу С (и0у {] С (и0> и{) тогда и только тогда,
когда

ь

f i/0djx = 0, E.14)
а

Ъ

J Ф4 (*;*)«)> 0, E.15)
а

где (см. замечание 2.4)

~ ч iw0(t) («чфЯ, t<x,
<Pi № *) = | J

'о, />*.
Доказательство. Так как ± и0 ? С {ип)~~ П С (а0, uj, то условие

E.14) является, очевидно, необходимым. Далее

•А>Ф1 (*;*)=={ 0 />*.

поэтому —ф! (/; jc)/w0 (/) — неубывающая функция по /. Следовательно, фх (t; х) ?
(V

? С {и0) . Кроме того, О0ф1 (/; xy^i — непрерывная справа и неубывающая

функция, так что ф1 (t; х) ? С (и0, «х). Таким образом условие E.15) также
является необходимым.
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Докажем обратное. Если ф ? С (и0) П С (и0, их), то функция р (t) =
= (?>0ф (/))/шх (t) является неубывающей и неположительной, так что р F—) <оо.
В соответствии с замечанием 2.4 функция ф может быть представлена следующим
образом:

t

С** D0(p(b—) ~ <х ф(Ь—) гч,

9(*) = J9i«;*Lp(*)- JlW «Pi(';*)+ ^о(Ь/ Фо (*;*).
Следовательно, так как ф0 (/; Ь) = w0 (t) = и0 @ и (^оф (& — )Iщ (Ь) < 0 можно

b

заключить, учитывая условия E.14) и E.15), что \ фс(|и^»0.

Нас интересует задача получения простых достаточных условий
для утверждения, что dii?C*(uQy ... ,ип). С этой целью необходимо
формализовать понятие изменения знака меры.

Определение 5.2. Говорят, что обобщенная мера d\i имеет
k изменений знака на интервале (а, Ь), если этот интервал можно
разбить на непересекающиеся последовательные интервалы У0.... ,Д
таким образом, что d\i на /0, ... yJk меняет знак и не обращается
в нуль. (В случае, когда ф, = / (t) dt для некоторой непрерывной
функции /, число изменений знака ф, соответствует числу обычных
изменений знака функции /.)

Теорема 5.4. Пусть ф такова, что

§Ujd\i = 0, / = 0,1, E.16)

Если ф имеет точно п + 1 изменений знака на интервале (а, Ь)
и является неотрицательной и не равной нулю мерой на некотором
интервале, простирающемся до конечной точки Ь, то ф?
ес*(ио,...,ип).

Доказательство. Пусть У0, ..., Jn+\ является
подынтервалами интервала (а, Ь), для которых ф удовлетворяет условиям,
сформулированным в определении 5.2. Заметим, что d\i есть
неотрицательная мера на Jn+X. Определим ^0, ...,/п посредством
соотношения tt = sup {t\t 6 Ji}> i = 0, 1,..., л, и пусть

9(/) =

"о Co) .- • u0(tn) u0(t)

ф@ Ф('о) ••¦ Ф<'„)

E.17)

где ф€С(и0, ...,ип).
Раскрыв определитель E.17), видим, что 0(/) может быть

записан в виде
п

°w = ^(^Г,?)ио+ ?<*««, <о.
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Используя условие ортогональности E.16) для меры ф, получим
ь ь

J е (t) ф (t) = и Q;;;;; ?) j Ф © ф со.
Однако из выражения E.17) следует, что Q(t)d\i(t) является не-

ь

отрицательной мерой на всем интервале (а, Ь), так что Г ф (/) ф > 0.
а

Следовательно, ф 6 С* (и0, .*», ип).
Относительно количества изменений знака каждой меры фб

6 С* (иОУ uiy..., an) известно следующее.
Теорема 5.5. ?сла мера ф удовлетворяет соотношениям

ортогональности
ь

Г Ujd\x = 0, / = 0, 1,... , п, E.18)
а

то ф имеет по крайней мере п + 1 перемену знака.
Доказательство. Предположим, что мера ф имеет р

перемен знака (р^п). Тогда существует такое разбиение на
подынтервалы */0, ...,«/р, при котором ф не обращается в нуль и
меняет знак на /0,..», Jp. Пусть tt = sup {/1 / ? /J, i = 0, 1, ...
¦.., р — 1, и определим

и(;)=и/Р)<--""'-"Я
Многочлен и (t) удовлетворяет условию и (t) ф @ > 0. Кроме того,
так как носитель меры ф не может быть ограничен конечным

ь

множеством {/0,..., tp-\}> то ('а@ф@>0. Однако это нера-
a

венство не совместимо со свойствами ортогональности, которыми
должна обладать, по предположению, мера ф. Отсюда следует,
что ф должна иметь по крайней мере п + 1 перемену знака,

§ 6. Примеры и приложения теории дуальных
конусов

В этом параграфе мы приведем ряд примеров и приложений
теории, изложенной в § 5. Примеры в основном взяты у Карлина и
Новикова [1963]. Кроме того, мы рассмотрим неравенство Стеффенсена
[1947] и неравенства Фавара [1933] и Бервальда [1947]. Мы также
включили приложение этой теории, впервые предложенное в
работе Ханта [1955]. Соответствующие иллюстративные примеры к
теории дуальных конусов можно найти у Брунка [1956], [1964],
Фаня и Лорентца [1954], Хефдинга [1956], Сизельски [19571, [19581
и Левина и Стечкина [1948], см. также Беккенбаха и Беллмана
[1961].
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Пример 6.1, Неравенство Стеффенсена. В первом примере,
рассматривается конус СA) (т. е. п = 0, uQ (t) = 1), Это функции <р
удовлетворяющие следующему условию:

1 ' |>о
для а < tQ < tt < b, т. е. возрастающие функции. Неравенство
Стеффенсена [1947] сформулируем следующим образом: если
0<?g(t)^l на [а,Ь] и ф?СA) на [а, 6], то

j Ф@Л^|ф@г@*^ J Ф@*. F.1)
а а Ь—с

Ь

где с = J ? (f) d/.
Мы докажем только левое неравенство. Пусть gc (t) является

характеристической функцией интервала [я, а + с]. Тогда
функция g (/)—gc(t) удовлетворяет за счет выбора с условию
моментов E.16) по отношению к функции u0(t) = 1, отрицательна
вблизи а и имеет точно одну смену знака (при / = а + с). Таким
образом, может быть применена теорема 5.4, откуда и вытекает
требуемое неравенство.

Пример 6.2. Неравенство Фавара. Пусть / (я) является
неотрицательной непрерывной вогнутой функцией на интервале [а,
Ь], не равной тождественно нулю, и пусть г|? (у) является выпуклой
функцией на интервале [0, 2/1, где

Тогда

_1_
2/

}=(Ь — a)  \f(x)dx.
а

2? Ь

'^(y)dy>T^^[f(x)]dx. F.2)
О а

Достаточно установить неравенство F.2) при допущении, что
/ принадлежит классу непрерывности С1 и является строго вогнутой;
общий случай далее следует при переходе к пределу.

Введем меру d\if> определенную для всех непрерывных функций
6 посредством соотношения

Ь оо

а О

В рассматриваемом случае d\if(y) = (l/(b — a))m(y)dyf где т(у)
определяется возрастающей функцией 21 /' (х) fl для у 6 [/mim /max]
(и равна нулю в остальных случаях), причем сумма берется самое
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большее по двум значениям х9 которые удовлетворяют равенству
f(x)=y.

Рассмотрим теперь разность
2/ Ь оо

-j- ^(y)dy —^ j4[/ (x)]dx = J4 (у) [dv(y)-diif (у)],
О а О

Из выбора v(y) немедленно следует, что эта разность
обращается в нуль, если положить г|? (у) = щ (у)-^ 1 и ^(у)=щ(у)=у,
так что и0 и t/i оказываются ортогональными к dv (у) — d\kf (у) на
[О, 2/]. По теореме 5.5 разность dv (у) — d\if (у) должна иметь по
крайней мере два изменения знака (это означает, что /max ^2/—
результат, который также был установлен Фаваром). Так как т(у)
возрастает, легко убедиться в том, что dv (у) — d\if (у) имеет ровно
два изменения знака, причем в следующем порядке: +> —, + . По
теореме 5.4 следуе1, что F.2) выполняется.

С помощью аналогичных рассуждений доказывается, что

2?

2f— с Ь

3i7 J $(y)dy>T±rz^(f(x))dx F,3)
для любого с, удовлетворяющего условию О < с ^ /mIn, где я|) (у) —
выпуклая функция на интервале [с, 2/ — с].

Используя идею доказательства неравенства F.3), можем
получить вариант этого неравенства, применимый в случае, когда
f(x) — непрерывная, неотрицательная и выпуклая функция на
отрезке [а, Ь]. Так, когда / — выпуклая функция, т (у) в выражении
Ф/(#) = (\l{b — a))tn{y)dy убывает на интервале [/bin, /max]. Пусть
d > /mm. Разность dv (у) — d\if (у) (dv (у) = B/ — 2d)"  на [d, 2f—d]
и 0 в остальных случаях) изменяет знак в следующем порядке:
—, +, —, когда у пересекает положительную ось. Отсюда,
используя теорему 5.4, можно получить следующее неравенство:

1
2/—d

2f — 2d j * (У) dy ^ -^ j г|> (/ (х)) dx, F.4)
если i|> (у) является выпуклой функцией на интервале ld9 2f—d]-
Заметим, что это неравенство противоположно неравенству F.3).
Следует также подчеркнуть, что с в неравенстве F.3) и d в
неравенстве F.4) могут быть заданы произвольно при условии только, что
d > /min > с. Неравенство F.2), полученное Фаваром, является
частным случаем, когда с = 0. Предпочтительнее формулировать
это неравенство в общем виде F.3) или F.4).
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При специальном выборе функции t|> в неравенстве F.2), как
показал Фавар, получается ряд интересных неравенств. Например,
если \|з (у) = ур, р > 1, можно вывести, что если / —
неотрицательная вогнутая функция на интервале [а, Ь]9 то

то

Р>\. F.5).j[f(x)fdx^^rr\Tl^jf(x)dx
Извлекая корень степени р из обеих частей неравенства и

устремив р к бесконечности, получим
ь

-±-j f f(x) dx > ~- max / (x).

Для получения другого приложения неравенства F.2) возьмем
Ф (У) = —log у. В результате получится следующее неравенство;

( ь \ ь

ехР yzrjf10 f № d*\> ^'jZTZ U № d*-
* а * а

Эти неравенства, а также приведенное ниже неравенство F.7)
имеют направление, противоположное по сравнению с обычными
неравенствами Гельдера или Иенсена.

Пример 6.3. Неравенство Бервальда.
Оно представляет собой обобщение неравенства Фавара

(пример 6.2) при использовании конуса С A, X) (где функция X (х)
обязательно должна быть возрастающей) вместо СA, х). Пусть функция
/ (х) является вогнутой или в более общем случае такой, что d\\f
возрастает (см. пример 6.2). Пусть z — единственный
положительный корень уравнения

г Ь во

О а О

Результат Бервальда состоит в том, что
г Ь

у j Ф (У) dy > -^ j Ф (/ (х)) dx F.6)
О а

для фбСA,Х). Доказательство аналогично доказа!ельству
неравенства F.2); оно заключае!ся в непосредственном применении
теоремы 5.4. Из определения z следует, что для соответствующей
меры dv(y)—diif (у) (dv(y) = 1/г для O^j/^г иО в остальных
случаях) выполнены условия, наложенные на моменты по
отношению к функции Х(у).
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В качестве одного из многочисленных полезных неравенств,
которые можно получить из неравенства F.6), приведем следующий
результат. Если X (у) = t/a, ф (у) = *Д 0 < a < р, и / —
неотрицательная вогнутая функция на интервале [a, Ь], то

±jjr/(*)f1+1
ь

-ii/p

dx
а+ 1

i J [/MPdx
На

F.7)

Заметим, что если положить р = р>1иа=1, то неравенство
F.7) сводится к неравенству F.5).

Пример 6.4. Следующее непосредственное приложение
теоремы 5.4 с использованием конуса С A, х) взято из работы Левина
и Стечкина [1948].

Пусть функция р(х) определена на интервале @, 1) и
удовлетворяет условиям: 1) р(х) — неубывающая функция при 0^x^:1/2
и 2) р(х)=р(\—х). Простая проверка показывает, что функция

/(*) = !-¦
Р(х)

Г р (х) dx

удовлетворяет условиям теоремы 5.4. Следовательно, неравенство

/ (х) ф (х) dx > 0 или эквивалентное ему неравенство\
1 1 1

f р х) ф (х) dx ^ Г р (х) dx Г ф (х) dx

выполняется для любой выпуклой функции ф.
При определенном выборе функции р (х) можно получить

следующие полезные неравенства:

1) если ф является выпуклой функцией на интервале @, 1),
то

1 1

( х A — х) ф (*) dx ^ -g- ( ф (jc) dx\
о о

2) если ф является выпуклой функцией на интервале @, л), то
я я

I Ф х) sin х dx ^ — I ф (х) dx.

Пример 6.5. Пусть F и G представляют собой функции
распределения вероятностей положительных случайных величин с
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одним и тем же средним значением. Таким образом, имеем
00 оо

JrfF- JdG = l, F.8)
о о

ОО оо

J A — F (*)) dx = J A — G(*))d* = p. F.9)
Предположим далее, что

1 - F (х) = в-*'(*\ 1 _ G (л:) = <Г*Л, F.10)

где я|?2 принадлежит конусу С(г|?4) и г^ строго возрастает. (Это
эквивалентно тому, что (My) ^(^Г1 (#)) принадлежит конусу С A),
т. е. возрастает.)

Мы утверждаем, что из выражений F.8) — F.10) следует, что
оо оо

(*4>dF<? {ydG
о о

для любой выпуклой функции ф. Для простоты предположим, что
функция ф принадлежит классу С1, так как общий случай можно
легко получить путем аппроксимации. Кроме того, учитывая
равенство F.8), можно без потери общности принять ф @) = 0.
Заметим, что

оо оо оо

Г ф dF = Г ф' A — F) dx = f y'e'^dx,
0 0 о

и, следовательно, требуется установить, что

jq/fc"-*1 — e-^)dx^0
о

для любой возрастающей функции ф', т. е. что е~^я—е~^г
содержится в дуальном конусе к конусу СA). Отметим, что

sign (е-*- - e~b - sign (fc (х) - г|>2 (*)) = sign (l - Ф2(^1(У))),
где у = \|)i (х) > 0 для х > 0. Согласно F.10) эта разность должна
по крайней мере один раз менять знак (если не равна тождественно
нулю), а тогда применима теорема 5.4.

Пример 6.6. Теперь предположим, что относительно % и \|)а
делаются допущения, что ^ — строго возрастающая функция, а
г|J — выпуклая функция по отношению к ^ т. е: г|)а принадлежит
конусу С A, %) (или, что эквивалентно, г|э2 (г])-1 (у)) — выпуклая
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по у). Таким образом,

1 1 1 |
*l(*l) 4U*2) <M*s> >°
*M*i) fcW 4>a(«s)I

при jc4 < *2 < л;3. Предположим, что F @) = G @) = 0, так что
tyi @) = \f>2 @) = 0, а также выполняются условия F.8) и F.9) из
примера 6.5. Имеем

е-*м _ е-*м в е-мь _ e-if ф1 (JC) = gf
где \|? (?) = г|J (г|)~] (?)) — по предположению выпуклая функция, а
\|> @) = 0. Кроме того, мы знаем, что г|) (?) — ? может иметь самое
большее два интервала, на которых она положительна, но так как
эта разность обращается в нуль при I = 0, она должна в
действительности быть отрицательной вблизи нуля и в конечном счете
положительной (возможность того, что yfp (?) > ? на интервале @,
оо), исключается согласно теореме 5.5). Таким образом, можно и в
этом случае для выпуклой функции ф считать, что

оо оо

{ф^/7^ J<pdG.
о о

Пример 6.7 (Хант [1965]). Пусть К—случайная величина
оо

с функцией распределения F такая, что Г у dF (у) = 0 и
00

f dF {у) = 1. Если К —симметричная случайная величина с функ-
оо

цией распределения G, удовлетворяющей условию 1 ^ f | х \ dG (*)<оо,
— 00

то
00 оо

J Ф (х) dG (*. > j Ф (х) dF (х) F.11)
— 00 —оо

для всех выпуклых функций ср на интервале (— оо, оо). Для
доказательства неравенства F.11) достаточно показать, что

оо оо оо

j Ф (х) dG {х) > j ф (х) dG (х; а)> j Ф (х) dF (х), F.12)
—оо —00 —00

оо

где а = f \x\dG(x) > I и

f 0, *<—а,
G(x;a) = 1/2, -а&х<а,

I 1, а^*.
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Обобщенная мера
d\i(x) = dG(x\a) — dF(x)

удовлетворяет условиям f ф = 0, f х ф = 0 и меняет знак в
следующем порядке: +, —э +> если ф=^0. Таким образом,
правое неравенство в F.12) является следствием теоремы 5.4.

Далее, для симметричной случайной величины с функцией
распределения Н (х) выполняется равенство

—оо О

где Hs — распределение на [0, оо), полученное отражением всей
массы dH сосредоточенной на (— сю, 0) на интервал @, оо).
(Заметим, что г|? (х) = (ф (х) + ф (— х)I2 — выпуклая по х функция).
Чтобы доказать левое неравенство в F.12), достаточно показать,
что

оо оо

^(x)dG8(x)> ji|)(x)dGs(x;a) F.13)
о о

для любой выпуклой функции г|) на интервале [0, оо). Однако
неравенство F.13) непосредственно вытекает из теоремы 5.4.

Заметим, что неравенство F.11) включает только функции
распределения, так что в качестве основного вероятностного
пространства можно выбрать единичный квадрат с обыкновенной лебеговой
мерой. Далее мы будем предполагать, что случайные величины
определены на соответствующем произведении пространств
единичного интервала.

Допустим теперь, что ф — функция от xi9...,xn,
удовлетворяющая следующим условиям:

1) ф — непрерывная выпуклая функция в Rny
2) Xi9 ... ,Уп и Yu --.**п—совокупности независимых

случайных величин,

3) существуют математические ожидания EXt и EY iy
4) Е (ф (Xt)) > Е (ф (Yi)), где i = 1,2,..., п, для всех выпуклых

функций ф на R1.
При указанных допущениях сразу же следует, что

?(Ф (Хи ..., Хп)) > Е (Ф (Yit..., Yn)). F.14)

Доказательство проиллюстрируем для случая п = 2. В этом
случае, если Ft и Gt—функции распределения Xt и Yi (/=1,2), то

J dFi (*i) j Ф (*4, *2) dF2 (x2) > J dFi (Xi) J Ф (*lf x2) dG2 (x2) =
-= \dG2{x2) ^ff(xifxjdFi(xJ > J dO%(xJ ^(xvx^dGi(xi).
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Применяя неравенства F.11) и F.14), можно получить
следующее обобщение неравенства Хинчина.

Пусть {Yk}T представляет собой последовательность независимых
случайных величин, удовлетворяющих условиям EYh = О и | Yk |^1,
и пусть {ak}™— последовательность констант. Тогда

?{sup п \2q\ / \ .1.3.5. ...BG — 1) F.15)
для любого положительного целого числа q.

Достаточно доказать справедливость выражения F.15) для п,
принадлежащих конечному множеству 1,2, ...,ЛЛ Пусть rk(f),
6 = 1,2,..., обозначают функции Радемахера, определяемые на
интервале [0, 1] следующим образом:

2i+ 1
I 1. I Г |—Г" .

МО 1> <€[!-. 2k * = 0, 1 2*~ж — 1,

— 1 в остальных случаях.

Согласно неравенству F.11) имеем

?<рЫ>?ф(УЛ), ft-1,2,...

Так как неравенство F.15) справедливо в случае функций
Радемахера (см. работы Хинчина [1923] и Пэли и Зигмунда [1930]), то
результат F.15) следует из F.14).

Пример 6.8 (взят из работы Циглера [1966]). Представляет
интерес следующая задача. При каких условиях на
последовательности {at}y {bt}, i = 0, 1,... ,/г, можно построить функцию
ФбС (Щ,ии ••• >ип), спределенную на [а, Ь] и удовлетворяющую
граничным условиям

ф(<-1) (а) = ai-i9 q><'-D ф) = b-u i = 1, 2, ... , л + 1. F.16)

Кроме того, какие необходимы условия для того, чтобы обеспечить
однозначное определение функции ф, обладающей указанными
свойствами?

Заметим прежде всего, что задание начальных значений в F.16)
эквивалентно заданию следующих значений:

Ф(д)
w0(a) = а;, ФF) = &0 = &0, F.17)

(Dr..D0q>)(e)
wi+l jfi— = а;+1, (Dt... ?0ф) ф) = bi+u i = 0, 1,..., п — 1.
Один подход к решению этой задачи состоит в следующем.
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Пусть множества {a*}, {bt}, / = 0, 1,...,п, заданы. Определим

с] = Ьь-i - ^ а) °п-*-1 - DiDo»J (». ' = 0, 1,..., л,
где D__! — тождественный оператор. Тогда возможны четыре случая.

1) Если с* = 0, то решение существует тогда и только тогда,
когда с* = 0, i = 1, 2, ..., я, и оно единственно.

Если с* =т^= 0, имеются три случая.
2) Если числа (с* lc*Q) wn(b)t i = 1,..., п, заключены внутри

выпуклого конуса, описываемого кривой

fx (х) = D„_2... DxD0yn (ft; х),

h (x) = D«-3... ?>Афп (ft;*), ..., /„_, (x) = D0(pn (ft; x),

fn(x) = <Pn(b\x), a^*^b, F.18)

то существует бесчисленное множество решений (определение
функции q>n(b;*) см. в B.5)).

3) Если числа (с* /с*0) wn (ft), i= 1,,,.,/г, находятся на границе
этого конуса, то существует единственное решение.

4) Если Э1и числа лежат за пределами конуса, то решения нет.
Согласно следствию 2.1 каждая функция cp(tf) из конуса

C(tt0, иъ ..., ип), имеющая требуемые производные при t = а, может
быть представлена в виде

ф(о = |фп№^)*(х) + S D/^'(aH(p(g)^ffl'
а /=0

Применяя оператор Dn-/_i... D^, получим
_ б

&„_/ = A,-/-i ... DxD0(p (ft) = j D^.i,.. ?оФл (ft; x) dp (x) +
a

n

+ ^ aJAi-z-i ... A)"; (*), t = 1, 2,..., /i,
так что

с; = j ?„_,-! ...?0Фп(&;*)Ф(*), '=1,2 /г. F.19)
а

Далее

ь ь

= ( Ц^ ... DxD^n (ft; *) ф (*) = wn (ft) J dp (x). F.20)
о a
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Следовательно, если с* = 0, то <ф(/)=0, так как это
неотрицательная мера. Таким образом, ф(/) должна удовлетворять
следующему условию:

*»(')
-О,

и в этом случае очевидно, что решение существует тогда и только
тогда, когда с* = 0, i = 0, 1,..., п. Линейная комбинация

п

Ф (/) = V a*fuj @» которая принадлежит конусу С (и0, ..., ип), яв-
/=о

ляется тогда единственным решением задачи.

В другом случае, т. е. когда с*0 Ф О, существование
неотрицательной меры do (t), такой, что

ь

Jdor= 1,
а

Ь *

( D„.^!... D0q>n F; х) do (х) =^wn ф), i = 1,..., л, F.21)
а

является необходимым и достаточным условием существования
решения, в чем можно убедиться, обратившись к равенствам
F.19) и F.20). Условия F.21) предполагают, что в нашем
распоряжении имеются все три варианта, упомянутые в пунктах 2),
3) и 4).

§ 7. Дискретные примеры

Цель этого параграфа состоит в описании некоторых
дискретных аналогов и примеров теории, изложенной в предыдущих
параграфах.

В начале рассмотрим конус конечных последовательностей
{а0, аи ..., ап} таких, что

2ад>(*)>° GЛ)
о

для любой выпуклой последовательности ф (&), k = 0, 1, ..., п.
Легко видеть, что к этому дискретному аналогу тоже можно

отнести предыдущие рассуждения, и что он соответствует подклассу
чисто атомных обобщенных мер d\i, которые сосредоточены в целых
числах k = 0, 1, ..., п с соответствующими массами а0, ,,., аа. Ус-
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ловия E.10) и E.11) теоремы 5.1 сводятся к условиям

0

0

h 1

/=0 /=0

G.2)

G.3)

G.4)

которые являются необходимыми и достаточными для выполнения
неравенства G.1) для всех выпуклых последовательностей {<р(&)}.
Следует отметить, что нет необходимости ограничиваться только

оо

конечными рядами; интерпретация ряда *S ahq> (k) > 0 для выпук-
о

лых функций имеет обычный смысл, если ряд сходится, и значение
этого выражения стремится к бесконечности, если ряд
расходящийся.

Легко доказать следующие леммы (ср. с теоремами 5.5 и 5.4).
Лемма 7.1. Если условия G.2) и G.3) выполняются, то

последовательность {а0, ..., ап} содержит по крайней мере две
перемены знака.

Лемма 7.2. Если условия G.2) и G.3) выполняются и
перемены знака в последовательности {а0,... ,ап} происходят
следующим образом:

ah>0 для 0^k^kif

ak^0 для k{+ 1 ^ k ^ &2,

ak > 0 для k2 + 1 ^ k ^ п,

причем строгое неравенство имеет место по крайней мере один
раз в каждой из указанных трех областей, то неравенство G.1)
выполняется для всех выпуклых последовательностей.

Пример 7.1. Пусть O^p^l, / = 1,..., я, pt + qt = 1, и
п п

определим {bh} посредством равенства V bkxh = J~| (qt + ptx). Далее
о /=1

пусть
п

dh = (I ) р* A - Ру-\ т. е. J] 4** - (<7 + рх)п,
о

где р = — ^ + ... + рп) и р + q = 1. Тогда

^ft<P(A)<24<P(?) G.5)
ft-0 t=0
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для любой выпуклой функции ф(&). Этот результат можно
интерпретировать как неравенство вида

?У(Ф)^?*(Ф) G.6)

для выпуклой функции ф.(?х (ф) обозначает математическое
ожидание случайной величины ф (X)). Здесь Y и X представляют собой
случайные величины, обозначающие число благоприятных исходов
в п независимых биномиальных испытаниях с соответствующими
вероятностями р( (i = 1, ..., п) и в п независимых биномиальных
испытаниях с вероятностью р в каждом соответственно.

Для доказательства неравенства G.5) необходимо только
показать, что ak = dk — bk удовлетворяют условиям G.2) — G.4). В
следующем примере устанавливается несколько более сильный
результат.

Пример 7.2. Пусть pt (О ^pt ^ 1, / = 1,..., п) определены
как в примере 7.1. Пусть ||я0-|Ь.=1—бистохастическая матрица

(п п \ п

т. е. пи > 0, 2 nti = ^ яг7 = 1 | и р\ = 2 naPh * = U .. •, п.
Пусть далее bk определены, как в примере 7.1, и Ък определены

п п

подобным же образом посредством ^b'kxk = f~[ (q. + р\х). Если Y1
о /=i

представляет собой случайную величину, обозначающую число
успешных исходов в п независимых биномиальных испытаниях с
соответствующими вероятностями р\ (/ = 1,..., п), то EY (ф) ^
<? Еуе (ф) для любой выпуклой функции ф, или, что эквивалентно,

Jф {k)(b'k-bk)> О G.7)

для любой выпуклой функции ф. Результат примера 7.1
получается путем конкретизации матрицы ntj. Мы утверждаем, что
достаточно установить это в случае:

р\ = tpt + A — t) р2,

p'2 = (l-t)Pt + tpv 0<г<1,

Pi = Pu t = 3,4, ...,л,

где t—указанный параметр.
Если матрица этого преобразования заменяется матрицей, в

которой первые две строки и два столбца меняются местами с
произвольными строками и столбцами, то требуемый результат все
равно имеет место, так как меняется только порядок {pt} и {р^}.
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Однако, как показано у Харди, Литтлвуда и Полна [1952] (гл. I),
произвольная бистохастическая матрица представима как
произведение матриц такого же типа.

Простые вычисления показывают, что

bh — bk = (р[р'2 — PiP2) Д2Яь,
где

A*Rh = Я*_2 - 2/?л_! + Rh, #-i = R-2 = О,

2 ****= п чг + pi*)-
о /=з

Заметим, что Rn_{ = Rn = ... =0. Отсюда следует, что

/=0 /=0

что является неотрицательной величиной, так как Rhl очевидно,
удовлетворяет условию Rk > 0, в то время как

Р\ Р2 — PiP2= * A—0 (Р? + Р* — 2Pift) > °-

Пример 7.3. Рассмотрим бесконечную последовательность
независимых биномиальных испытаний с вероятностями благоприят-

00

ных исходов рь р2, /?з> ••• > 0 < Pi < 1- Предположим, 2 Pi=^<оо.
Вероятность /г благоприятных исходов ah можно вычислить с

оо оо

помощью производящей функции 2 ahXk = П (<7* + Р**)> flf*+PiXBl-
Мы утверждаем, что

оо оо

5>q>(*)^2-ff-^Np(*) G.8)

для любой выпуклой последовательности ср (k), которая возрастает
при 6-^оо не быстрее, чем экспонента. Учитывая, что \og(k\ak)
является строго вогнутой функцией (см. Харди, Литтлвуд и Полна
[1952], стр. 52), и что нулевой и первый моменты от bk = (kklk\) er%—
— ak обращаются в нуль, заключаем, что последовательность {bk}™

оо

меняет знак ровно два раза. Кроме того, Оо = П A —Р*Х e~2p/=e^Kt
ы\

откуда видно, что Ь0 > 0. Применение леммы 7.2 приводит к
неравенству G.8). Тот же результат можно получить путем
соответствующего предельного перехода из результата примера 7.1.

Результат данного примера может быть записан в виде Ех (q>)^?
^ EY (ф), где X — число благоприятных исходов в бесконечной
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последовательности независимых биномиальных испытаний, а К —
соответствующая пуассоновская случайная величина.

Пример 7.4. Определим ak с помощью производящей функции:

Е«**-П
ь

где Pi, р2,...,рп заданы так, что 0<р^<1, pi-\-qi=[. Если
Pi = Р2 = ••• = Рп> то Для ak известны явные выражения.

В частности, имеем

Как показано у Харди, Литтлвуда и Полна [1952] (ар. 164),
функция

а*,

log

(•^7')«v
является строго выпуклой, как последовательность по &, если не
выполняется рх = р2 = ... = р„.

В частности, если р определяется равенством

Р Pi Р2 ^ Рп

и p + q~ 1, то условия леммы 7.2 выполняются, и можно
сделать вывод, что

оо оо

? ад (*) > ? (п t-~[') р^ф (*) G.9)
fe=0 fe=0

для любой выпуклой последовательности ф (k) (следует обратить
внимание на изменение смысла неравенства на противоположный
по сравнению с неравенством G.8)).

Этот результат можно обобщить следующим образом. Если
/ п

^ = !>"-?-• °<р;<1» р; + ^; = 1 ^ = i «>q. *J Я;

и || Пц ||?/=1, как и прежде, — бистохастическая матрица, то
оо оо

2<PF)aft>2<p(*K, GЛ0)
где ф — выпуклая функция (не исключается возможность, что обе
части неравенства обращаются в бесконечность).

Пример 7.5. Следует указать на связь условий E.10) и
E.11) для п= 1 с известным критерием Карамата (см. Харди,
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Литтлвуд и Полна [1952], гл. I): неравенство

2ф(*«)<2фод GЛ1)
/«=1 /=1

имеет место, когда ф — выпуклая функция. У Харди, Литтлвуда
и Полна показано, что если {at} и {at} упорядочены так, что
О ^^ ^a2 ^... ^ап> О ^а^^аС,— ...^<\, то неравенство
G.11) справедливо тогда и только тогда, когда

2a'^2a'' r=lf2,...tn-\, G.12)

Пусть dfXt (d\i2) обозначает меру, приписывающую единичную массу
каждой из точек {aj?=1 ({а]}) (если среди значений а{ встречаются
равные, то мы приписываем общей точке массу, равную ее
кратности).

X

Введем следующие обозначения. Пусть vt (х) = f фА — число
о

X

значений аи которые меньше чем х, v2 (х) = Г d\i2 — число значе-
о

ний а'., которые меньше чем х, для всех х >0. Соотношения E.10)
и E,11) перепишутся в следующем виде:

j 44 (*) = j d\x2 (х) =л, G.14)
п п

j xd|i4 (ii)=2 ai = 2a<*= Jxdv* w* G** 5)

$My)dy > ^v2(y)dy. G.16)
о 0

Нетрудно проверить непосредственно эквивалентность
неравенств G.16) и G.12), что мы и проделаем ниже. (Ввиду этого
результат, представленный соотношениями G.14)—G.16), может
рассматриваться как обобщение теоремы Карамата, относящейся к
неравенствам G.12).) Заметим, что по определению vt (у) = k в
интервале (afc, ak+\\ и v2 (#) = & в промежутке (aky a*+i].

Заметим, что
ч

\ МУ)йу~{а% — а,) + 2(а3-а2) + ... + (k- I) {ah — а^{) =
= — aA — a2 — ... — ak + kak.
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С другой стороны, если / = l(k) выбрано так, что а]^ак< а' то
ak

J v2 (у) dy = — а\ —а2 — ... — а\ + lah.
о

Если теперь предположить, что условие G.16) выполняется для
всех х, то оно справедливо, в частности, для х = akl и мы имеем

к I

- 2 fli + kah > - 2 4 + to* G.17)
i

или

к

2fli + faft^2a'+*flki

Из неравенства G.17) теперь можно вывести неравенство G.12).
i k

Если / ^ &, то V aj + toft ^ V a, + laky так как ai+1 > aky а
i

если / > &, то V а) ^ V а^ + (/ — k) ak. В обоих случаях выпол-
1 1

нение G.17) влечет выполнение G.12).
С другой стороны, если неравенство G.17) имеет место для

k = 1,..., /г, то неравенство G.16) будет справедливо для х = а1э
X

a2, ...,an. Так как [vi{y)dy является линейной функцией в интер-
о

х

валах между этими точками, а fv2 (у) dy есть выпуклая функция,
о

то неравенство G.16) выполняется между этими точками, т. е. оно
выполняется для всех х. Таким образом, для того чтобы показать,
что из неравенства G.12) следует неравенство G.16), достаточно
показать, что из G.12) вытекает G.17), что и завершает доказа-

k

гельство эквивалентности. Предположим поэтому, что 2 аг ^
1

k k i

^2a/ для ksss !>•••> ^; если l^k, то 2a« —2a'"*~^ — ^ uhy
i l l

k i

а если / > ky то имеем V at + С — *) aft ^ 2 a'" Таким °бразом>
i i

2 a* ^ 2 a< ~^~ ^ — ^ a* в Л1°б°м слу436» что соответствует не-
1 1

равенству G.17).
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Пример 7.6. Дискретный аналог конуса СA) представляет
собой конус возрастающих последовательностей. Соответствующие

п

необходимые и достаточные условия того, чтобы ^ akdk > 0 Для
1

всех возрастающих последовательностей {ak}y состоят в том, что
п к

V dk =* 0, 4J dj ^0, k = 1,..., /г. Использование этого факта при-
1 /=1

водит к элементарной теореме Чебышева о перестановках. Пусть
d\ ^я2 — ••• ^ап> и пусть о обозначает перестановку {1,2, ... , /г}.
Тогда

п п

1 1

где а0 — такая перестановка, что

Пример 7.7. Пусть

@, х = 0, 1, ...,г,
1, л: = r + 1, г+ 2, ... ,/г (г < п).

Конус С («о, Hi) в этом случае состоит из таких
последовательностей {ф@} длины пу которые не возрастают на подынтервале
[0, г] и не убывают на [г + 1,я]. Заметим, что w0(x) = l и

"о (*i) "о (*2)

  (^i) "i (*2)
0,

причем строгое неравенство имеет место, если х{ ^ г и х2 > г.
Сформулируем следующий результат (доказательство

непосредственно получается при использовании методов аппроксимации и
здесь опускается). Пусть a0t ait a2, ..., ап определяется следующим
образом:

п п

2 aJ*' = П (Qt + Ptx), Pi + qt = \, 0 ^р, ^ 1.
/=0 (=1

Определим p с помощью условия на моменты

2 в'- ? Оро-й-'-

i = «j -(* )?A - rt"~', / = 0, 1, , . ., П%
Если
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то

для всех последовательностей ф из конуса С (и0, U\)f т. е. для
последовательностей ф, не возрастающих в подынтервале [0, г] и не
убывающих в подынтервале [г + 1, /г].

Пример 7.8. Этот пример, относящийся к свойствам
монотонности сумм Римана, рассматривался в работе Сеге и Турана
[1961]. Здесь используются методы, отличные от методов,
применявшихся указанными авторами.

Пусть 0 = х0 < xi < . . . < хп < хпМ = 1, 0 = у0 < yi < . . . <
<уп+1< 1, и пусть эти числа удовлетворяют условию

*v<«Wi<*v+i' v = 0, .. .,*. G.18)

Введем обозначения */v+1 — xv = pv, *v+1 — yv+l = qv, v = 0, 1, . ..
• • .» л, Pn+1 = 0, и образуем суммы Римана, соотве!ствующие этим
разбиениям,

v=0

v=0

s<a.(/) = 2(yv+,-yv)^W'
v=0

5Г(/) = 2(^+.-^)/(^+.).
v—0

Необходимые и достаточные условия того, чтобы соотношения

s^>(/)^s&i(/); sg)(/)>s2H(f) GЛ9)

выполнялись для любой убывающей и выпуклой функции /(*),
заключаются в том, что должны иметь место неравенства

2 % <Pv+i -PJ^°> I* = 0, 1 л. G.20)
v=0

Докажем этот результат для SjJ\ при небольшой модификации
это доказательство можно применить и для SnK. Имеем

2л+2

A0</)-s&i(/)= 2>/(zv), G'21)
V-1
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гДе {2V} —числа {*v}, {yv}> упорядоченные по величине,
Коэффициенты а определяются следующим образом:

ai = <7о> a2k = — (Pk + %_,> * = 1.. . м л + Ь

Теперь видно, что теорема 5.3 применима при w0 (f)^wi @=1,
а = 0, Ь = 1, В данной задаче рассматриваются последовательности,
a ф@— дискретная мера со скачками av при t = zv, где v= 1,...
. . ., 2/г + 2. Необходимые и достаточные условия того, чтобы
выражение G.21) было неотрицательно, сводятся к следующему:

1

(ф = 0, G.22)
о

j9itt*)dM0>0f G.23)
о

гдефЛ^) = Ь@^1(а^ = ^^ '<*'
1 0, ' *>*.

Условие G.22) немедленно следует из равенств

J ф = V a, = q0 + ^ 1 [1ь + Р*) — (Pfc + ?*-i)] — ?* = 0.
0 i=\ k=\

x

Функция f d\i принимает значения

Яь

¦Pi,

0,

xt^x<yt+v

Уа=х<х(,

y.^x^X.

г = 0, 1, .

t = l,2, .

. ., n.

. •. n,d\i =

Несложные алгебраические преобразования показывают, что

J <Pi (t\ х) d\i (t) s= J (л: — t) d[i (t) > 0, 0 <?* -? 1;
о 0

тогда и только тогда, когда имеют место неравенства G.20).
Пример 7.9. Пусть X (t) — неубывающая и непрерывная

функция при a^/^р, где [a, f}) — конечный интервал. Если Х(C)<оо,
то продолжим X(t) на интервал [C, с») таким образом, чтобы X (t)
оставалась непрерывной и неубывающей, и чтобы Y\mX(t) = оо.

t-*OQ
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Аналогично, если Х(а) >—оо, то продолжим X(t) на (—оо, а],
сохранив свойства непрерывности и неубывания функции Х(/), и
таким образом, чтобы lim X(t) ——оо.

t-*oo

Пусть G (t) — функция ограниченной вариации на интервале [а,
Р], для которой G (а) = 0. Кроме того, предположим, что X (t)
интегрируема относительно меры | dG (t) |. Дадим теперь необходимые
и достаточные условия того, чтобы неравенство

J / (X (/)) dG(t)>fUx (t) dG (t) \ G.24)
a \a /

имело место для любой выпуклой функции f. Допустим, что
функция / определена на наименьшем интервале, включающем область из-

менения функции X(t) (a ^t ^$) и значение т= [X (t) dG(t).
a

Пусть у0 определена таким образом, что
р

$X(f)dG(f) = X(y0).
а

Это возможно благодаря указанным в определении свойствам
функции X (/).

Требуемые условия для того, чтобы неравенство G.24)
выполнялось, непосредственно следуют из теоремы 5.1. Таким образом,
неравенство G.24) выполняется, как показано, тогда и только тогда,
когда

(G(p) = l,

\[\-G(u)]dX(u)>0, |3>/>Yo. /70R,
j G.zO)

t

f G (u) dX (u) > 0, Y0 > t > a.

Когда y0 > p (y0 < a), первая (вторая) группа интегральных
неравенств отпадает. Доказательство очень простое. Пусть И
представляет собой вырожденную меру, сконцентрированную в у0. Тогда
неравенство G.24) можно записать в следующем виде:

^f(X(t))[dG(t)-dH(t)]>0.

Условия теоремы 5.1 для рассматриваемого случая сводятся к
соотношениям G.25) после соответствующего интегрирования по
частям.
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Несложное доказательство показывает, что предположение о
непрерывности X (t) можно отбросить при сохранении условия,
что X (t) — неубывающая функция.

Приведенные рассуждения были предложены Брунком [1964J.
Однако его изложение результатов не полностью совпадает с
вышеприведенным. Некоторые многомерные аналоги неравенства
G.24) приводятся у Брунка [1964] и Сизельски [1957].

1) Достаточно условие, которое, очевидно, обеспечивает
выполнение соотношений G.25), состоит в том, что 0^G(t)^l на
отрезке a^t^fi и G (р) = 1.

Элементарное применение условия A) заключается в следующем.
2) Пусть / (х) — выпуклая функция на интервале [О, Ь\ т. е.

<х = 0 и (J = &, и рассмотрим последовательность {ai}im ,
удовлетворяющую условию b >a4 >a2 > . . . > a2m-i >0- Тогда

2m— 1 /2m—1 \

2 (- ir7 (aj) > f 2 (-1)/~1^ G-26>
<см.Сеге[1950]).

В самом деле, пусть G (t) — функция ограниченной вариации,
которая имеет скачок (—IO"  при ajt Очевидно, что 0 ^G(t) ^\ и
G(b) = 1. Положим X(t) = t\ тогда неравенство G.24) переходит в
неравенство G.26).

Если т — четное, можно доказать, что

2т / 2т \

2(-i)/ («i)>/ 2(_1)/ ам

(см. Беллман [1953]) при условии /@)^0. Действительно, пусть
G(t)—функция ограниченной вариации, которая имеет скачок (—IO" 
при а,] и 1 в точке 0. В этом случае еравенство G.24) сводится к
следующему;

2m /2т \

/@) + 2(_ tf-'/Ci) > м 2 (-^Л

и отсюда следует справедливость неравенства G.27), так как /@)^0.
Если функция G(t) имеет скачки (—l/" ^ при а> (/=1, 2,..., г),
где 1 > wi > w2 > ... > wr > 0, и последовательность {at}\
удовлетворяет условию b > at > a2 > ... > ar >0, то аналогичным
способом можно получить неравенство

fi- 2(-n>-> 1 до + 2(-1гч/(«/) > t fa-v'-w,)
(см. Олкин [1959]).
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Пример 7.10. Другое простое приложение теоремы 5.4: функ-
/ п In \1/г

ция ( 2 aw2^ I —монотонная возрастающая относительно г при
условии, что монотонно возрастающей является последовательность
at/bu причем ^ > а2 > . . . > ап > 0 и bt > b2 > . . . > bn > 0.
Существует также непрерывный аналог этого результата. Этот пример
был предоставлен нам Олкином, который предложил другое
доказательство.

§ 8. Обобщенные абсолютно монотонные
функции

Пусть функция ф определена на интервале @, 6), и при этом

Ц){к) (t) > 0 для t? @, b) и всех ft = 0, 1, . . ., т. е. пусть функция
Ф является абсолютно монотонной на интервале @, Ь). Известно,
что функцию, удовлетворяющую указанным условиям, можно
разложить в сходящийся степенной ряд

оо

Ф@ = 2ф(*>(°+>ТГ. te[0,b). (8.1)

Далее, если Ui(t) = t /i\, i = 0, 1, . . ., то класс абсолютно
монотонных функций на интервале @, Ь) совпадает с конусом С+ f|
\ °° 14-4-

П П С (и0, иь . . ., uk) , где С = С @, Ь) обозначает конус не-
u=o J

отрицательных функций на [0, Ь]. Действительно, если Ui(t)=tl/i\f
то wt (t) = 1, I = 0, 1, .. . и ?*_! . . . ?>оФ @ = ф(Л)@, k = 1, 2....

П С(и0, . . ., ик)
k=0

тогда иИз теоремы 3.2 следует, что ФбС П

только тогда, когда ф@ >0, t?@, b) и Dk~\ ... ?0ф@=ф(/г)@>0>
ft =1,2, ..., /6@, 6).

В задачу этого параграфа входит обобщение представления

(8.1) на функции ф, принадлежащие С+П | П C(uQi и4, . . ., и&)
где {wjo (ft = 0, 1,2,..,)— ?СГ-система на [а, 6], обладающая
представлением B.1).

Теорема 8.1. Пусть {и Jo° представляет собой систему
функций на интервале [a, Ь] такую, что {ut}o—ЕСТ-система вида {2 Л)
для любого целого ft. Пусть mt и Mt определяются следующим
образом:

0 < mt = min w% (t) ^ max w% (t) = Mu i = 0, 1, . •. (8.2)
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Если существует е > О такое, что

ГШ-=о, (8.3)

[00 1

П С (щу . . ., uk) L
представима в виде следующего сходящегося ряда:

Ф @ = J Р* (а+) и* @, ' 6 (а, ^), (8.4)

^Р»^—JW Hfa@ = Pfe-1^(^lPo<P@, ft-1,2,...
Замечание 8.1. Условие (8.3) обязательно выполняется,

если wt (t) равномерно ограничены сверху и снизу.
Замечание 8.2. Сходимость ряда (8.4) — равномерная на

любом компактном подынтервале интервала (а, Ь). Это
непосредственно вытекает из теоремы Дини, так как все слагаемые,
включая предельную функцию, неотрицательны и непрерывны. Кроме
того, если функция ср (/) является непрерывной в граничной точке
Ьу то представление (8.4) справедливо и в точке Ь. Чтобы доказать
это, заметим, что так как ф (t)/w0 (t) непрерывна в точке b и ф (t)l
/w0 (t) — неубывающая функция, то для заданного е > 0
существует достаточно малое г\ (е), такое, что

Ф(Ь) ^<P(fr —Л) , 8
w0(b)—w0(b ~ т]) "•" •

Далее сходимость ряда (8.4) в точке b — ц означает, что для
достаточно большого п

S&=%*S**+>^3+-Z *<«+>??+•*
k=0 ft=0

м*>
^Sp»(«+)^h

fe=0

второе неравенство следует из того, что uk(t)/w0(t)—неубывающая
функция. Если е->0, то

00

Ф F) ^ V „ t„ n"k {b)
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С другой стороны, Ф (t)/w0 (t) — неубывающая функция, так что
п

Ф (Ь) ^ Ф (Ь — е) ^ V /^ i \ uh (b *~~ е>
w0(b)

Ф(Ь-е) у ць jo —в)

Устремляя е к нулю, получаем, что

и это неравенство справедливо для всех /г.
Следовательно,

Ч>Ф) = ^рк(а+)икф).
fc=0

Для t = а ситуация еще проще, так как иft (а) = 0, k = 1, 2, . . .
Если функция ф непрерывна при / = а и ^ = й, то сходимость

ряда (8.4) на интервале Га, 61 равномерная.
Доказательство теоремы 8.1. Пусть функция ф принад-

лежит конусу С П | П С(и0, . . ., uh)\. Так как функция Ф, в
I ft-0 J

частности, принадлежит конусам С(и0, . . ., ип_х) и С(и0, . . ., ип),
то из теоремы 8.2 следует, что

PnW = 5?ю
—неотрицательная и неубывающая функция. В этом случае рп(а+)>
> О, так что, согласно следствию 2.1, функция ф(?) представлена
в виде

Ъ п

Ф @ = $ Фп № *) Ф„ (*) + 2 Р^ (а+) "* (О- (8-5)
а fe=0

п

Так как ^ pft(a+) wft@ — невозрастающая функция от п при
фиксированном t, то из равенства (8.5) заключаем, что

ь

8n®~l<fn(t',x)dpnW (8.6)
а

является невозрастающей последовательностью по п. Следовательно,
из того факта, что gn (t) > 0, делаем вывод о существовании
предела

Hm?a@ = g@>0. (8.7)
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Докажем, что g(f) = 0 для t?[ay b). С этой целью сначала
покажем, что для любой функции ф, принадлежащей конусу C*f|
П Л C(uQi . . ., uh)

fc=0

, и любого с ? [а, Ь) и *, принадлежащего

некоторому невырожденному интервалу [с, с + Ь),

lim \<pn(t\x)dpn(x\y) = 0t (8.8)

где рл (х\ Ф)

Допустим, что соотношение (8.8) доказано. Тогда известно, что
g(t) = 0 на некотором интервале [а, а + б). Пусть [а, с*)
представляет собой максимальный интервал, левым концом которого
является а, на котором g(t) = 0. Согласно следствию 3.2

П С(и0, . . .,uk)
k=0

п> т,

.. и*)]-

Фп(';*)бС+п

и, следовательно,

Я @ = lim [ фп (*; х) dpn (х) 6 С+ П [ П С(и0,
Но это справедливо для всех т, и поэтому

^@6С+П [ П C(u0f...,uh)l
Так как g(t) — 0 для t?[atc*)t представление (8.5) для g(t) сво-

ь

дится к g(t) = j фп(/; *)dpH (*; g). Применяя соотношение (8.8), по-
с*

лучаем
ь

g($) = lim j <р„ (/; х) dpn (г, g) = 0

(8.9)

ГС-*оо >

для /?[с*, с+ 6) и некоторого б>0. Это противоречит тому, что
интервал [а, с*) является максимальным, если с*ФЪ. Таким
образом, g(f)=0 для t?[a, b)y и выражение (8.5) преобразуется в
следующее:

00

Ф@ = 2рь(я+)М0, t?(atb).
k=0

Обратимся теперь к доказательству утверждения, сформулирован-
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ного в (8.8). Рассматривая выражение (8.5), убеждаемся, что для

Ф (Р) > $ Ф* (Р; 5) Ф„ (&) - J Ф„(р; 5) wn+] (g) Рп+1 (|) dS >

> P„+I (x) J Ф„ (p; 9 «*>„+, (I)« ^ Pn+I (x) j Фп (P; © ш„+1 (|) dg.

Кроме того, из определения фп (Р; 5) следует, что

f Фп (Р; Б) wn+x (I) dl > П m, (/; р) (^У' , (8.10)
где т* (/; Р) = min ay* (z), i = 0, 1, . . ., п + 1. Следовательно, если

а^х^/<р^6, то

pwhW* TlB'tV" ¦ О-И)

Учитывая неравенство (8.11), приходим к выводу, что если с<
<*<р, то

j Ф„ (t; х) dpn (х) = J ф„ (t; х) wn+l (х) р„+1 (х) dx •?

(Р-0п+1П »,№Р)
/-о

л+1

где Mt (с; 0 = max wt (z), f = 0, 1, . . ., n + 1.

Учитывая соотношения (8.2) и (8.3), заключаем, что

llm]<pn(t;x)dpn{x)=0

для / в некотором невырожденном интервале [с, с + б].
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Замечание 8.3. Отметим, что, когда wt(t) — неубывающая
функция по t, оценка в выражении (8.12) сводится к следующему:

ь

j ф„ (t; х) ф„ (х) -== ф (Р) (^-)"+1,
с

так как в этом случае mt (t\ E) = Mt (с\ t).
С помощью теоремы 8.1 можно теперь описать конус,

дуальный к конусу С+П П С ("о, • • •» н*) •
U=o J

Теорема 8.2. При условиях (8.2) и (8.3) обобщенная мера

ф принадлежит конусу, дуальному к конусу С+ П П С("о» •••> Uk)
Lfc=o J

тогда и только тогда, когда
ь

jMliX), * = 0, 1,2,...
Доказательство. Из следствия 3.2 получаем

utec+ п[ П С («о, . • ., и*) ,
Л=0 J

так что условие (8.13) является необходимым. Кроме того, с
помощью представления (8.4), находим, что условие (8.13) является
также достаточным.

§ 9. Интерполяция функций обобщенными
сплайн-многочленами

Последнее время наблюдается повышенный интерес к теории
аппроксимации функций обобщенными сплайн-многочленами. Для
ознакомления с историей вопроса и полной библиографией
отсылаем читателя к Сарду [1963] и Шенбергу [1964а]. Большинство работ
в этой области ограничивается рассмотрением частного случая
сплайн-многочленов, т. е., многочленов, которые образуются с
помощью обычных многочленов. Мы будем излагать теорию по
отношению к обобщенным сплайн-многочленам, индуцированным
обобщенной полной Г-системой. Другой подход к этому общему
случаю используется Гревилем [1964 а], [1964 Ы; см. также Алберг,
Нильсон и Уолш [1964].

Пусть {Ui}^ означает ?СГ-систему на интервале [а, Ь] вида A.5),
и определим yn(t; х) посредством B.5).

Определение 9.1. Функция р(t), определенная на интервале
[а, Ь], называется обобщенной сплайн-функцией порядка п 4- 1 с
узлами xi} х2У . . ., xh (а < х{ < х2 < . . . < xh < b)t если:
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1) на каждом из интервалов [a, xt)t [хи *2), . . ., [xht b] p{t)
совпадает с некоторым а-многочленом;

2) функция p(t) принадлежит классу С""  [а, Ь].
Следующая лемма указывает каноническое представление

обобщенного сплайн-многочлена с заданными узлами.
Лемма 9.1. Сплайн-многочлен с узлами {xt}kitml представим в

следующем виде:
k п

р (t) = 2 «ль № **) + 2 *!«« ю- (9-1)

Доказательство. Функция вида (9.1), очевидно,
удовлетворяет условиям 1) и 2), указанным выше.

Обратно, пусть р является сплайн-многочленом,
удовлетворяющим условиям определения 9.1. Таким образом, р совпадает с
многочленом на каждом из интервалов [a, xj, [xi9 х2], . . ., [xh, b].
Разумеется, функция (\/wn(t))(D%-.iDn-2 • . . D0p)(t) определена на
каждом из этих интервалов. Пусть аь i«* 1, 2, . . ., k> являются
скачками функции (\/wn (t)) (D?-iA,_2 • . . DQp) (t) в точках xu i =»
x= 1, 2, . . ., k. Рассмотрим обобщенный сплайн-многочлен

k n

p* (t)- 2 aMn № **) + 26*"* @»
a

где 26«a«W"PW для '€[<*• *i)- ФУНКВДЯ (DnDnr-\...D0)(p—p*)
/~o

тождественно равна нулю. Следовательно, по лемме 2.3 р—-р*
является многочленом на всем интервале [а, 6]. Но р (f) — р* (t) =* 0
для ??[а, *i) и» таким образом, p(t)**p*(f) на всем интервале [а, 6].

Для дальнейших рассуждений потребуется следующая лемма,
представляющая и самостоятельный интерес.

Лемма 9.2. Пусть {и^ представляет собой ЕСТ-систему
вида A.5) на интервале [a, ft], пусть функция цп (/; х) определяется
соотношением B.5). Если {tt}^ и {х^ таковы, что а^х{<х2<
< . . . < *k f= Ь и a^tt<t%<i. . .<th^b, то

det||9Fl(<l;^)||*/el>0, (9.2)
причем строгое неравенство будет иметь место тогда и только
тогда, когда

^ <**<'*> *-1,2, ...,*, (9.3)

где случаю i ^ п + 1 соответствует только правое неравенство.
Для п *= 0 допускается равенство в правой части (9.3).

Доказательство. Доказательство проводится индукцией по
п. Для /г == 0 имеем

»о№*)"( о, к*.
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Более удобно ф0 (/; х) представить следующим образом: ф0 (t\ х)
~wQ(t)K(t\x), где

A, t>xf
*<**>-{<>, t<x.

В примере 9 § 3 гл. I показано, что для а^^< . . . < /fc ^fe и
а ^ xt < . . . < xh ^ Ъ

Ни . . - '* V detЦК (/,; *i) ll?./-i > 0, (9.4)
\ХЬ . . ., Xh ]

причем строгое неравенство имеет место тогда и только тогда, когда

h-x<xi^b *-1,2, ...,ft. (9.5)
Отсюда следует, что

det || Фо (*,; х,) II ?iW = Щ щ (Ш К (^' ' '' ^) > О,
и строгое неравенство имеет место тогда и только тогда, когда
выполняется условие (9.5). Таким образом, утверждение теоремы
доказано для случая п = 0.

Теперь допустим, что теорема доказана для всех ?СТ-систем
вида A.5), включающих, самое большее, п функций. Можно
записать

ь

Фп (*; х) = w0 (t) J К {t\ I) фп_! (g; x) dl
a

где

f } lf %n7x
Ц © \ ^2 Ea) \ ^з (Is) • • • \ ^(gJdBn ^ <Qi ДЛЯ ?>*,

<?„_,(?;*) = г I i
\ 0 для l<x.

Использование композиционной формулы A.3.12) дает

det||9^i;*i)|!l/->=rK('<) J... J ^(t1"""!*) X

X det || Фл_1 {U xs) || *,eld6i • • • dlh. (9.6)
Из предположения индукции следует, что

det || Фл_^*;)|1?,/в1> 0,
причем строгое неравенство имеет место югда и только тогда, когда

?,_„ <**<?*, i-1,2, ...,А, (9.7)
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и а < /4 < t2 < . . . < th < b, a < |, < la < .. . < ift < b. Так как
K[h tk\

определитель д I J всегда неотрицателен и положителен,
\Si» • • •> Ik )

только если

',_,<E«<'i. ?=1,2,...,*, (9.8)

то отсюда следует, что определитель (9.6) неотрицателен и строго
положителен тогда и только тогда, когда неравенства (9.7) и (9.8)
описывают множество положительных ^-мерных мер Лебега. Это,
как легко показать, имеет место при условии, что выполняется
соотношение //-п-1 <#*< tt и только в этом случае. Теорема
доказана.

Теперь можно сформулировать и проанализировать некоторые
результаты, относящиеся к интерполяции функций
сплайн-многочленами. Система функций {ut}^ вида A.5) определяется задан ем
функций ш0, wi9 . . ., wn, обладающих требуемыми свойствами
непрерывности. Необходимо конкретизировать выбор {wt} следующим
образом. С этого момента будем считать, что {ut}^y где 7V = 2/г + 1,
задаются соотношением A.5), где wn+l == 1 и wn+i_ml = wn_i+l
(wt 6 CN [a, ft]), i = 0, 1, 2, . . ., п. Другими словами, система
функций {iii}§ определяется посредством A.5) с помощью множества
положительных функций

o\>,w>i, . . ., о;л, 1, wn, wn_v . . ., w2y wt.

Удобно ввести в рассмотрение дифференциальные операторы

WW = 573»^' t'=0'1 п1)'
и положить

L = DnDn_x . . . D0,

l* = z/д... d;.

Для системы функций {и^ обобщенная сплайн-функция р с
узлами хи . . ., Xk удовлетворяет условию

(L*Lp) (t. = О, xt<t< *ж, i = 0, 1, . . ., k

(*o = *> *k+> = b) (9-9)

и функция p принадлежит классу CN"\
Важным подклассом сплайн-функций служит класс

натуральных сплайнов, определенных следующим образом.

1) Звездочка означает, что Di и D* представляют собой сопряженные
дифференциальные операторы.
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Определение 9.2. По отношению к системе функций {ut}fi
(N = 2/г + 1) натуральный сплайн-многочлен р с узлами xit л:2,...
. . ., Хъ представляет собой обобщенный сплайн-многочлен,
удовлетворяющий дополнительному условию

(W)=0 (9.10)

для / > xh и t < xt.
Напомним, что обобщенная сплайн-функция для системы

функций {ut}? имеет вид (9.1), где п заменено на N. Так как очевид-
k

но, что ^at(pN(t\ xt) = 0, когда /<jc4, то условие (9.10) означа-

ет, что LI 2 Mi @1 = 0 Для /<х4. (Мы предостерегаем
читателя, чтобы он не путал этот факт со стандартным свойством

' N \
L*L { 2 Ьгщ @ ] ^ 0, которое выполняется для любого
многочлена). С учетом леммы 2.3 можно заключить, что bt = 0, t=n+l,...
. . ., N. Следовательно, любой натуральный сплайн-многочлен по
отношению к ^СГ-системе {ut}^Loy имеющий узлы xiy . . .,xky
допускает представление вида

k п

Р @ = 2 a,ffN (/; *,) + 2 Mi О (9-11)

(таким образом, N понижается до п во второй сумме), где на а{
наложено дополнительное ограничение

/г

2 Д|?флг (*; *i) =0> '>*&•

Теперь можно сформулировать основную теорему интерполяции
для натуральных сплайн-многочленов.

Теорема 9.1. Пусть заданы числа {xt}^ (&>я+1)>
удовлетворяющие условию а < xi < . . . < xk < b. Тогда для любого
множества вещественных чисел уи t/2, . . ., yk существует
единственный натуральный сплайн-многочлен р с узлами в точках xiy х2,...
. . ., xh такой, что p(xt) = yt> /=1,2,.. ., k.

Замечание 9.1. Для случая, когда щ (t) = t\ i = 0, 1,
2,..., Nt эта теорема впервые рассматривалась де Буром [1963].
Доказательство в этой работе основывается на теореме Шенберга
и Уитни [1953], которая является вариантом леммы 9.2 для случая
степенных функций.

Доказательство. Справедливость утверждения теоремы
будет доказана в том случае, если можно получить коэффициенты
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{at}kx и {6Jg со свойством
h п

2fl«<M***<)+ 26^(*>)==^' /= 1,2, ...,?, (9.12)
/=i /«о

и удовлетворяющие также условию
k

2*«й>*(';*|)«о, *>*ь. (9.13)
/—1

Выберем любые я + 1 точек {xk+jYj+\, удовлетворяющих условию
*Л+1 < **+2< • • < xk+n+i < &» и заменим (9.13) требованием

k

^atLffN {xk+j\ xt) = О, / = 1, 2, . . ., n + 1. (9.14)

Ниже будет показано, что из (9.14) следует (9.13).
Соотношения (9.12) и (9.14) образуют систему k+n+l

линейных уравнений с k + п + 1 неизвестными {aj* и {frjg.
Докажем теперь, что матрица этой системы уравнений невырожденная.
Предположим противное, т. е. что соответствующий определитель
равен нулю. Тогда существуют константы {ег}ь и {/|}g, не все
равные нулю, такие, что

2^Флг№^) + 2/*м«(')в0 (9Л5>

при / = Xj, ] = 1, 2, . . ., к, и

к

2^Флг (**+/' *<) = °> /• = 1, 2, . . ., п + 1. (9.16)

Применяя оператор D0 к функции, стоящей в левой части
равенства (9.15), и используя теорему Рол ля, заключаем, что
результирующее выражение обращаеася в нуль на множестве точек {S}*" ,
удовлетворяющих условию xt < & < х2 < g2 < . . . <gk-1 < xh.
Таким же образом, последовательно применяя операторы Dit D2,..., Dny
в результате получаем следующие равенства:

2 etL<pN (х]; хд=*0, j = 1, 2, . . ., k - п - 1, (9.17)

где {**} удовлетворяет условию

*1 < х) < ^/+„+11 /=1,2,..., й- л - 1. (9.18)
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Объединяя (9.16) и (9.17), получаем

2«,?фдг (*;*i)= О (9.19)

для / = х]9 • . ., х\_п_х> хш% . . ., xk+n+v Заметим, что

L<?N (t\ х) - J wn(ln) J wn^ (ln^) . . . J Wi (b) db • • • ^„_,^n

для ^ >* и LcpN (/; x) = 0 при ?<х. Другими словами, LyN(t\ х)=*
= фп (*'» *) представляет собой ядро вида B.5), базирующееся на
функциях 1, wn @, wn_x @, ,,.,», (/).

Можно применить лемму 9.2, согласно которой определитель
системы уравнений (9.19) положителен, если только {**}*в1 и {**}?,,,
(x*t = */+л+1 для / = & — п, .. ., k) удовлетворяют следующим
неравенствам:

*L>-i <*i <*<» /=1,2,.. ., k — п— 1,

*!_„_! < ** < *„+!+/> i = k — n9...yk. (9.20)

В соответствии с выбором xk+v . . ., *fc+n+i и с учетом условия
(9.18) видно, что требования (9.20) выполняются. На основании
леммы 9.2 заключаем, чю е% = 0, t = 1, 2, . . ., k. В этом случае
из равенств (9.15) следует, что ^SfiUt (t) = 0 для t = xif . . м xft.

/=о

Так как & > я + 1 и {ut}^ образуют ?СГ-систему, то отсюда
следует, что ft = 0, i = 0, 1, . . ., /г. Это противоречие означает, что
система уравнений (9.12) и (9.14) имеет единственное решение.

Доказательство существования завершится, как только мы
покажем, что из (9.14) следует (9.13). Очевидно, что

L*^2^^^;^)] = o, t>xh9
к

так что по лемме 2.8 У! ai L<PN (t\ xt) совпадает на [xki b] с много-

членом по Т-системе, образованной функциями 1,шп, wn~u ..., до^
В этом случае выполнение соотношений (9.14) означает и
справедливость условия (9.13), так как ?>/г+ 1. Доказательство теоремы
закончено.

Пользуясь теоремой интерполяции, мы далее рассмотрим
некоторые оптимальные свойства натуральных сплайн-многочленов»
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Свойства наилучшей
среднеквадратичной аппроксимации натуральными сплайн-
многочленами. Для каждой пары функций g и h из класса
Сп+' [а, Ь] определим квазискалярное произведение

toA)„-J(L?)(LA)#f
а

и пусть \\g\fn = (g,g)n.
Характерное экстремальное свойство натуральных

сплайн-многочленов составляет содержание следующей теоремы.
Теорема 9.2. Пусть *i,*2» •••>*& (&>я+1)

удовлетворяют условию а < xi < х2 < ... < хк <&, и пусть уи уъ ..., yk —
произвольные вещественные числа. Пусть далее p(t) обозначает
единственную натуральную сплайн-функцию с узлами в точках
хь % .. ., xhy интерполирующую у% в точках хи т. е. р (xt) =
= Уь i = 1, 2, .. ., k (см. теорему 9.1). Тогда среди всех функций
gt принадлежащих классу Cn+l [а, Ь\ для которых g(xt) = уи i =
=1, 2,. . ., &, натуральный спайн однозначно минимизирует \\g\fa.

Доказательство теоремы 9.2 основывается на следующей лемме.
Лемма 9.3. Если функции gup удовлетворяют условиям

теоремы 9.2, то
\\ё\\1-\\Р\\2п = \\ё-р\\2п.

Доказательство. Рассмотрим функцию h = g— р. Тогда
II g \fn = || h ЦП + l| p ||n + 2 (Л, p)n. Поэтому достаточно показать,
что (А, р)п = 0. Интегрирование по частям приводит к формуле

b

Ф, р)п = j (?„?„-, ... D0h) (?>„?„_, ...D0p)dt =
a

- -J- (?„_,... D0h) (Dn... DoP) |J - ( (Д_,... D0h) (D*Dn... D0p) dt.
i

Ho p — натуральный сплайн, так что

(Lp)(t)=0t (9.21)
ь

если t > xk и t < xu и, следовательно, (й, p)n = — f (Aj_i...
a

... D0h) (D^Dn ... D0p) dt. Повторяя этот процесс еще п — 1 раз,
получаем равенство

(К Р)п = (- l)n J (D0h) (D]D;... D*nDn ... AD0p) dt. (9.22)
Так как L*Lnp = 0 на любом интервале [*ь*ж]» приходим к вы-
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воду, что D*D*2.. -D*nDn.. .D^P^p равно некоторой константе ct на
любом из интервалов [xt1 */+i), i = 1,..., k — 1, так что

(л,р)п=(-1) с< jW)* =

" A [^<*ж> юо(*|)|

Так как g (xi)=yi= р (xt) и, таким образом, h (xt) = g (xt) — p (**)=0,
i: = 1,,.., &, заключаем, что (A, p)n = 0. Итак, лемма 9.3 доказана.
Доказательство теоремы 9.2. Теорема 9.2

непосредственно следует из леммы 9.3. Действительно, если функции g и р
удовлетворяют условиям теоремы, то \\g Ц*—1| p||2==||g-_p||2> 0. Кроме
того, строгое неравенство имеет место, если \\g — р ||2 ф 0 или Dn ...
.. . D0 (g — р) @ = 0 почти всюду. Тогда по лемме 2.3 g — р есть

п

многочлен вида V^(/) на [а, 6]. Функция g—р обращается в
*=о

нуль в Л точках xtJ.. . ,xft, причем & > п + 1, и, следовательно,
?@-Р@«0.

Теорема 9.3. Пусть N представляет собой класс всех
натуральных сплайн-функций с узлами в точках хь ... ,*л(а<*4<...
... < *ь < 6), а пусть р* — натуральный сплайн,
интерполирующий данную функцию f, принадлежащую классу Cn+1 [а, ft], б то«/-
ках х^ ..., л/j. ?Ъш р^ К и разность р*—р «в представляет
собой многочлен, то

И/-Р*|1п<|1/-Р|1„.

Доказательство. Пусть р — произвольный элемент из N.
Тогда единственная натуральная сплайн-функция, существование
которой гарантируется теоремой 9.1 и которая интерполирует / — р в
точках xiy.. ., xky есть функция р* — р. По лемме 9.3 имеем

\\f-p*\il = \\f-p-(P*-p)\\l = \\f~P\\l--\\p*-P\\2n.

Следовательно, || / - р* ||* < || / — р ||*, если || р* — р ||* ^ 0, т. е.
п

если разность р* — р не равна многочлену У* Ьги> (t).
/=о

Методы доказательства теорем 9.2 и 9.3 аналогичны методам,
впервые использованным де Буром для случая обычных сплайн-
многочленов (см. де Бур [1963]).
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§ 10. Наилучшие квадратурные формулы,
использующие натуральные сплайн-многочлены

В этом параграфе мы представляем фундаментальное описание
натуральных сплайн-многочленов, введенных в § 9. Эти результаты
обобщают некоторые результаты из работы Шенберга [1964а], в
которой рассматривалась задача нахождения наилучших
квадратурных формул, приближающих некоторые линейные операторы для
случая обычных многочленов. Естественная формулировка более
общих результатов, представленных ниже, была недавно дана де
Буром и Линчем [1966] на основе теории проективных операторов в
конечномерных гильбертовых пространствах с воспроизводящими
ядрами. Некоторые экстремальные свойства натуральных сплайн-
многочленов рассматривались также с точки зрения гильбертова
пространства в более ранней работе Голомба и Вейнбергера [1959]
(см. также Вейнбергер [1961]). Последняя работа, кроме всего
прочего, содержит элегантную геометрическую интерпретацию сплайн-
многочленов. Методы, использованные вышеупомянутыми авторами,
относятся к явным, при этом используется удобное выражение для
воспроизводящего ядра. В общем случае представить
воспроизводящее ядро в удобной форме оказывается сложной задачей. Перейдем к
непосредственному анализу некоторых соотношений
двойственности, имеющих значение в теории ?Т-систем. Некоторые из
сопутствующих лемм могут представлять также самостоятельный
интерес.

Начнем с постановки задачи. Пусть {? обозначает линейный
функционал, определенный для функций /, принадлежащих
классу Cn+1 [а, Ь\ и пусть {Ui}o представляет собой ?СГ-систему на
интервале [а, Ь] вида A.5), образованную п+ 1 положительными
функциями l,^,..., wn (wt 6 С2"  ^, b]). Примерами <? служат
функционалы типа

л-и ь

где av(*) обозначают обобщенные меры ограниченной вариации.
Для фиксированного множества из k точек (&>л+ 1) {хь}\

(а < #! < лг2 < .•.<**<&) запишем

?/ = 25v/(*v) + #/. A0Л>

Константы Bv должны удовлетворять следующим условиям:

(?щ = 2^i (*v), * = 0, 1,... , л, A0.2)
v«=l
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т. е. ?иь= 0, / = О, 1,..., п. В случае, когда k = п + 1,
условия A0.2) однозначно определяют костанты {Bv}i- Однако при k >
> п + 1 имеется еще k — п — 1 свободных параметров. Выражение
к

VBv/W представляет собой квадратурную формулу, аппроксими-

рующую Щ, которая точна для функций /, являющихся
решением уравнения Dn ... DiD0f = 0. Член Л[ является остатком
квадратурной формулы.

Далее для любой функции /, принадлежащей классу Crt+1 [а, Ь\
повторное интегрирование по частям (см. доказательство леммы 2.2)
приводит к формуле

/ @ = j Фп (*; х) [(Dnf) (х)] dx + ^ UiUt (t)
(Dn«DnDn^...D0),

A0.3)

поэтому

#/= ^&iyn(t;x)Dnf(x)dx1).
a

Рассматриваемая здесь задача состоит в определении постоянных
Bit... ,Bfe, удовлетворяющих условию A0.2), при которых интеграл

ъ

\{&Wn{t\x)Ydx A0.4)
а

достигает минимального значения. Величина интеграла A0.2) есть
норма линейного функционала Л в гильбертовом пространстве всех
таких функций /, для которых

^[Dnf(x)fdx<oo.
а

Заметим, что формулировка задачи минимизации включает
только .ЕСТ-систему uQy и{у..., ип. Однако замечательно то, что
решение ее требует введения натуральных сплайн-многочленов для
соответствующей ЯСГ-системы 2п + 2 функций. В этом случае
результат приводимой ниже теоремы 10.1 раскрывает неожиданный
внутренний смысл понятия сплайн-многочленов. Чтобы сформулировать
основной результат, положим, что {ut}o (N = 2п+ 1) представляет
собой ЯСГ-систему, образованную, как в A.5), функциями

l.a>i,-..,а;П1 1, wn,..., о^. A0.5)

х) Индекс t указывает на то, что операция осуществляется по переменной t,
в то время как х остается фиксированным.
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Пусть Lv (/) обозначают фундаментальные натуральные
сплайн-многочлены Лагранжа, соответствующие точкам хь ..., хП1 т. е. L, (/)
есть единственный натуральный сплайн-многочлен по отношению к
?СГ-системе, образованной функциями A0.5), который имеет узлы
*!,..., xk, и Lv (Хц) = 8Vn, v, {А = 1, 2,..., k (ср. определение 9.2 и
теорему 9.1).

Следующая теорема является основной в данном параграфе.
Теорема 10.1. Квадратурная формула для оператора *?

вида A0.1)? которая минимизирует норму A0.4) при условиях A0.2),
однозначно определяется заданием коэффициентов Bv в виде

b; = ^lv, v= 1 л. (Ю.6)

Замечание 10.1. Кроме решения важной вариационной
задачи, имеющей значение в теории интерполяции, ценность и
изящество теоремы 10.1 повышаются благодаря тому замечательному
свойству, что независимо от специфического вида функционала &
оптимальный выбор констант состоит в простом применении
данного функционала ^ к специальным натуральным
сплайн-многочленам Lv.

Прежде чем приступить к доказательству, введем
дополнительные обозначения и докажем две вспомогательные леммы,
представляющие самостоятельный интерес. Вспомним, что с данным
множеством положительных фукций 1,0*!, ..., wn (wt €CN[a,b]) связана
функция фл (/; х), определяемая формулой B.5). Функции ф*(/; х) и Qn (t\ х)
будут необ>одимы для дальнейшего анализа. Функция y*n(t\x)
определяется формулой B.5) с использованием функций 1, wni ..., wiy
т. е. простым изменением на обратный порядка образующих
функций wu .. ., wn. Функция Qn (/; х) представляет собой неусеченный
вариант функции <pn (t\ *), определенной для всех t и х в [а, Ь]
посредством

Qn (/; х) = { Wt (Ь) J щ (Ь)... j wn (gj d?nc&i-i. • • dSi. (Ю.7)
XX X

Функция Qn (/; x) для N = 2n + l описывается выражением A0.7)
с использованием усеченной системы A0.5).

При указанных выше определениях имеют место следующие
тождества.

Лемма 10.1.

a) Ф„ (/; х) + (- 1 )п ф; (х; 0 = Qn (f; х),

<PN (t\ х) — фд, (х\ t) = QN (/; х)\
ь

b) j Фп (t\ х) ф^ {х\ s)dx = q>N (/; s),
а

N

c) Q„ (/; х) = ^ (- Vk+lUN-k (х) uk @.
k=0
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Доказательство. Чтобы доказать первое приведенное в
пункте а) утверждение, заметим, что для / > х <р* (х\ t) sa 0, и
тогда, конечно, фп (t\ х) + (— \)пуп (*> h = Ф* (/; х) = Qn (t\ х). Для
/<# имеем фл (/;*)=О, и перестановка интегралов показывает, что
(— 1)лфп(л:;/) =Qn (/;*). Вторая формула из (а) есть специальный
случай; заметим при этом, что ф^ (х\ t) = ф^ {х\ t).

При многократном выполнении интегрирования по частям с
использованием тождества B.11), согласно которому

-& Фп (t\ x) = —wn (х) Фя-1 (/; х),
ь

получаем, что f фп (t\ х) ф* {х\ s) dx = ф^ (t\ s).
а

Тождество в с) доказывается следующим образом.
Непосредственное дифференцирование QN (/; х) показывает, что для
фиксированного х 6 [a, b] d [D*... D*nDn ... D0QN (t\ x)] = 0. Следовательно,
по лемме 2.3 функция Q#(/;*) представляет собой многочлен в
системе функций {м*}^, т. е.

N

Коэффициенты ck (х) вычисляются по известным значениям функции
Qm (t\ х) и ее производных при t = а. Например, используя
тождества пункта а), получим

N

С0 (X) = ^ Cft W "* ^ = Й" ^; ^ =_ ф/У^; а) = _М*)=—H2ri+l(*),
fc=0

~ А)Ф* № О
|*.fl С^ (/) = "*,(*)•

Остальные коэффициенты ck (х) определяются подобным же образом.
Лемма 10.2. Пусть А^ ц=1,..., k> представляют собой

константы, удовлетворяющие условию

2Л*М*1*) = 0, * = 0,1,...,л.
Тогда

«@ = 2 Л»[ф"{х* ° ~ 2 Lv W Флг (V- **)] = 0» '6 [a, Ц.
\1 V

Доказательство. Функция g(/), очевидно, обращается в
нуль при t = Xi,...,xh. Согласно теореме 9.1 достаточно доказать,
что g(/) — натуральный сплайн. Так как Lv@» v=l,...,?, —
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натуральные сплайны, то второй член в выражении для g(t) тоже
является натуральным сплайном. Кроме того, q>// (хц; t) = 0 для
t > xh. Следовательно, достаточно показать, что (DnD„_i...

... ZH)V Aii(pN (х^; t) = 0 для /<*t. Теперь по лемме 10.1 а)
и

Из леммы ЮЛ с) следует, что

2 л,я, (хй; о = 2 л» 2(_ 1)'+1"w-'@"< (%)=

= 2<- 1)'+'b"-' w 2 л,х"'(%) =

= 2 (-^'[SV^mjIwo.
/-n+l L М- J

так как ^А^и%{х^ обращается в нуль для i = 0,1,2,... , я по
условию леммы. Последнее выражение, очевидно, представляет
собой многочлен по и0>..., ип и, следовательно,

ад_!... D0/J \<9N (v 0\ = о» *<л4.

Следствие 10.1. Существуют константы Хр i = 0, 1,... ,я,
такие, что

^UnKJ) - 2М0Ф*(^?*v))= 2^z (V. |i = 1,2,... Л-
Доказательство. Рассмотрим матрицу М размером (п +1)Xk

с вектор-строками

("* (*i) t.. •, "I (*ь)), / = 0, 1,..., л.

Обращаясь к лемме 10.2, видим, что вектор с компонентами

«(Флг(V*> ~2Lv(«Флг(*^ (Л - 1, . . .,*,
V
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принадлежит к fif (М)L — ортогональному дополнению
нуль-пространства матрицы М. Однако для любой матрицы ff (Nl)L= Л (М'),
где М' — транспонированная матрица, откуда и следует требуемый
результат.

Доказательство теоремы ЮЛ. Так как

&t<Vn if\ х) = <?t<f)n (/; х) — ^ ?v<Pn (Xv\ x)9
V

то надо показать, что B*v = *?LVf v = 1,..., k, однозначно
минимизирует интеграл

J [««Ф» (t; x) -2 Bv<p„ (*»; *)]2 <** A0.8)
a v

при ограничениях A0.2). Используя метод множителей Лагранжа,
продифференцируем выражение

ь

I \?&п (ft X) - ^ Atfn (V, *)]* Л + 2 42 B^i (*v) - (fri]
a v / v

относительно неизвестных В^ и ^, мы получаем следующие
соотношения:

ь

— 2 j [#|фл(*; *) —2 Bv(p» ^; **]фл ^; ^ d* +
a v

+ 2^"<(*и) = 0. |* = 1, ...,*, (Ю.9)
i

2 Bv«» (*)"?«*. ' = 0,1 п. A0.10)
V

Доказательство теперь делится на две части, а именно, надо
доказать, 41 о: а) выбор постоянных B*v = ??Lv, v=»l,...,&,
удовлетворяет соотношениям A0.9) и A0.10) при соответствующих {А,*}{* и
Ь) система из п+ 1 +k уравнений A0.9) и A0.10) относительно
неизвестных {Bv}\ и {к^о имеет единственное решение.

Докажем пункт а). Используя лемму 10.1 а), запишем

Фп (*; х) Фл (*д; *) = Фп (v, *) [(- l)rt+1 Ф; (г, 0 + Qn (/; х)] -

=Фп (v> *)
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Интеграл от этого выражения равен

J 9n(';*)<Pn(V> *)<**==
а

Ь п

= (- i)n+1 J Фп (v> х) Ф; (г, о л + 2 *« (*¦*) и* (О,
а /«О

где bt fa) — j с, (*) фп (v> *) d*.
а

Следовательно, по лемме 10.1 Ь) получаем
ь

§q>n(t\x)q>n(xix;x)dx =
а

г-о

откуда

C?j<M*;*)<Pn(*i»;*)d*-

- (- 1)"+Чф* (V. О + 2 b< W «иг (Ю. 12)
t

Подставив t*=Xy в A0.11), далее получим

2fiv j9n(V.*)9n(V»*)d* —
v а

- (- l)n+1 ^ ^ф„ (V- *v) + 2 fe« (*») 2 Bv"'(*v)- A°-! 3)
v / v

Используя A0.12) и A0.13), уравнения A0.9) можно переписать в
виде

- 2 [(- 1)Л+1 ((fan (V> 0-2 B^N (**'. *v)) +
v

+ у bt (*й) («««- 2 B"Ut <*))] + 2х«и* w "°» A°-14)
I V f

H-1,2,....ft.

Теперь при специальном выборе 5V = В* = ??Lv имеем

2 bt w [#*» - 2 («^) «i ы] -
i V

- 2bi w [я ("' w - 2 ^(/)"' w)] •
i v
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Так как Lv (х») = 6UV, то видно, что щ (t) -Viv@Mi (*v) =¦ Ri (О
обращается в нуль при / = xi9..., хк. Но эта функция есть
натуральный сплайн, и из теоремы 9.1 следует, что Rt(t)
тождественно равна нулю. Тогда A0.14) сводится к следующему:

2 (_ 1)«+2 [^ [ф„ (V, t) - J Lv (t) Ф„ (^; *)]] +
V

+ 2 **"* (*м) e °' И - !. 2» - . *• (ЮЛ5)

Теперь, используя следствие ЮЛ, можно записать:
п

& (vN (ч\ о—2Lv wф^ (v>^)) = 2 ^И| ^ I* -1,..., *.
v /«О

Очевидно, что условия A0.15) удовлетворяются при

%]=х, ~ 2 (— i)n+I д;.

Мы показали, что уравнения A0.9) и A0.10) имеют решение
В* = i?L\ при соответствующим образом выбранных kiy / *= 0,..., п\
таким образом, первая часть доказательства завершена.

Теперь докажем, что уравнения A0.9) и A0.10) имеют
единственное решение. Ясно, что для этого достаточно показать, что система
уравнений

ъ

2 Д> J Фп (*w *) Фп (v. *) d* +
v а

+ 2 *•'"'(*!•)-0, ц-1,...,А, A0.16)

2*v«»(*v)-0, /— 1 я, A0.17)
V

имеет только тривиальное решение Bv — 0, v =* 1,..., A; Kt = 0,
х = 0,... ,/г.

Сначала заметим, что, согласно (ЮЛ6), функция
Ь п

g (t) = ^ Sv j Фп (*v; *) Фп С; *) d* + 2 ^ W A0-18>
V a i=0

обращается в нуль при t =* xi9xv ..ш,хк. Применим операторы
D0,Diy... ,Dn к функции g(t) и воспользуемся теоремой Ролля.
Так как DnDn-\... D0ut = 0, t — 0, 1,..., я, и

ь

DnDn-i... Do (j Фп fa\x) q>n (t\x) dx} =- фл (xv\ t), A0.19)
a
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то можно сделать вывод о существовании различных значений
{x*}*jZ\~\ таких, что

2Bv<Pn(*v;*)-0 A0.20)
V

для* = ^, /= \,...,k — п— 1, где *j<*}<*/+n+l, / = 1,-..
...,? —/t — 1.

Далее мы покажем, что

2Bv9n(xv;0-0
V

для всех t < xt. Для каждого фиксированного <0 < х{ из леммы
2.3 следует, что <рд (<; *0) совпадает с многочленом по функциям
"о> ¦••» ип Аля ' > V» таким образом,

Фп(^) = 2М'о)М').
/-о

Используя равенство A0.17), можно сделать вывод, что для
произвольного t0 < xi

2 ?v<Pn (av, g = 2bj {to) 2 fiv">^ ~ °-
V /v

Пусть xi9... ,31+1 —любые фиксированные точки,
удовлетворяющие условию ACt < ... < хп+\ < xt. Тогда

2^Фп(^;0-о

при k значениях *t < ... < *n+i < х| < ... < ^__л_г По лемме 9.2
определитель этой системы уравнений с к неизвестными Bi9 ...,Вя
положителен, и, следовательно, ВА »*...= Bft « 0.

п

Уравнения A0.16) теперь сводятся к 2^*"* М"**®* ^= ,... • к.
/-о

Но &>я+ 1, a {aJJ — Г-система, из чего можно заключить, что
%0 = Хк = ... =5 А,п = 0. Этим завершается доказательство.

§ 11. Свойства дифференцируемости выпуклых
в обобщенном смысле функций

Этот параграф посвящен рассмотрению доказательств свойств
гладкости для выпуклых в обобщенном смысле функций, описанных
в § 2. Для простоты изложения имеет смысл рассмотреть
вспомогательный аппарат в виде ряда лемм.
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Все рассматриваемые нами функции определены на
фиксированном открытом интервале (а, Ь). Говорят, что функция является
ограниченной, если она ограничена на любом замкнутом
подынтервале. Будем пользоваться сокращениями:

D  — тождественный оператор,

D* = DAD*_1...D1D0 (ЬО, 1,...),

и пусть функция q>t(y,x) определена соотношением B.5).
Следующие леммы понадобятся в дальнейшем, но могут

представлять и самостоятельный интерес.
Лемма 11.1. Предположим, что функция g(x)=[Dk~l(f(x)/wk(x)]

абсолютно непрерывна на (а, Ь) и имеет ограниченную производную
почти всюду. Допустим таьже, что

V-» Dl~]q> (х)
Ф(*)-?ф|AГ.*)-5ДГ

lim !=?¦ = Lh (х; ф)

X

существует1) на (а>Ь). Если D\ существует при xQy moD\{xQ)*=*
вМ*о'.ф)«

Обозначения. Величина

^ Lh{y,x-t4>), у>х, A1Л>
X

встречается часто, и поэтому удобно ввести для нее обозначение.
Числитель в выражении A1.1) иногда встречается отдельно,
поэтому обозначим

ь ,_!

ф^-^Ф^г^^^-^^.^ф). (И.2)
/«о

Доказательство. Так как функция g(x) является
абсолютно непрерывной, то Dky(x) существует почти всюду. Поэтому
можно осуществить неоднократное интегрирование по частям, которое

*) lim означает, что предел берется при приближении у к х справа,

453



приводит к тождеству

у

X

(ср. с B.10)). В действительности первое интегрирование по частям
приводит к равенству

У—х

= J Ф*_1 (У\ * + Я) о>ь (* + Ti)[g (x + 7\) — g (х)] dr\.
о

Справедливо следующее тождество:
у-х

[ 4>k-i(y\x + r\) wh(x + r\)[g (х + г\) — g(x)]dr\ = Mh{ytx\q>).

A1.3)
Кроме того, имеем
У—х у

J Wk-i(y\x + vi)wk(x + r\)d4 = J<pk(y;g)dg.
0 дс

Теперь пусть x0 является точкой, в которой существует предел
lim [g (х0 + r\)—g (дс0)]/г) = Dky (х0). С помощью тождества A1.3)

можно получить соотношение
У—х0

J Г)Ф*_! (У\ х0 + ц) wk (х0 + т]) |g(*o+r))-g(*) _ Lft (XQt ф)| 
О̂
У-х0 ~~

С лфл-1 (у; *о + Л) «\ (-«о + ч) <*л

«= ^ь (У, х0\ ф) — Lh (*0; ф). A1.4)

Выражение в правой части стремится к нулю по предположению и

Я(*9+Л)-«(*о) _ Lk {Xq. ф) _^*ф (jg _ Lft (^; ф) ПрИ л | о

за счет выбора х0.
Ядро интегрального преобразования в формуле A1.4) является

неотрицательным, и, используя свойства суммируемости, можно
заключить, что Dky (х0) = Lk (х0\ ф), что и требовалось доказать.

Лемма 11.2. Пусть условия леммы 11.1 имеют место, и,
кроме того, допустим, что функция Lk(x\q>) непрерывна. Тогда
Dky (х) всюду существует и совпадает о Lk {х\ ф).
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Доказательство. Так как g(х) абсолютно непрерывна, то
для всех хи t)>0 имеем

Х+Т)

JL j Dky®d- = ±[g(x + r\)-g(x)].
х

Но Dk(p (|) =* Lh (?; ф) почти всюду, так что

i- j Lk&v)dt = ±[g(x+ri)--g(x)l
х

Так как L*(?;/) непрерывна, то из известной теоремы численного
анализа следует, что выражение в левой части стремится (при r\ 10)
к Lb (х) ф) для всех х.

Аналогичные рассуждения позволяют доказать следующее
следствие.

Следствие 11.2. Если предположить, что Lh(x,q>)
непрерывна справа, то Dxq>(x) (производная справа от g(x))
существует всюду и непрерывна справа.

Лемма 11.3. Допустим, что g (х) = [Dk~lq> (x)lwh (х)]
непрерывна на интервале (а,Ь) и Mh(y\x;q>) > 0 для всех а <*<*/<?.
Тогда g (х) — неубывающая функция.

Если же Mk (у, х\ ф) ^ 0 для всех х<у, то g (х) — невозрас-
тающая функция.

Доказательство. Докажем только первое утверждение.
Тождество A1.3) в сочетании с предположением леммы означает,
что

J R№x + $[g(x + i\)-g(x)]di\>0 A1.5)

для всех х<у, где R(y\ х + г\) = Фл_, {у\х + r\)wh(x + т)) >0
при 0^т]<# — х. Предположим противное, т. е., что g(x) не
является неубывающей функцией. Тогда существуют а < Р (а < а <
<Р<6) такие, что g(a)>g(P). Пусть у будет максимальной
точкой из [а, р], где функция g достигает своего максимума на
[а, р]. Очевидно, что v<P- Выбрав х=у и у=Р, имеем g(y+t])—
— g О) < 0 Для всех 0 < т) < Р — 7» ч™» очевидно, вступает в
противоречие с неравенством A1.5). Это противоречие и доказывает
желаемый результат.

Лемма 11.4. Пусть функция g(x) = [Dk~~ly(x)Iwk(x)] являет-
ся ограниченной и удовлетворяет свойству квазинепрерывности:
lim g (I) = g (x) для всех x. Тогда из того, что Mk (у, х\ ф) > 0

для всех а < х < у < Ь, следует, что g (х) — неубывающая
функция.
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Доказательство. Опять предположим пробивное, т. е. что
g(x) не является неубывающей функцией. Это означает, что
существуют а<р такие, что g (a) >g(P)- Пусть m= sup g(x). Если

т достигается в некоторой точке, то мы приходим к противоречию
с предыдущей леммой. Предположим, что т нигде не достигается.
Пуаь у0 определена так, что sup g(x)<m, но sup g(x) = tn

для всех достаточно малых положительных S (это возможно, так как
g квазинепрерывна справа). Ясно, что а< y0 ^Р, так как мы
предполагаем, что т не достигается. Существует последовательность
Уп t Yo (а< Уп *=Р) такая, что g(yn) | т и g(Q^m — е для всех
16[Yo> Р] и некоторого е >0. Поскольку g(Р)< g(а), то можно
выбрать е таким образом, чтобы g(a) — e>g(P). Из-за того, что
функция g(x) квазинепрерывна справа, существует малый интервал
[р, Р + б] такой, что g (I) ^т — е на [Р, Р + 6). Следовательно,
?(?)^/я — е на [Vo»P+S)- Теперь зададим х = уп для больших
п и положим у = р + S. Очевидно, для больших /г g(Yn) >?(?) +
+ е/2 для всех ?€[Yo>P+S]- Хотя g(l)^m на [Yn>Yo)> можно
взять п таким большим и, следовательно, у0 — уп таким малым,
что вклад интеграла

V.-V„

J R (У\ Уп + Л) [g (уп + r))—g (уп)] dr\
о

будет сколь угодно малым. С другой стороны,

j R (у\ Yn + Л) [g (Уп + л)—S (Уп)] dr\

является отрицательной фиксированной величиной. Это находится
в противоречии с неотрицательностью выражения A1.5).

Подобным же образом можно установить следующую лемму.
Лемма 11.5. Предположим, что функция g (х) = (Dk~~{y (x))lw(x)

ограничена и удовлетворяет свойству квазинепрерывности: limg(?)=

= g(x) для всех х в интервале (а, Ь). Пусть для всех а<*<#<^
выполняется неравенство Mk (у, *;ф)^0. Тогда функция g(x) —
невозрастающая.

Теперь мы можем доказать следующую важную лемму.
Лемма 11.6. Пусть существуют ср, (D^/w^, ..., (Dk~lq)/wh)9

и предположим, что функция g (х) = [D^~l<p (x)/wk (х)]
удовлетворяет условиям квазинепрерывности, введенным в леммах 11.4 и
11.5 (два условия квазинепрерывности вместе означают, что
функция g(x) непрерывна справа). Предположим, что Lh(x,y\q)
ограничена при х < у (т. е, ограничена, когда х и у (х<С.у)
принадлежат любому замкнутому подынтервалу интервала (а, 6)). Тогда
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g(x) имеет ограниченные разделенные разности. В частности,
g(x) абсолютно непрерывна на (а, й).

о*

Доказательство. Заменим ср на ф = ф + CQh(х,а), где
Oh(xya) определяется как решение дифференциального уравнения
DkQk(xya)^\ при начальных условиях Qk(a,a)=0 и Dr0ft(a,a)=O,
г = 0, 1,... ,&— 1. Из определения Lh(y,лг;ф), данного в A1.1),
найдем, что

U (?/, х\ ф) = Lh (у, х\ ф) + С.

При соответствующем выборе С можно гарантировать, что Lk(y,x\
ф) > 0 для всех а + 8^х<У ^Ь — б, где б — положительная и
произвольно малая величина, а С, конечно и зависит от б. При-

менив лемму 11.4, заключаем, что g(x) = [D <p(x)lwk(x)] —
неубывающая функция, что, в свою очередь, означает

g(y)-g(*)>-C(y-x). A1.6)

Аналогично при рассмотрении ф* = ф — CiQh (х, а) и
соответствующем Ct находим, что Lk (у, х\ ф*) ^ 0 для всех х и у (х < у),
определенных на подынтервале интервала (а, Ь). Применив лемму
11.5, приходим к выводу, что g* = {Dk~lq>*;lwk — убывающая
функция, или

g(y)-g(x)^Ci(y-x). A1.7)

Соотношения A1.6) и A1.7) показывают, что функция

g{x)=Dk~\{x)lwh{x)

имеет ограниченные разделенные разности на любом подынтервале.
Доказательство леммы завершено.

Следствие 11.6. Пусть функция g(х) = [Dk~lq>(x)/wk(х)]
удовлетворяет условиям леммы 11.6, за исключением того, что
Lh(y'>x>y) предполагается ограниченной только снизу на любом
замкнутом подынтервале интервала (а, 6). Тогда g(x)
дифференцируема почти всюду.

Доказательство. Анализ доказательства предыдущей
леммы показывает, что g (х) + сх — неубывающая функция при
соответствующем с, и, следовательно, g — дифференцируемая почти
всюду функция.

Теперь мы располагаем необходимыми результатами, чтобы
доказать упомянутые свойства регулярности. В дальнейшем будем
считать, что ф6С(и0, uit и2,..., ип). Предположим, что уже
доказано следующее:

?>гфбС(а,6), г<п — 2, п>2. A1.8)

(Для удобства определим О~ фз0 и вспомним, согласно нашим
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предыдущим обозначениям, что D 1ф=Ф» D°fe А)Ф и т« Д«) Наша
следующая задача состоит в том, чтобы доказан,, что функция
Z/+1cp существует и непрерывна. Для г < п — 1 выберем

X<y<Z<Xr+b< *г+6< ... < Хп+2,

где хг+5 < ... < *п+2 выбираются вблизи 6, а *, г/, г можно
рассматривать как три произвольные точки внутри (а, &),
расположенные в возрастающем порядке; если г + 2 = /г, то переменные,
соответствующие AV+5, *r+6, . . ., ОТСУТСТВУЮТ.

Теперь составим определитель

Щ (X), D»U0 (*), .,., Dru0 (х), и0 (у), и0 (г), и0 (хГ+5), ..., и0 (*а+2)

Un <*>• D4 W D4 <*>• "n (^ "д <*>¦ Wn (*r+6>. ••••«,! (*n+2>

Ф (*). D\ (х), ..., ?>гф (х), ф (у), ф (г), ф (*г+5), ..., ф (д?я+2)
A1.9)

который неотрицателен, так как ф 6 С (и0, и1э , ип). Вспомним,
что

Lr+1 {у, х; 9) = ^ ,
$ф,+1 <*;!)<«

откуда получаем неравенство

щ (х), ..., Dru0 (х), Lr+1 ((/, *; и0), I,+1 B, *; и0). M*r+e)' • • •» "о (*rt+2)

an (*), .., Z/wn (*), Lr+1 ((/, л:; nn)f Lr+{ (г, *; ип), ип(*Г+б),.. „ ип (*п+2) |
Ф(дт), ..., Dry(x), Lr+1 (*/,*; Ф), Lr+1 (г, *; ф), ф (хг+5),..., ф(лгЛ+2)

>0. A1.10)

Раскрывая теперь определитель по элементам последней строки,
приходим к неравенству

<— l)n+r+1Lf+1 (*/, х\ ф) Dr (х, г, Хг+ь,..., хп+2) +

+ (— l)n+rLr+i (г, г, ф) D, (*, г/, *г+5, ..., *л+2) +

+ ?(*,*/,г,х,+5,...)>0, A1.11)

где D, (я, г, Хг+ь .,.) — минор элемента Ьг+{ (у, х\ ф).
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= D(x).

Заметам, что, когда у \ х, то

D, (*, у, Хг+5, • ..)-*

и0 (х), ... DruQ (*), Z/+1tt0 (*), "о (*,+5)- • • •• "о (*п+2)
Mi (*), ,.. ?>Ч (*), Dr+Iu1 (х), «! (*r+5), ...,«! (*rt+2)

A1.12)

Правая часть в выражении (И, 12) строго положительна, так как
{ui}o — обобщенная полная Т-система. Кроме того,

lim Dr (х, z, хг+ь> ...) = D {х) > 0.

Наконец, следует указать, что
Е(х,ууг,хг+ь ...)-*0,

когда у \ х и г \ х9 так как после перехода к пр?делам Е
превращается в сумму определителей, каждый из которых содержит два
равных столбца,

В случае, когда г < п — 2, можно также составить определитель

«o(*i) "oW D°u0(x) ... Dru0(x) u0(y) и0(г) ... u0(xn+2)

tt„(*i> BnW ^«„Wh.^W ал(у) «nW-.. «п(*я+2)

ф(^) Ф(х) 0Оф(*) .../Уф(*) Ф(у) фB) ... Ф(*я+1)

'0,

A1.13)

где Ard < х < у < z < жг+б < . 4. < *п+2- Величина xt задается
вблизи а, а *г+в. •• ч*я+2 выбираются вблизи 6, и для наших целей
x<?/<z можно считать произвольными внутри интервала (а, Ь).
Основное различие между A1.9) и A1.13) заключается в том, что в
последнем выражении столбцы с переменной х начинаются со второго.

Выполнив очевидные преобразования определителя A1.13),
приходим к следующему неравенству:

"о (*i) "о (*) Dru0 (x)t Lr+1 (*, yt u0)t Lr+1 (xt z; u0),..., u0 (xn+2) I

Un <*1> "nW» ' • - D Un W' Lr+1 (*. 0; «n). Lr+1 (*» *'. Wn>' • • •• ип<*/1+2>

<P(*l) ФD .... ^ГФD Lr+, (X, у; ф), Lr+{(X, Z; ф), . .., ф (*д+2) | A1.14)
Разложив теперь определитель A1.14) по элементам последней

строки, приходим к неравенству

(— l)n+rLr+i Off *\ ф) D* (хи х, г, *Г+6, ...) +

+ (- l)"+r+1^r+i (г, *; Ф) D* (хи х,у,...) + ?* (*t, *, у, г..,) > 0. A1.15)
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Снова заметим, что, когда у \ х, то

Е>*(хцх,у,хг+Ь,...)-+

(и: 16)
и предельная величина является строго положительной вследствие
обобщенного чебышевского свойства системы функций {щу uit...
..., ип}. Кроме того, D* (хи х, z, *г+б,...) имеет тот же самый
предел при г\ х, а ?*(...) стремится к нулю, когда у \ х и z \ х.

Сравнивая A1.11) и A1.15) (существенное различие между ними
состоит в знаке этих двух неравенств), легко получаем, что
существует С, при котором

Lr+i (У, *, ф) < С, х<у,х9уе (а, Ь). A1.17)

Пусть у \х и z \х тогда из неравенства A1.11) с учетом
того, что Dr(x) в A1.11) строго положительна, и ?->0, заключаем,
что

fim (- l)n+rLr+l (у, х\ ф) < lim (- 1Г+%+, (г, *, <р). A1.18)
vt* ЦТ

Это означает, что

lim Lr+l (у, х\ ф) = Lr+i (х\ ф)
у^Х

существует для всех х.

Далее возьмем г>л:0. Пусть у \х, х-+х0 и z \xQ> Тогда
получим, что

\imLr+i (х, ф) < Lr+{ (^0t ф). A1.19)
х-*х0

если я + г + 1 нечетное, и

Hm_Lr+1 (х, ф) > LA+1 (д-0, ф),
х->х0

если /г + г + 1 четное. Применяя те же рассуждения, основанные
на неравенстве A1.15), приходим к следующему результату:

Um Lr+1 (*; ф) > L,+1 (х0\ ф), A1.20)
х-*х0

если п + г + 1 нечетное и

lim Lr+1 (х\ ф) < Lr+i (х0\ ф),

если /г + г + 1 четное.
Сравнение A1.19) и A1.20) показывает, что функция Ьг+\(х\у)

непрерывна по х,
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Учитывая это, а также A1.17) и леммы 11.2—11.4, получим
утверждение части а) следующей теоремы.

Теорема 11.1. Пусть ФбС(ы0, иь • • •* ип)> где {ui}o—ECT'
система на (а, Ь).

(а) Предположим, что функции ср, D°cp, Dx(p,..., Dry
существуют и непрерывны, где г<п — 2 (г = — 1,0, 1,2,...). (Условие
для г = — 1 соответствует требованию непрерывности функции ср.)
Тогда Dr+Xy(x) существует и непрерывна.

Ь) Пусть ф, ?>°Ф,... , ?>п~2ф непрерывны на (а, 6), тогда
Dn~2y (x)/wn-i (х) имеет производную справа ?>#~V которая
непрерывна справа и DnI('x^(x)/wn{x) возрастает на (а, 6).

Доказательство части Ь). Воспользуемся неравенством

| и0 (х), DoUo (х), ..., Dn-2u0 (*), и0 (у), и0 (г) ^ ' >0 A1.21)
ип(«), ?»ип(д) Dn~\(x), ип(у), ип(г)
Ф(дс), D°q>(*), .... 1)п-2Ф(х),

для л: < у < г, откуда получаем
М*)> 0» 0, ..., 0,
М*)» tt'iW» 0, ..., о,
ut(x), D»u%(x), w%(x), ..., 0,

Ф (У)> Ф (г)

0,
0,
О,

| ф (х), ?0ф (ж)| />iф(д)| .. ., дл-2ф ^ L^i(y> х. ф)| L^i (z> Х; ф)|
где

J фл_! Of; Е)»л СБ) ^5
Хп {У, х) = — = Ln_! (у, л:; ип).

J Фя-i (у; ?)«

Мы используем здесь тот факт, что

U-1 (У, XI в) - IФ^ (*/; 5) D^e © dg/ j Ф/г_1 (у; 6)« (И.22)
для 0 ? С"" . Это выражение равно нулю, когда 9 = иф uit. .., ип-и
так как Dn~~luhss0 (k = 0, 1,.. .,n— 1).

Раскрывая определитель по элементам последнего столбца,
получим

К-\ <г' *'• Ф) *» (f/; *) > ?„_, (У, *; Ф) Хп (*, ж). (И .23)
Очевидно, Хп(у, x)-*wn(x), когда у \ х.
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Аналогично тому, как было установлено неравенство A1.18), в
данном случае можно установить, что

lim Ln_x (у, х\ ф) = Ьп_х (г, Ф). A1.24)

Специальное рассуждение показывает, что функция Ьп^(у,х\ц>)
равномерно ограничена, когда х и у(х<у) лежат внутри
интервала (а, 6). Действительно, из A1.23) следует, что L„_i (у, х\ ф)
ограничена сверху» Раскрыв определитель в неравенстве

l"o(*i)> "оD ..м^ЛD Ai-ito*;"o)

>0 A1,25) I Mnto>» "n (*)» • • •» °п~\ W» Ln-i to» *; "»)
I ф (*i)> Ф (*). •... ^" Ф (*>, V-i Or, *; ф)

(*! <* < */), получим нижнюю границу для !„_! (у, х\ ф). Отсюда,
согласно лемме 11.6, следует, что функция ?*~2ф (x)/wn-\ (л:)
абсолютно непрерывна и имеет ограниченные разделенные разности.

Теперь в неравенстве A1.23) будем считать, что г>*0, пусть
у \ х, х-+х0 и z \ х0.
Имеем

lim Ln_! (г, ф) < 1„_, (*0; ф) A1.26)
х-*х0

для всех л;06(а, Щ* Из леммы 11.1 следует, что в любой точке, где
производная

§(Х) dx{ wn-i(x)l

существует, выполняется равенство g(x) = Ln—i(x\q>),
Доказательство этого утверждения основывается на тождестве

у

J ф„_1 (</;?) ?(?)<*?
-?- = Ln., (у, г, Ф). A1.27)

^фЛ.,Aг;0«

Из этого представления легко следует также, что

ПпГ?я_1 (л:, ф) > L„«! (*0; ф).

Действительно, из выражения A1.27) видно, что существует по
крайней мере одно значение xi (х0 < xt < у), при котором g(xi) =
= L„_i (jf4; ф) > ?„_! (г/, дс0; ф) — е, где г — фиксированное
произвольное положительное число. Далее рассмотрим формулу A1.27),
где у заменено на (х0-\-х^/2. Снова из представления A1.27)
заключаем, что существует такое х2(х0< *2< *i)> что

?«-1 te ф) > ^п-1 to, *0; ф) — е.
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Продолжая, получим последовательность х{ > х2 > *з > ... > х^у
удовлетворяющую условию

Ln-\ (xh\ ф) > Ln-i 1*л-ь *<Г> Ф) — е. * = 2, 3,...

Отсюда следует, что

Шп Lnr-x (х\ ф) > Ln-i (*0; ф) — е.

Но е > 0 — произвольное, и поэтому

Tim Ln_i (х\ ф) > Ln-i (ду, ф)|

что в сочетании с неравенством A1,26) приводит к следующему:

fimL»-! (г, Ф) = I»-i (ду,Ф). A1 -28)

Наконец, справедливо неравенство
и0(х), 0, ..., 0, 0, и0(у)
щ(х), щ(х)9 ..., 0, 0, иг{у)

"nW. &>ип(х), ..., r\W, юп(*), ип(у)
Ф(дс), Л0ф(х), .... D"->(*), 1л-1(х;ф), ф(</)

для всех х<#, так как ФбС(а0, и1э,, »,*/„)¦
Пусть

0 A1,29)

л—1

л,ч \П ч^-!9(а:) Фп(#*)г

Kn(y,x\Q)
/«=0

)Фп^
A1.30)

; №

¦0,

Заметим, что L„_! (г, 9) «(D" !6(л:)), когда 9 принадлежит
классу С". Теперь, сформировав функцию К в последнем столбце
определителя A1.29), получим

|М*)> о, ..., о, 0
"iW Щ(х), .... о, о
\ип(х)9 U>un(x) wn(x), 0
I Ф (х), />>ф (*), ..., Ln_{ (г, Ф), /Сп(*. у; ф)|

или, эквивалентно,

Kn(x,y\q>)>Q A1.31)
для всех а < * < у < ft,

Используя леммы 11,6 и 11.6, заключаем, что функция
Ln_i (*; ф)/шл (*) монотонно возрастающая. Отсюда и из равенства
И1.28) следует, что функция Ln-X (х\ ф) = ?2Г!ф (х) непрерывна
справа и неубывающая. Теорема 11.1 доказана.
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Глава XII

ОБОБЩЕННЫЕ НЕРАВЕНСТВА ЧЕБЫШЕВА

§ 1. Введение

В этой главе и в заключительных двух главах книги мы
начинаем систематическое исследование нескольких родов обобщенных
неравенств Чебышева. В простейших формах неравенства чебышев-
ского типа определяют верхнюю или нижнюю границу для
интеграла от некоторой функции или функционала над некоторым
классом мер.

В гл. III нам встретилось специфически чебышевское
неравенство в теореме Маркова—Крейна. Мы воспроизведем этот
результат с целью сравнения. Пусть {Ui}% есть Г-система на [а, Ь\ и Q —
заданная непрерывная функция. Требуется определить точные
верхнюю и нижнюю границы для интеграла

I

а

где о пробегает множество неотрицательных конечных мер,
удовлетворяющих моментным условиям

ь

с* = J а, (t) do (t), i = 0, 1,,. „ л. A.2)
а

При некоторых дополнительных ограничениях на функции ы0, ...,ап
и Q были установлены точные границы для A.1) и было
определено, что соответствующие экстремальные меры есть канонические
меры. В решении этой проблемы существенно использовались
предположения о том, что системы {щ}к0 и {а0, ии ..., икД) для
каждого k = 0, 1,..., п образуют Г-системы и что Q (t) > 0, t? [а, &].

В этой главе мы исследуем неравенава чебышевского типа при
значительно более обших условиях, накладываемых на функции
и0> Щ% • • nuh и Й. Стоящая перед нами задача — определить общие
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b

границы для fQ(f) da (I), где о подчинено моментным условиям
а

вида A.2) и другим естественным ограничениям гладкости.
Наиболее раннее из неравенств чебышевского типа приписывают

Чебышеву (см. Шохат и Тамаркин [1943]). Результат Чебышева
теперь рассматривают как специальный случай неравенств
Маркова — Крейна. Вклад в эту область внесли Гаусс, Валле-Пуссен и
др. В нашем столетии выросла многотомная литература,
посвященная неравенствам чебышевского типа. Обзорный очерк результатов,
полученных вплоть до 1955 года, содержится в работе Гудвина
[1955]. Другие более специальные работы собраны Севиджем [1961].
Мы также обращаем внимание на монографию Гудвина [1964],
которая частично совпадает с материалом следующих трех глав. Как
обзорные статьи, так и монография Гудвина содержат важнейшую
библиографию, к которой мы отсылаем заинтересованного читателя.
Неравенства чебышевского типа представляют интерес в теории
вероятностей, статистическом анализе, теории моментных
неравенств, дифференциальных уравнениях, теории интерполяции и
других областях.

Формулировку, описание и анализ обобщенных чебышевских
неравенств удобно проводить на языке случайных величин и
математических ожиданий. Пусть (#, $,Р)— вероятностное пространство,
т. е. X— абстрактное пространство, $ — а-поле подмножеств X, и
Р — вероятностная мера, определенная на $; т.е. мера всего
пространства есть единица. Случайная величина X определяется как
вещественная измеримая функция, заданная на X. Для большинства
задач достаточно рассматривать соответствующую функцию
распределения

F (t) = Рг {X < t) = Р ({хеХ | X (х) < /}). A.3)

Функция F (t) = Fx (t) непрерывна справа, не убывает и
удовлетворяет условиям Mm F(t) =F(oo) = 1, lim F(t) = F(^-oo)=0. Сред-

f->oo *-*—oo

нее и дисперсия случайной величины X определяются соответствен-
ОО 00

но как р=ЕХ = [ tdF(t) и а2 = Е(Х — цJ= f (t — \ifdF(t),
—oo —oo

где интегралы понимаются в смысле Лебега — Стилтьеса.
Наиболее классическое из всех чебышевских неравенств есть

специальное неравенство Маркова, которое утверждает, что \i/k есть
наименьшая верхняя граница для Рг (X >• X) по отношению к
классу всех неотрицательных случайных величин X, которые имеют
среднее ц>([д,<А,), и что эта верхняя граница достигается, только
если X удовлетворяет равенствам Рг (X = 0) = 1 — Рг (X = X) =
= 1 — |хД. Этот простой результат доказывается следующим
образом.
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Так как
00 оо

VL = ^tdF(t)>[tdF(t)>\Pr(X>k)9 A.4)
G \

то немедленно получаем
Рг(Х>?1)<|хД. A.5)

Более того, равенство всюду в A.4) появляется тогда и только
тогда, когда X принимает только значения 0 и А, и Рт(х = к) =

Неравенство Маркова есть специальный случай общей теоремы
Маркова—Крейна (см. теорему 5.2 гл. V). Отметим, что в
обозначениях гл. V предельное распределение есть каноническая мера
индекса 3/2, которая сосредоточивает массы в точках 0 и к.

Из неравенства Маркова вытекают несколько стандартных
неравенств. Например, если X — случайная величина со средним |л
и дисперсией а2, то неравенство Бьеньеме—Чебышева утверждает,
что

Рг(|Х — ^|>Ха)< 1Д2. A.6)

Этот результат получается заменой в A.5) X на (X — уJ/о2.
Другое классическое неравенство, которое может быть получено
немедленно из A.5), есть неравенство Пирсона, утверждающее, что если
X есть случайная величина со средним \i и Е\Х — fi|r = |Jr
(г>0), то

Рг(|Х-Мг>рХ)<1Л'. A.7)

Многие неравенства чебышевского типа следуют из более
фундаментальных посредством замены переменных и тем не менее
приводятся в различных работах как самостоятельные результаты.

Неравенство Маркова является прототипом большой коллекции
неравенств, каждое из которых утверждает, что некоторое
число А есть верхняя граница для Рг(Х??) по отношению к
классу векторнозначных случайных величин Х= (Xif..., Xh)y
удовлетворяющих некоторым моментным условиям вида

J ... J ftfi ... t'kkdFh (h, t29.. ., h) = crurtt. rk . A.8)
Множество E есть некоторое подмножество заданной области 7\
которое может и не содержаться целиком в 6-мерном евклидовом
пространстве.

В общем случае верхняя граница А зависит по крайней мере от
некоторых моментных констант с . Довольно часто мно-

жество Е предполагается симметричным относительно заданного
вектора средних как в случае неравенства Бьеньеме — Чебышева.

Другой род неравенств представляется классическим
неравенством Гаусса (см. ниже § 4), утверждающим, в частности, что
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4о2/9Х2 есть верхняя грань Рг {| X | > Я}, взятая по классу
вещественных случайных величин Ху которые имеют среднее 0 и
дисперсию а2 (при % > B/КЗ) а) и унимодальны с модой в точке 0 (т. е.
производная от Fx(t) существует и неотрицательна для /<0 и
неположительна для />0). Мы определяем здесь класс случайных
величин в терминах условий «гладкости» и моментных условий.
Обобщения понятия унимодальности будут даны в § 5.

Упомянем еще два типа неравенств. Первый тип требует границ
некоторого вида для случайной величины: либо явно в виде
требования, чтобы она менялась в пределах некоторого ограниченного
множества, либо неявно, посредством задания бесконечного числа
моментных неравенств вида f\t\ldFx(t)KCi, /= 1, 2, 3, ... Вто-

т

рой вид неравенств устанавливается после наложения моментных
условий, которые включают условные математические ожидания.

Не существует единого метода вывода неравенств чебышевского
типа. В § 2 мы опишем общий принцип (теорема 2.1), который дает
возможность систематически выводить чебышевские неравенства.
То, что этот принцип имеет широкую сферу приложения, будет
многократно продемонстрировано в оставшейся части книги.
Остальные параграфы этой главы содержат ряд примеров, в которых
множество Т из A.8) есть подмножество вещественной прямой. В
каждом случае мы будем применять метод теоремы 2.1. Большинство
этих случаев являются классическими и первоначально
анализировались прямыми методами.

В гл. XIII мы применяем метод теоремы 2.1 к изучению
многомерных чебышевских неравенств. В гл. XIV трактуются некоторые
аспекты чебышевских неравенств, связанные с суммами случайных
величин и некоторыми нелинейными задачами.

§ 2. Общая теорема

Пусть и0, ии ..., ип — вещественные, измеримые по Борелю
функции, определенные для t?7\ где Т есть подмножество
6-мерного евклидова пространства, и пусть 2 обозначает совокупность
всех конечных регулярных мер, определенных на Т и
удовлетворяющих условиям интегрируемости f | щ (t) | do (t)< оо, ;=0,1,...,я.

т

Следует отметить, что в случае, когда Т есть подмножество
вещественной прямой, функции и0,ии...,ип — общего вида и не должны
образовывать чебышевскую систему.

Пусть для любого заданного с0 = (eg, c°v ..., с°)

V(c°) = lo\ae2, tut(t)do(t) = (*, / = 0, l,...,/zj. B.1)
Задача состоит в определении точной верхней и нижней границ

30* 467



интеграла f Q (t) do (t) при a 6 V (с0), т. е. мы хотим оценить
т

/тах= SUP fQ(t)Ar(t).тах а€К(с») J

B.2)

'-¦=a?juj!Q(t)d,(t)'
Если У (с0) пусто, то условимся считать, что Imax — + °°,

/mm = — оо. Даже если У (с0) не пусто, экстремальные значения
могут все же быть бесконечными. В большинстве примеров мы
исследуем также вопрос о том, могут ли sup и inf в B.2) быть
заменены на max и min соответственно. Это обстоятельство
второстепенно, так как почти во всех приложениях имеет значение
именно неравенство.

Далее мы накладываем существенное минимальное требование
линейной независимости функций щ, иь ..., ип над Т, т. е. если
п

2 сцщ @ = 0 для всех t?T, то аь = О (i = 0, 1,..., п).
i=0

Геометрическая интерпретация этого допущения такова.
Рассмотрим пространство моментов

Мп+{ ={с== (со> • • мО I с% = J щ (t) do (t), i = 0, 1,..., я, о 6 2J.
B.3)

Если функции u0f uiy..., un линейно независимы, то конус Мп+\
имеет размерность п+1, т.е. не существует гиперплоскости,
содержащей Мп+1-

В самом деле, допущение о том, что Мп+\ содержится в
гиперплоскости, влечет существование вещественных констант {а^
которые не все равны нулю и таковы, что

п

2 Wi + Y = ° Для всех с 6 Мп+\- B.4)
/=о

Из того, что Мп+\ — конус, следует, что 7 = 0. Таким образом,
B.4) принимает вид

п

V diiii (t) = 0 для всех t 6 Г

в противоречии с линейной независимостью. Наоборот, если {щ}^
линейно зависимы, мы получаем немедленно, что Мп+\ заключено в
n-мерном подпространстве.

Пространство моментов Мп+и образованное {и(}^ для
произвольных uiy не обладает богатой структурой в противоположность слу-
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чаю, когда и0у ии ..., ип образуют Т-систему. Тем не менее
формулировка и доказательство следующей теоремы основано на
геометрической точке зрения, присущей изучению моментных
пространств, порожденных Г-системами функций {щ}".

Для заданного Q(t), определенного на Т, мы вводим
множество $>+ всех многочленов, которые ограничивают Q (t) сверху, т. е.

^+ = L(t) = 2а«М*)И*)>°(*)' ter
И аналогично

^=("(t) = 2a'ai(t)ia(t)<Q(t)*ieT
Теперь мы можем сформулировать главную теорему настоящего

параграфа.
Теорема 2.1. Пусть с0 есть внутренняя точка Мп+\ и пусть

Q(t) таково, что fP, и ^__ непустые множества.
Тогда

'».« = *! 2 а,*?. B.5)

/min = SUp 2^. B-6)

где нижняя и верхняя грани берутся по всем многочленам
п

и = 2 atuu содержащимся в ^+ и ^— соответственно.
Более того, равенства в B.5) а B.6) достигаются.
Замечание 2.1. Прежде чем приступить к

доказательству, удобно в данном месте обсудить значение теоремы. Метод
вывода чебышевских неравенств, заключенный в этой теореме,
используется давно. Он, вероятно, восходит к Маркову, Чебышеву или,
возможно, Поссе. Основной вклад и акцент теоремы 2 Л заключается
в том, что неравенство, получаемое посредством данного метода,
является точным. Ранее приходилось исследовать точность в
каждом случае отдельно.

Общий принцип теоремы 2.1, по-видимому, был впервые
сформулирован Исии [I960]. Независимо и одновременно, Карлин в
1960 г. (записи лекций в Станфорде) установил тот же самый
результат.

Доказательство, основанное на геометрии пространства
моментов, дается ниже. Специальные случаи теоремы 2.1 можно найти
у Маршалла и Олкина [1960 а], [1960 Ы (см. также ссылки в этих
работах). Обзорная дискуссия по содержанию теоремы 2.1 дана у
Кингмана [1963] и Исии [1960], [1963].
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Один важный вопрос, не укладывающийся в общий контекст,
касается единственности последовательности {at}nissiit на которой
реализуются экстремальные значения в B.5) и B.6). Информация
такого рода полезна для облегчения подсчета /тах и /min.

Доказательство. Мы доказываем только B.5), так как
B.6) либо доказывается подобными рассуждениями, либо
получается из B.5) заменой Q на —Q, щ на — щ и т. д. Сначала отметим,
что /тах конечно, так как tP+ и #>_ не являются пустыми
множествами. Введем пространство моментов

М= l(cQ9 ...,cn+l)\Ci= ^иф, i = 0, 1, ...,л, cn+] = ^Qdo, a€2\,
v T f '

и пусть М обозначает его замыкание. Ясно, что JUL есть
замкнутый выпуклый КОНуС. РаССМОТриМ ТОЧКу Y0 = (Co>CV • • #>С2' 'max)'
которая, очевидно, есть граничная точка JUL*

Построим опорную плоскость к конусу М в точке -у0-
Существуют вещественные константы {&*}о+1» не все Равные нулю и
такие, что

2 Ььсг > 0 B.7)
__ /=о

для всех с?М и

В частности,

2Mi(t) + 6n+iQ(t)>0 B.8)
для всех 16 Т.

Докажем теперь, что ftn+i<0. В самом деле, точка qx = (?{!•...
• • •» сп> ^тах + ^) для всех ^ > ^» очевидно, лежит в
полупространстве, дополнительном к B.7). Следовательно,

/=0

для всех ^>0. Отсюда, очевидно, следует соотношение Ьп+Х < 0.
Если теперь ftn+1 = 0, то получаем противоречие с тем фактом,
что {сЦ, ...»с°} содержится в Int Мп+\. Отсюда следует, что Ьп+{
отрицительно.

Разделив на —Ьп+и мы можем переписать B.8) в виде
п

^ а\щ (t) > Q (t) B.9)
/=r0

для всех tg 7\ где aj = bt/ (— ft ) (*' == 0, 1,..., n) и B.7) прини-
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мает вид

2^? = '™- B-Ю)
/=о

Этим завершается доказательство B.5).
Сформулируем несколько замечаний, формальное доказательство

которых просто.

Замечание 2.2. Если с0 = (eg, ...,<?)€ 0Mn+i, Т есть
подмножество вещественной прямой, a {wjg есть Г-система, то V (с0)
содержит единственную меру а* и, таким образом, /max = /min =
= fQ(t)da*(t).

т

Замечание 2.3. В общем случае мы всегда имеем

inf

5= t

V a?"i (t) — Q (t) =0, где \ а]щ (t) — многочлен, построен-
_ /=0 J i=0

ный в теореме. Более того, если существует экстремальная мера а*
такая, что /max = С Q da*, то спектр а* содержится в множестве

г

SaT, на котором в B.9) достигается равенство, т. е.

jt||;aOUi(t)=Q(t)|. B.11)
В большинстве приложений, особенно когда Т — линейная

область, множество S содержит только конечное число точек и
п + 2 есть обычно подходящая верхняя граница этого числа.
Кроме того, если {щ}? — Г-система, то, считая, что с0 —
внутренняя точка, мы получаем из теоремы 2.1 гл. II, что множество S
содержит как минимум [(п + 1)/2] + 1 точек.

Замечание 2.4. Другой метод, часто используемый для
вывода чебышевских неравенств, может быть описан следующим
образом. Используя идеи замечания 2.3, мы можем иногда описать
спектр экстремального распределения. Тогда для произвольного
распределения на этих точках условия для моментов явно
выписываются. Таким образом получаем уравнения, которые могут быть
иногда легко решены при заданном спектре экстремального
распределения. Отсюда получаем щ из теоремы 2.1, доставляющие
минимум вместе с распределением, на котором достигается равенство.

§ 3. Примеры

В оставшейся части этой главы мы применяем метод теоремы 2.1
для получения ряда классических одномерных неравенств и
нескольких обобщений. Первый пример излагается подробно, для
того чтобы проиллюстрировать ход мыслей и приемы, которые по-

471



могают применять теорему 2.1. Искушенный читатель может
посетовать на чрезмерную подробность изложения и предложить более
краткие доказательства. Тем не менее нам кажется, что тонкие
дополнительные рассуждения полезны, для того чтобы
проиллюстрировать технику общего метода. В дальнейших примерах
большинство стандартных алгебраических преобразований будут опущены;
однако существенные различия в каждом случае будут ясно
указаны.

Пример 3.1. Неравенство Селберга1). Мы
хотим установить точную верхнюю границу вероятности

Pr(^6(-oo,tx-a]U[ti + p,oo)), -а<|3, C.1)

для случайных величин X со средним \х и дисперсией а2 > 0. Мы
установим ниже, что максимум C.1) равен единице, если 0<
< — а < р или — а < р < 0. При — а < 0 < р решение
разделяется на случаи, зависящие от соотношения величин а, р и а2, и
представлено в табл. 1.
ТАБЛИЦА 1

— a<0<P, a0 = min{a,P}

Случай

0)

(И)

(«О

Условие

сф<а2

еф-«о«2а11<2ар

2а2<ар-а02

Максимум C.1)

1

(а-рJ+4о2
(<* + РJ

о2

a2+a2

Спектр экстремального

распределения

[1 — а, ц + Р и

ц + 2~! (Р — а)

\i — а и |и + а—1аа,

если Р > а

|л + Р и Ц — Р"~!о2,

если Р <[ а

Замечание 3.1. Односторонние чебышевские
неравенства. Неравенства

Рг(Х<ц-а)<^^, а>0, C.2)
Рг(Х<(г + Р)>1—^г, р>0, C.3)

возникают, если устремить р ->¦ оо и a -> оо.

1) За всеми историческими дискуссиями и соответствующими ссылками мы
направляем читателя к книге Гудвина [1964] и обзорным статьям Гудвина [1955]
и Севиджа [1961].
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Для доказательства результата Селберга мы можем принять,
сдвигая случайную величину на —|л, что \i = 0, и тогда верхняя
грань берется по всему классу случайных величин со средним О
и дисперсией а2.

Мы сначала покажем, что максимум C.1) есть единица, если
О < —а < р или —а < р < 0. Так как эти условия симметричны,
мы исследуем только первый случай. Чтобы установить, что
максимум равен единице, достаточно указать распределение,
сосредоточенное в двух точках с нулевым средним и дисперсией а2, не
имеющее массы в открытом интервале (—а, Р). Такое распределение
существует при условии, что система уравнений

рх + A-р)у = 0у

рхг + {1_р)у2==0г

имеет решение, удовлетворяющее условиям х < —a, i/>p и
0 < р < 1. Такое решение получаем, полагая для произвольного
у > Р х = —о2/у и р = о2/(о2 + х2).

Остается рассмотреть более интересный случай, когда —а <
< 0 < р. Мы будем касаться только возможности Р > а, так как
соответствующие заключения для р < а вытекают из очевидной
симметрии задачи.

Решение разделяется на три случая:

A) сер < а2,

B) а (Р — а) < 2а2 < 2сф,

C) 2а2<а(р —а).

Когда выполняется неравенство а$ < а2, система уравнений C.4)
допускает решение у 6 [Р, а2/а], х = — а2/у < — а, р = о21(о2 + х2).
Максимум C.1) снова равен единице.

Для случаев B) и C) мы применяем теорему 2.1. Возьмем
щ @ = tl\ i = 0, 1, 2; (eg, c°v с§ = A,0, а2) и применим B.5), где
Q(t) есть характеристическая функция Йя@ множества Е = (—• оо,
— a]U[P>°°). Искомый максимум C.1) есть тогда минимальное
значение

ао2 + с, C.5)

оцениваемое по отношению к множеству Ф+, всех многочленов^
удовлетворяющих условию

Q (t) = at2 + bt + c>QE (t). C.6)

Рис. 13 (см. также рис. 14) иллюстрирует функцию й^ (/) и
типичный многочлен Q (/), удовлетворяющий C.6). Задача теперь
состоит в том, чтобы «понизить» многочлен Q (t) насколько это
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возможно при сохранении условия C.6) до тех пор, пока минимум
оо

j Q (t) dF = аа2 + с, F еКA, 0, о2) C.7)
—оо

не будет достигнут.
Для получения нетривиального минимума (меньшего чем 1)

значение а = О непригодно, поэтому мы можем сосредоточить
внимание на многочленах Q (/) следующего вида:

Q(t) = 6(t-цJ + %>&Е(*), б >0, C.8)

и минимизировать выражение

б (а2 + гJ) + X. C.9)

Если C.8) выполняется, тогда необходимо 6Д>0 и, так как
Pr(X??,)< 1, мы можем принять А,<1 и -—a<rj<p.

_L

*№

-а 'О J3
Рис. 13

Кроме того, чтобы получить нетривиальную границу, которая
строго меньше единицы, мы потребуем, чтобы А, = 0. Чтобы
доказать это утверждение, мы отмечаем, что теорема 2.1 гарантирует
существование значений б0, г\0 и А,0, для которых C.8)
удовлетворяется и

/шах = SUp РГ (X е Е) = б0 (а2 + T)g) + ^, C.10)
X

где супремум берется по случайным величинам с нулевым средним
и дисперсией а2.

Если /max<l, тогда, очевидно, Я0< 1. Предположим, что
0<^0< 1. Так как б0(/ —THJ + X0>Q?@ и Q?(f) = 0 или 1,
то отсюда следует, что

М*-т]0J
1—Я0 >Ое(/). C.11)

Однако если /тах< 1, то б0 (а2 + гф + Я0 < 1 и, следовательно,

—YZTI— = бо (о2 + Г© "J гЬя ^ б° (а + Чо) + V
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Таким образом, если Х0 > 0, то многочлен в C.11)| доставляет C.9)
меньшее значение, чем многочлен б0 (t — ц0J + Х0. Следовательно,
10 = О, как утверждалось.

Уменьшим значение б так, чтобы функция б (t — т]J имела
значение, равное единице, в точке — а или в точке р.

Теперь мы можем ограничить рассмотрение многочленами вида

(Л + а)" ГДе -а<т1<—2—.
C.12)

(т| _ рJ » где 2 ^ Ч ^ Р-

Минимизирующий многочлен, следовательно, примет вид,
показанный на рис. 14, а, б.

Если ф — а)/2 < г] < р, то (а2 + rf)/(r\ — РJ имеет
минимальное значение [(а — РJ + 4о2]/(а + РJ, которое достигается при
Ч = (Р-а)/2.

При — а < т] < (Р — а)/2 функция [а2 + rf]/(r\ + аJ убывает
при — а < т) < с^а"  и возрастает при ц > а2а-1-

Пусть имеет место случай B), т. е. а(Р—а) < 2а2 < 2оф.
Тогда минимум C.5) для обоих типов многочленов,

представленных в C.12), достигается при т) = 2"  (р — а).
Минимум в этом случае равен [(а—РJ + 4а2]/(а + РJ.
Если а2**-1 < 2"  (Р — а), т. е. имеет место случай C), то

минимум C.5) есть а2 (а2 + а2)"  и доставляется многочленом
(t — ц)У(г[ + аJ, где г\ == а2/а.

Мы теперь рассмотрим вопрос о существовании распределений,
достигающих верхней границы C.1). Случаи 0<—а<р, —а<
< Р < 0 и а2 > ар при а, р > 0 уже рассмотрены.

Для оставшихся двух случаев экстремальные распределения суть
следующие. В случае B) мы помещаем массы р0 == № Ф —а) +
+ 2а2]/(р + аJ, <7о = 4(ра-а2)/(р + аJ и l-p0-q0 в точки
— а, (Р — а)/2 и р соответственно. Если имеет место случай C),
то мы помещаем массы pi = а2 (а2 + а2)"  и 1 — pi в точки — а и
о2оГ1 соответственно.

Пример 3.2. Неравенство Гутмана. Задача этого
примера состоит в отыскании максимума

Pr(X6?) = Pr(Xe(-oo,|i —p]U[ji-a,ji + a]U[|A + P,«>)).

0<a<p, C.13)

по отношению к множеству всех случайных величин X на (— оо, оо)
со средним и и абсолютными моментами Е\Х — \if = \ir и Е\ X—
—jli \2г = [ifr (г > 1 фиксировано).

В отличие от примера 3.1, у нас теперь три интервала. Однако
условия для моментов и симметрия множества Е позволяют нам
свести эту задачу к задаче примера 3.1.
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Максимум C.13) равен единице, если ^rg;(ar, рг)> а если
(ir6(ar, рг) и ao= min{(|3r —|ыгJ, (fxr —arJ}, то решение
представлено в табл. 2.

ТАБЛИЦА 2

иг € К, РО. Ч = min {(Рг - ,!,)*, (цг - а'J}

Случай

@

(»)

(Ш)

@

(И)

(Ш)

0)

(И)

(Hi)

Условие

2~'{(РГ - Иг) (ц, - «0 - «20} < (Ц2г - ф < (Рг - ц,) (цг - «0

Ц* - И? < 2-1 {(р' - (V) (цг - ar) - a*}

Максимум C.13)

1

[(У - щ - (ц - °ОР + 4 (Ц2Г - Ц,)
[(Р'-Ц^+^-аО]»

((*2г-^) + «о

Спектр экстремального распределения

И ± о, A ± р и |i ± (?l±lljIA

Мы можем принять без потери общности, что |д, = 0. Кроме того,
рассмотрим симметризованное распределение F (/), определенное
как

G(t)== l[F(/)+l-f(-^0)]/2, *<0,
lG(-0, *>0.

C.14)

Очевидно, что F (/) и G(?) дают одно и то же значение для
Рг (X ? ?) и что F (t) и G (t) имеют одни и те же абсолютные
моменты. Задача сводится к нахождению максимума Рг (Х??П[0>°°))
для неотрицательных случайных величин X, удовлетворяющих
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EXr — \ir и EX2r = [х2г. Наконец, переходя от случайной величины
X к случайной величине Y = Хгу получим, что задача
эквивалентна максимизации

Pr{re[0,ccr]U№r,oo)} C.15)

по всем случайным величинам Y таким, что EY = \хг и ? (у— цгJ =

Принимая во внимание неравенство Селберга, мы видим, что
экстремальное распределение всегда неотрицательно, если [х — ос > О

(а>0), так что решение, представленное в табл. 1, также
максимизирует C.15) при условии, что мы заменим |i, а2, а и р на
Иг, Ц2г — ji^, |jr — аг и Cr — |ir соответственно.

Пример 3.3. Неравенство Глассера. Пусть X —
случайная величина на (— оо, оо) с ЕХ = \х и Е\Х — |i | = 6 > 0.
Неравенство Глессера утверждает, что

Рг(-^б<Х-^<^2б)>тах{0, 1-~/-1 + 1)\. C.16)
Если 2"  (t~l + tj{) < 1, то нижняя граница достигается функцией
распределения, которая сосредоточивает массы Bti)~~[ и B/2)-1 в
точках [I — t{b и [а + /26 соответственно, а оставшуюся часть в
точке \х.

Неравенство C.16) эквивалентно
максимизации

Pr(re(-oo,-^]U[>2, <*>)) (ЗЛ7)

aE(t)

W)

т

Рис. 15.

для случайных величин Y,
удовлетворяющих условиям EY=0 и Е | Y | = 1.

Это есть задача, в которой
ограничения на моменты включают функ- ГГ~
ции 1, t и \t\.

По теореме 2.1 максимум C.17)
равен минимуму а + с> взятому по
всем многочленам Q (t) = a \t | + Ы + с, которые удовлетворяют
условию

Q до = а \t | + bt + с > йя @, C.18)

где Q^ есть характеристическая функция множества ?=(—оо,
-*i]Up2.«>)-

Для того чтобы C.18) выполнялось, мы должны иметь Q @) =с>0.
Кроме того, так как Q(t) линейна при f>0 и /<0 (рис. 15), мы

оо

можем принять, что с< 1; иначе fQdf>l. Теперь для всякого

с?[0, 1] мы можем всегда «понизить» линейные сегменты Q(t)y
выбирая а и Ь такими, что Q (— tt) = Q (/2) = 1. Поэтому многочлены
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Q@, которые следует рассмотреть, имеют вид

Многочлен такого типа изображен на рис. 15. Минимум
выражения

оо

^Q(t)dF{f)=q+c(l-q), ^i-^ + JLj,
—оо

как легко видеть, равен q> если q < 1, и достигается при о = 0.
Когда q > 1, значение с = 1 дает минимальное значение, равное
единице.

§ 4- Чебышевские неравенства для классов
унимодальных распределений

В этом параграфе мы изучаем несколько классов чебышевских
неравенств, в которых функции распределения унимодальны. Под
унимодальной функцией распределения F с модой т мы
подразумеваем распределение вида

( х

_ I —оо

\Fm+ J<P(fl#,
! 00

где функция ф (t) не убывает при / < т и не возрастает при t >m
и Fm — F (т -{-) — F (т —). Вообще говоря, распределение F имеет
функцию плотности ф, у которой есть только один «пик» в точке
/я, и, следовательно, ф(/) убывает при удалении t от т.

Метод изучения задач, включающих унимодальные
распределения, состоит в том, чтобы перейти от распределения F к
вспомогательной функции Н и соответственно использовать унимодальный
характер F. Моментные ограничения на распределение F
эквивалентно выражаются как подходящие моментные условия на //.
Ассоциированная задача в терминах функции Н будет попадать в
сферу действия общего метода теоремы 2.1. Переход совершается
простым использованием подходящей формы интегрирования по
частям.

Пример 4.1. Неравенство Гаусса. В этом
примере мы хотим оценить максимальное значение

Рг{Хб(-оо, A —d] U [|i + d, +оо)}, d>0, D.2)

над классом унимодальных функций распределения с модой и
средним, сосредоточенным в \i, и дисперсией, равной а2.

х<ту

D.1)

х > т,
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ТА БЛИЦА 3

Случай

(!)

(И)

Условие Максимум

d

4 а2

9 d2

Экстремальное распределение

прямоугольное на [ц — ]/3o, \i + ^Зо]

прямоугольное на Гц— — d, jli + —d] с

массой в \х

Решение дано в табл. 3.

Замечание 4.1. Под прямоугольным распределением на
[а, Ь] мы подразумеваем распределение F, плотность которого есть

F@ L~> <е[а.Ц,
1 0, t?[a9b].

Распределение может иметь «прямоугольную часть» на [а, Ь].
В этом случае константа \1{Ь — а) соответственно уменьшается так,
чтобы общая масса оставалась равной единице.

Замечание 4.2. Хотя этот специальный пример может
трактоваться более непосредственно другими средствами (см.,
например, Барлоу и Маршалл [1964], стр. 1236), развиваемый ниже
метод распространяется естественным образом на случай
унимодальности высших порядков даже при наличии некоторых моментных
ограничений (см. § 5). Метод конструктивен и опирается на
подходящую форму интегрирования по частям для того, чтобы свести
задачу к обычной задаче чебышевского неравенства со стандартными
моментными ограничениями. Эта техника является весьма мощной
(см. § 5) и, по-видимому, нова. Мы будем ее использовать при
рассмотрении неравенства Гаусса, усеченного варианта этого
неравенства, неравенства Роудена (пример 4.3) и некоторых обобщений
работы Маллоу [1963].

В случае примеров 4.1 и 4.3 результаты можно эквивалентным
образом интерпретировать как чебышевские неравенства для
положительных случайных величин с убывающими плотностями.

При максимизации D.2) мы можем принять без ограничения
общности, что \i = 0 и F симметрично (ср. метод примера 3.2).
Следовательно, достаточно решить эквивалентную задачу нахождения
максимума

Pr{*6[d,oo)}, D.3)

где максимум берется по классу дг, состоящему из всех
унимодальных распределений, удовлетворяющих условиям

X оо

F@—)=0, F(x)=F0 + ^<?(t)dt, 0<*<оо, Jje»dF(x) = oa
о о

D.4)
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(Ф не убывает). Без потери общности мы принимаем, что ф (t)
непрерывна справа.

Рассмотрим сначала проблему максимизации D.3) над
подклассом ^0с^ функций Fy подчиненных дополнительному ограничению

Для всякого F?g~0 положим dH (t) = —dy(t). Тогда,
интегрируя по частям, получаем

D.5)

оо оо

J<p(f)d* = 1 =^tdH(t),
о о

оо оо

Cf2<p(*)df =о2 = №dH(t)
о о

я

оо оо

l<p(t)dt = ^(t — d)dH(f).
d d

Из теоремы 2.1 следует, что максимум D.3) над классом ^Г0
равен минимуму величины а + ЗЬа2, взятому по отношению ко всем
многочленам Р (/), удовлетворяющим условию

P(t)=at + bt3>ty(t),

1/А ( 0, 0 < ^ < d,
гдеф@ = [t — d,t>d.

Умножая многочлены на положительный масштабный

множитель у ? @, 1], мы отмечаем, что а + ЗЬо2 > у (а + 3fea2), так как
¦обе части положительны. Отсюда следует, что мы можем
сосредоточить внимание на тех многочленах Р(/), которые касаются
ненулевой части ty(t)> т. е. Р(ц) = ц— d для некоторого r)>d. Для
этих многочленов Р' (г\) = 1, и поэтому

аг\ + br\s = r[ — d, а + 36г]2 = 1,
или

. 3d , d

a = 1-W b== "Sp-
Для минимизации функции

«Г(Л) = a + 3&a* = (l —g-) + -^-а» D.6)
мы находим, что ее производная отрицательна при 0 < т) < У^З а и
положительна при т]>)/3а. Так как Р(<)>0 для малых t, мы
должны иметь а > 0 или т] > C/2) d, так что минимум а + 36а2
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достигается при т] = }/За, если 4а2 > d2 и при ц = C/2) d, если
4а2 < 3d2. Эти значения дают решение задачи, рассматр изаемой над
классом gr0.

Для того чтобы расширить значимость вышеупомянутых
результатов на класс распределений, допускающих массу F0 в нуле, мы
видоизменим F так, чтобы масса в нуле стала прямоугольным
куском на [0, 8] с весом F0/e. Затем мы применяем вышеупомянутые
результаты и устремляем е к нулю.

Л гко можно проверить, что границы действительно
достигаются, первая — прямоугольным распределением на [\i—]/3cr, ^+]/За]
и вторая — прямоугольным распределением на [jx — 3/2 d, jA+3/2d]
с массой в [г. Для того чтобы получить эти распределения, заметим,
что если мера dH{t) достигает границы при ограничениях D.5), то
она должна сосредоточивать всю массу в точках 0 и У^а, когда
4а2 > 3d2 и в точках 0 и 3d/2, когда 4а2 < 3d2. Следовательно,
мы заключаем из соотношения dH (t) = — dcp (f)t что функция
распределения F в D.4), которая доставляет максимум, должна быть
такой, что 9@ постоянна на интервале [0, ]/"За], когда 4a2>3d2,
и постоянна на [0, 3d/2], когда 4а2<ЗсР. Вне этих интервалов
9 (О должна равняться нулю. Постоянное значение 9 (О может быть
определено из условия

оо

С /29 (О dt = a2, D.7)
о

оо

а значение F0 — из соотношения F0 + I q(f)dt = 1.
i

Усеченная задача. Усеченный вариант поставленной выше
задачи легко может быть истолкован с использованием
предшествующих результатов. Допустим, мы хотим максимизировать

Pr{Xe(_oo,|x-d]U№ + d> оо)}, d>0 D.8)

для распределений типа D.1), которые усечены в точке Q, т. е.
Ф (М' + Q) = Ф 0х —- Q) = 0. В этой ситуации достаточно
максимизировать

Pr(*?[d, оо)), D.9)

где распределения Fx имеют вид D.4) и удовлетворяют
ограничениям D.5) и дополнительному условию 9(Q) = 0.

Проверим сначала, что если 9@ не возрастает и удовлетворяет
9 Q

соотношениям Г <р (f) d? < 1 и f t2q> (t) dt = a2, то

3a2 <Q2. D.10)

Чтобы установить D.10), мы определяем a = min{/|9 @ < A/Q)}-
31 С. Карлин, В Стадден 481



Если h (t) — произвольная неубывающая функция, то
Q

][Л@-Л(о)][ф@—^]Л<0. D.11)
о

Если дополнительно А(/)>0, то неравенство D.11) сводится к
Q Q

^h(i)<?(t)dt<^±$-dti D.12)

№«>-*]<так как \ Ф@-7Г\dt<0

Неравенство За2 < Q2 получается теперь подстановкой h(t) — t2.
Но D.12) есть специальный случай общего результата (теорема
5.4), обсуждаемого в гл. XI.

Из неравенства За2 <. Q2 следует, что если 3d2 < 4а2, то
остается верным неусеченное решение и максимум D.8) дается случаем
(i) табл. 3. А в случае, когда 3d2 > 4а2, неусеченное решение
останется верным при условии, что 3d/2 < Q.

Остается рассмотреть случай, когда 3d2 > 4а2 и а < Q < 3d/2.
Для применения теоремы 2.1 необходимо рассмотреть все те
многочлены, которые ограничены ty (t) сверху на конечном
интервале [О, Q].

Как и ранее, многочлены P(t)>ty(t) @</<Q), которые
касаются ненулевой части \|)(f) при tt не превосходящем Q,
рассматривается как возможные экстремальные многочлены в усеченной
задаче. Кроме того, многочлены P(t) >ty(t) (О < t <; Q), для
которых Р (Q) = -ф (Q) (они могут пересекаться в этой точке) также
могут доставлять минимум. Допустим, что P(t) удовлетворяет
неравенству Р(/)>ф@ @<^<Q) и aQ + bQ* = Q — d, где а>0.
Тогда

«+3W-(l-|f-)e + 3(l-^$>3(l-^
Значение 3a2Q (Q — d) есть максимум D.8), так как

Итак, единственное изменение в табл. 3 для усеченной задачи
получается, когда 3d2>4а2 и d<Q< 3/2d. В этих условиях
максимум D.8) есть 3a2(l —d/Q)/Q2. Это значение может быть
достигнуто для прямоугольного распределения на [\i — Q, \i + Q] с
некоторой дополнительной массой в ц.

Для полной строгости нам следовало бы сначала рассмотреть
усеченный подкласс у*о> а затем распространить результаты так, как
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мы сделали в неусеченной задаче. Формальное доказательство
предоставляется проделать читателю.

Пример 4.2. Мы хотим определить максимум

Pr{Xe[d, оо)}, d>0, D.13}

по отношению к классу неотрицательных унимодальных
распределений с модой в т > 0 и заданным средним [А > 0. Более точно-
будут рассматриваться распределения вида

F(x) =

х<0,

0< *< /и,

@,

о

х

Fm+ \ Ф (t) dt, х>т

D.14)

где ф не убывает на [0, т] и не возрастает на (m, оо), Fm есть
скачок F в точке т, и F удовлетворяет моментному условию

f х dF (х) = \i.

Решение представлено в табл. 4.
ТАБЛИЦА 4

Случай Условие Максимум Экстремальное распределение

@

(И)

(Hi)

(iv)

d > m и
2ц — m^d + Vd* — md

d > m и
|2ц — m<d + /d2 —md

d < m и 2jx — m < d

d<m и 2ц —m>d

1 — d — m
2((i-m)

2fi — m

(/d + Vd — m J

2ц —d
m

1

Прямоугольное на [/л,

Прямоугольное на [0,т]
и на [m, d+ /d2 — md\

Прямоугольное на [0, d]
[и на [d, т].

Чтобы проверить указанное решение, мы используем
незначительную модификацию метода из примера 4.1. Сначала рассмотрим
распределения F вида D.14), которые не допускают скачков в точке
т. Затем, полагая

dH(t) = — (t — m)<ftp(Q D.15)

и интегрируя по частям, мы получаем
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(отсюда 2|i>m) и

иdt

оо

f TZ^dH(t)9 если d>m,
о

оо оо

f^7d//@ + (^Я(/),если d< т.

Для d>m положим

Ы0= |
О, 0 < t<C d,

t — m* t>d.

Задача состоит теперь в минимизации 6i + b2 B[г — т) по
отношению ко всем многочленам, удовлетворяющим условию 64 + b2t >-
> ^1 @- Ясно, что минимум достигается на прямой линии, которая
касательна к ненулевой части \f>i, т. е. для некоторого т) > d
экстремальная прямая удовлетворяет условиям

11 2 ' ti —m '

2~~ (т) — mJ *

В этом случае

&1 = П* — 2dt] + rai
(t|-m)«

>0,

откуда следует, что т] > d + j/d2 — /nd. Принимая во внимание это
условие, для получения первого из двух вариантов решения мы
минимизируем выражение

&1 + М2Ц — т) = 1
2(d-m)(T|--|A)

(Л-тJ

Отметим, что мы еще должны доказать пригодность указанных
границ для распределений F, допускающих скачок в точке т. Для
определения экстремального распределения мы замечаем, что Н состоит
из скачков в точках, для которых минимизирующий многочлен
удовлетворяет равенству &i + b%t = % (/), а затем используем
D.15).

Для d < m мы определим

Ъ(9 =

m — d

m — t

1,

о < г < d,

t>d,
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и минимизируем bi + b2 Bfi — m) среди многочленов,
удовлетворяющих условию &i +V>*h@- Минимум достигается при bi+b2d=l,
где (т — 6I т < bt < 1, так как функция (т — t)~l (m — d)
выпукла, a b2 B^1 — т) возрастает в точке Ь2. Тогда bi + fc2 Bfi — т) =
= Bц — m)ld — biB\x~m — d), и для того, чтобы вывести второй
вариант решения, мы выбираем 64 « 1, если 2(л — /п>йи^= (т—
— d)/m, если 2|л — т < d.

Чтобы распространить упомянутые результаты на
распределения, допускающие скачок в точке т, мы действуем так же, как в
в примере 4.1.

Неизвестная мода. Используем теперь решение
задачи для известной моды, рассмотренной выше, для максимизации
над более обширным классом всех унимодальных распределений
вида D.14), где мода не задана. С этой целью мы теперь рассматриваем
моду как дополнительную переменную. Для моды, расположенной в
т, мы знаем максимум Рг {X ? [d, оо)}, указанный в табл. 4.
Остается максимизировать эти значения по т. Анализ решений из
табл. 4 показывает, что

1, d<\x,

-J-l, ji<d<yn, D.16) Pr(X6[d, оо))<

I Id* d>-2^
Эти три границы достигаются при условиях d < т < 2fx — d,
т = d и т = 0 соответственно. Обе нетривиальные границы
получены из второй строки табл. 4, где экстремальное распределение
состоит из двух прямоугольных кусков. Таким образом, при т = О
или т = d в моде сосредоточена некоторая масса. При т = d эта
масса есть 2\x/d — 1, а при т = О она равна 1 — \i/d.

Если d = 3|ы/2, то ни одна из масс не равна нулю, так что
максимум достигается при т = О или d, но не достигается ни для какой
моды в промежутке между ними. Таким образом, в нетривиальных
случаях максимизирующее значение т либо единственно, либо есть
одна из двух точек.

Пример 4.3. Неравенство Роудена. В этом
примере мы хотим определить максимум

Pr{Xe(-oof-d)[}[d, оо)} D.17)

над классом унимодальных распределений с модой в нуле, удовлетт
воряющих моментным условиям

оо оо

J \x\dF(x)=vi, Jx2dF(*) = v2 К>0)- D-J8)
—00 — оо

Решение дано ниже.
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ТАБЛИЦА 5»)

Случай 1

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Условие

0<d<vj !

3v2 v* < d < 1^"
3v2 ^w^-^1

*<'

Максимум

2v,

2d

4vx 4d
3v2 9v2

3v2-4v*
| 3tia-8v1r1+ 3v2

Экстремальное распределение

Прямоугольное на [0,2vtJ с
«массой» в оо

Прямоугольное на [0,2d] с массой
в 0 и «массой» в оо

Прямоугольное на [0, 3v2/2vx] о
массой в 0

Прямоугольное на [0,2>r\—2r[2d~l] и
на [Зт]—2rfd 1,г|] с массой в 0

') ^—наибольший корень для 2y\3—W+4v1)v\*-\-8vldi\—3\id=aQ.

Нам представляется удобным описать экстремальные
распределения в табл. 5 с массами, сосредоточенными на неотрицательной
полуоси. Чтобы перевести решение на всю ось, масса на
неотрицательной полуоси распределяется симметричным образом по
отношению к началу координат. Некоторые разъяснения необходимы
по отношению к понятию «массы» на бесконечности. Для каждой
строки в табл. 5 с «массой» на бесконечности можно представить
последовательность функций распределения Gky определенных на
[0, со), удовлетворяющих моментным ограничениям D.18) и таких,
что предел

lim(l-Gk(d-))

равен своему максимальному значению.
Применяя принцип выбора Хелли по отношению к {Gh}> получим

предельное распределение G(x). К сожалению, сходимость вторых
моментов

^t*dGh(t)^t*dG(t) D.19)
о о

может нарушаться, поэтому G не удовлетворяет автоматически
требуемым моментным условиям.

Эту трудность можно обойти следующим образом. Пусть С2 [0,
со) обозначает класс непрерывных функций ср (t), определенных на
[0, оо), таких, что предел

существует и конечен. Распределение G с массой X
рассматривается как линейный функционал L, определенный на Са [0, со)
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посредством выражения

00

ф@

L (Ф) = j Ф (t) dG (t) + X Urn -2j2L . D 20)

Здесь мы предполагаем, что fftfG (/)<«>. Заметим, что если
о

Ф (t) = 1 или ф @ = ^, то L (ф) сводится к обычному нулевому и
первому моментам. «Масса» X на бесконечности компенсирует ту
часть второго момента, которая теряется при предельном переходе
в D.19).

Мы теперь проведем рассуждение для случая (i) с некоторыми
деталями. Прямоугольное распределение G на [0, 2vJ с массой
% = v2 — D/3) v^ на бесконечности удовлетворяет моментным
ограничениям D.18) и максимизирует D.17). Пусть F обозначает
прямоугольную часть G на [0,2vi], a Fh — представляют собой
распределения, состоящие из прямоугольного куска на [0, k] с весом
е = 2\Jk2 и массами 1 — ek в нуле.

Тогда последовательность {Gk} определяется как Gk = akF +
+ (l — ah)Fhy где

b 1 V2

Распределения G^ унимодальны и удовлетворяют соотношениям
D.18). Кроме того, можно показать, что для всякой функции ф?
6С2[0, оо) мы имеем

lim J Ф @ dGft @ = J Ф (*) dF @ + (v2 - j v?) lim-2^)
В этом случае последовательность {Gh} «сходится» к прямоуголь-

4 о

ному распределению G на [0, 2v{] с массой А, = v2 « V| на
бесконечности.

Проверим теперь результаты из табл. 5.
Так как множество (—оо, d\ [] [d, оо) симметрично

относительно моды, мы можем свести, как и в примере 3.2, рассматриваемую
задачу к односторонней задаче максимизации Рг (X 6 №, °о)) над
классом распределений, удовлетворяющих D.18) и имеющих вид

F(x) = \ F0 + ^(t)dt, х>0,о

О, *<0,

где ф не возрастает.
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Мы примем для начала, что F0 = 0; распространение на более
широкий класс осуществляется так же, как и в примере 4.1.

Определив меру dH (t) = —tdy (t) и выполнив интегрирование
по частям, мы приходим к соотношениям

оо оо

1 = J<p(*)df = jd//(f),
о о

ОО 00

о о

оо оо

6 О

оо оо

^(t)dt = \(\-^dH(t).

D.21)

d

Ьсли теперь мы определим

(О, 0 < t < d,

[1-7, <>d,
и соответственно применим теорему 2.1, то задача сведется к задаче
определения минимума

a+2bvi+3cv2, D.22)

где а, Ь и i изменяются произвольно, но так, чтобы выполнялись
условия

P(/)=a + W + rt2>\|)@, /6[0, оо).

Умножая многочлен Р (t) на положительный масштабный
множитель, получим, что необходимо рассмотреть только многочлены
Р (t) такие, что существует некоторое х\ > d, удовлетворяющее
уравнениям

P(t,)ee + 6ri + cti« = l—J. P'(ti)=fe + 2cn = ^-. D.23)
Решая уравнения D.23) для а и & в терминах сил, получим

a = 1—|+СТJ' &=^-2сП- D'24>
В этом случае

а + 2К + 3cv2 = (тр - 4vtT| + 3v2c) + -^- (fl2 - 2dfl + 2v4d). D.25)
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Подобным образом, решая эти уравнения для b и с в терминах а
и j), мы получим

»-*м?-*). -*(¦?-•+•)
и, следовательно,

а + 2bv, + 3cv2 = -± (л2 - 4viTi + 3v2) а +

+ -ф [4vtTia - Cv2 + 6dvt) я + 6v2d]. D.26)
Из неравенства Шварца и выражений для vt и v2 в D.21)

заключаем, что 3vt > 4vlf откуда rj2 — 4v1r] + 3v2 > 0 для всех
вещественных т). Выражение г|2 — 4\{г\ + 3v2 появляется в первом
члене правых частей D.25) и D.26).

Теперь займемся минимизацией D.22) относительно т) для трех
отдельных интервалов ц > 2d, 3d/2 < г) < 2d и d< Л < 3d/2.
Когда условия на v4, v2 и d в отдельных минимизациях
перекрываются, будем сравнивать эти частные минимумы. Если т] > 2d,
то из D.24) следует, что а>0 и &>0 при с = 0.

Следовательно, мы можем выбрать с = 0 в D.25) и
минимизировать выражение

-p{r)z-2di\ + 2vid), r)>2d.
При vA>d минимум равен 1 —d/2vd и достигается при tj=2v1,

а если v4 < d, то минимум равен vJ2d и достигается при т] = 2d.
С помощью аналогичного анализа мы минимизируем D.26) в

области 3d/2 < г) < 2d, замечая, что в этих условиях Ъ > 0 и
с > О при а = О, и, следовательно, мы можем принять а = 0 в
D.26) и минимизировать второй член правой части. В этом случае
мы получаем результаты, представленные в табл. 6.

ТАБЛИЦА 6

Случай

(О

(И)

(ш)

Условие

4V, <d< v2

^<d

Минимум

2d

4v] 8v\d
3v, ~" 9v* ,

9d2

Достигается для

4 2va
3

Сравнивая минимум, полученный при rj > 2d и 3d/2 < tj < 2d,
видим, что первые три варианта решения в табл. 5 подтверждены.
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Однако остается еще минимизировать D.22) в области d<T]<3/2d.
В этом случае а + Ы + ct2^>ty (t) тогда и только тогда, когда
с > dy[4if (т) — d)] = с*. (Результативный многочлен а*+ b*t +c*t2
обращается в нуль при / = Зг) — 2г\2сГ{.) Так как D.25) убывает
по с, мы полагаем с = с*. При таком выборе с имеем

а + 2bv + 3cv = 4Л* - 12*)' + (8v^ + М») Л2 - 12у^2Л + 3v2rf2
12 4т)8 (т] —- d)

Числитель производной от правой части по ц равен

4rJd Dг| — 3d) [2rf — Cd + 4 vO т]2 + 8vtdr\ — 3v2d}\

это выражение имеет четыре положительных нуля и отрицательно
между двумя наибольшими корнями. Исследуя производные
числителя, мы находим, что наибольший корень не превосходит 3d/2
тогда и только тогда, когда d > v2/vi. Таким образом, мы
устанавливаем, что первые три пункта действительно доставляют решение
при d < v2/vi и решение в последнем случае, когда d > v2hi такое,
как указано.

§ 5. Унимодальность высшего порядка

Исследования этого параграфа, касающиеся чебышевских
неравенств для обобщенных унимодальных распределений, были начаты
Гауссом. Наше изложение совершенствует и обобщает недавнюю
работу Маллоу [1963] (см. также Маллоу [1956] и сопровождующую
дискуссию).

Пример 5.1. Функции распределения s-го порядка гладкости
с границами А,0, Хи ..., %8.

Определение 5.1. Пусть Х0,Хи ... Д8 — непрерывные
положительные функции на открытом конечном или бесконечном
интервале (а, Ь). Говорят, что функция распределения F обладает
гладкостью s-го порядка с границами А,0, Хи..., Xs, если;

A) (s + 1)-я производная от F всюду существует,
B) для некоторых хь x2f..., xsi удовлетворяющих

неравенствам а == х0 < xi < ... < х$ < xs+i = b, имеем 0 <: (— 1)г Fis+l) (*)•<
< Хг (х), хг<х<? хг+и г = 0, 1,..., s.

Полезно исследовать смысл этого определения при специальном
выборе 5. Распределение нулевого порядка гладкости имеет
функцию плотности F\ которая ограничена %0 на (а, Ь). Определение
гладкости порядка s = 1 означает, что плотность имеет
производную, которая неотрицательна и ограничена Х0 на некотором
интервале (a, Xi\ и неположительна и ограничена снизу функцией — Х{
на [xit Ь). Это означает, в частности, что F унимодальна с модой в
Xi. Отметим, что случай s = 1 не включает все унимодальные
функции распределения, как мы их определили в §4. Однако
произвольное унимодальное распределение может быть получено как предел
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распределений первого порядка гладкости, если устремить К0 (*) и
к{ (х) к бесконечности и допустить массы, сосредоточенные в Х\.
Для случая гладкой функции распределения F второго порядка
плотность F' имеет две точки перегиба, х{ и х2 и третья производная
Я3> имеет чередующиеся знаки на трех интервалах (я, Xt), (xi$ *г) и
(*2» Ь) и ограничена на этих интервалах h0> —&i и Х2 соответственно.

Для последовательности чисел (х0, \it,..., \хп мы хотим
определить точные границы на F(t), где F принадлежит классу gr
функций распределения, которые обладают гладкостью s-ro порядка с
заданными границами Я0, ki9... Д8 и удовлетворяют моментным
условиям

J<*dF@ = |ik, 6 = 0,1, ...,л. E.1)
а

Узловые точки хи *ь ...» *s выбраны заранее. Далее будем
предполагать, что класс gT не является пустым.

Чтобы решить эту задачу, мы действуем следующим образом.
Интегрирование E.1) по частям дает соотношения

J<*F(I+1)(<)?tf = (— 1)S (k 1 S)\ ^-s' k = s,s+l,...,s + n,
О, ft = 0, l,...,s—1,

E.2)

Z7 (<o) = \ dF (t) = J=iL j (* - >0)s f(s+l) (О Я.
a a

Теперь можно применить теорему 8.1 гл. VIII. В самом деле,
если мы положим

dv (х) = 1^ ^ ^' *2r < * < *2г+1,
1 0, *2r-fl < X < *2г+2, Г = 0, 1,...,

^ /и ._ { О» *2Г < л; < *2г+ь
1— ^2r+l (л:) dx, x2r+i < * < х2г+2, г = 0, 1,...,

то dv и dX суть конечные (обобщенны ) меры на (а, Ь).
Рассмотрим пространство моментов

2 К А.) =
n+s+1

= |с = (с0, ci9...9 сп+5) I ck = J <*dar @, й = 0, 1,..., n + s ,
где a подчинено ограничениям

dk < da < dv. E.3)
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Отметим, что этот класс мер da включает класс gr. Определим
точку с0 = (eg, (fiv ..., с0+п) как

О, k = 0,1, . ..,s — 1,
с0 — i

\\k — s)\ Р*—9 k = s,s+\,...,s + n.
Если точка с0 есть граничная точка V (v, А,), то $ состоит из

п+Н-1

одного элемента, и задача тривиальна. Если точка с0 содержится
во внутренности ^? (v, А,), мы определяем

Qe@=(-l)s JLzihL + ef+*+\ а<*<6, е>0,

при этом функции 1, /, t\ ..., ^+s, Q8 (/) удовлетворяют условиям
теоремы 8.1 гл. VIII.

Теперь мы заключаем, что для произвольной меры da,
представляющей с0, справедливо

JQe(t)dot. @ < J G* (t)do(t) < j ae(t) d5t0(t). E.4)
a a a

Меры do_t0 и dato суть канонические меры, представляющие с0,
которые равны dv и dX на чередующихся интервалах. Индекс числа
этих интервалов есть 2~l(n + s+ 1) или 2~~l(n + s+2) и dot0(doto)
начинает (кончает) интервал равенства с dv в точке t0.

Отметим, что члены в E.4) не зависят от е. Фактически
функция Q8 может быть заменена любой функцией, удовлетворяющей
условиям теоремы 8.1 гл. VIII, и E.4) будет выполняться.

Устремляя е к нулю, из E.4) получаем, что
и '. _

ftdot9<F(t0)^ JQda,0,

где Q(/)= (-1)S[;-'°>S , a<t<t0.
Обозначим

a a

тогда Ft. (t0) < F (t0) < Fu (/<>), F 6 fir.
Отметим, что функции Fto и Fio принадлежат классу gr. Этот

факт может быть легко установлен исследованием вида dot и dot.
Проведенное рассуждение доказывает следующую теорему.
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Теорема 5.1. Пусть s и п — неотрицательные целые числа,
а хь х2>..., х8 удовлетворяют условию —oo<a=^0<jc1<...
... < х8 < x8+i = Ь < оо. Пусть & есть класс функций
распределения F на (a, 6), которые обладают гладкостью s-го порядка о
границами %0f Xit... Д3 и узловыми точками изменения хи х2, ...
..., xs и таковы, что

ь

\tkdF(t) = \iky ?=0,1,...,".
а

Тогда для любой функции F?& имеем

FtAto)<F(tQ)<Fto(t0),

где FjQ и Fto определены в E.5).
Пример 5.2. Колоколооб разные распределения.
Определение 5.2. Говорят, что функция распределения F

является колоколооб разной s-го порядка с узловыми точками хи
х2,..., хл% если:

A) Fis) (х) существует и непрерывна для всех точек, за
исключением конечного числа, и производные s-ro порядка слева и

справа F{H (х) и F+ (х) всюду существуют и являклся соответственно
непрерывными слева и справа;

B) F{s) (х) непрерывна в точках хи х2>..., х$ и (— l)r F- (х) и
(— \)rF+(x) не убывают на множестве дс, < *< Av+b r=0,l,...,s,
где х0 = — оо и xs+\ = + оо.

Мы обозначим этот класс через #.
Из сравнения определений 5.2 и 5.1 очевидно, что всякая

функция распределения Т7, которая обладает гладкостью s-ro порядка,
является колоколообразной, но не наоборот.

В этом примере мы хотим максимизировать

1— F(d)= Jdf (t) E.6)
d

над классом функций распределения F ? #, удовлетворяющих мо-
ментным условиям

00

J **dF@ = Иь fe-0,1,....п. E.7)
—оо

Этот подчиненный ограничениям класс обозначим # (\iQ>..., \in).
Для любой функции F?&(\iQ,..., \in) мера

dH(t) = (- \)s(t -Xi). ..(t-xJdF^ @
определена и неотрицательна.
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Мы будем предполагать, что # (|i0,..., цп) содержит по
крайней мере одно распределение F+ такое, что точка с координатами

ck

оо

= f t*dtf@, k-0,1,...,п, E.8)

содержится во внутренности пространства моментов Мп+и
образованного системой {ttYu на (— оо, оо). Значения ch, k = 0,1,..., я,
определены и конечны, так как

си = (-l)s J t{t-xd...(t-xJdF<'>(f)
00

I tmdFis)(t) =
о, m = 0, l,...,s — 1,

К—l)sw! , t .
Il(^)r^s, m —s,s+ 1 s+/i.

В частности, cQ = si |i0.
Для применения теоремы 2.1 необходимо, чтобы E.6) имело вид

оо оо

jdF(*)= J Q(t)dH(t) E.9)

при подходящем выборе Q(/).
При d>xs мы можем проинтегрировать E.6) по частям и

получить

К°Ь(,-У)'('-'.>''Я(')-
а при d < д^ мы можем написать

|„ = 1-|^о=|^-|„(,Д-^_,,Ия((,
<* —°° —00 —оо

Следовательно, для d>*4 мы можем определить Q в E.9) как
О, t<d,

(t-d)° ^ л E-10)

а для d< ^

Q@-

*!(/-*,)...«-*,) •

(*1Ио)".

. (t-dY

*>d,

/<d.
E.11)
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В общем случае, когда xfe<d<x*+1 для некоторого & = 1,...
. •., s — 1, мы покажем, что существуют многочлены Р и Q
такие, что

d d —во

С этой целью положим

R(t)=P(t)(t-xh+l)...(t-xt),

S(t)=Q(t)(t-Xi)...(t-xk).
E.12)

Определим R как многочлен степени s с главным
коэффициентом (—1)VSI и S как многочлен степени s—1. Отметим, что

S(xt) = 0, /=!,...,&,

#(j^)=0, i = k+ 1,

Дополнительно потребуем, чтобы

S{i) (d) = RU) (d), / = 0,1,.
Если положить

R(t) .(^Lf + as-]f-l +

,,s.

,s— 1.

+ a0>

E.13)

E.14)

то уравнения E.13) и E.14) относительно неизвестных z=(as-i,...
..., а0, frs-b • • • > fy>) имеют единственное решение. Мы запишем
эти уравнения кратко в матричных обозначениях как

Az = с,

где z и с — векторы с 2s компонентами, а А —квадратная 2s х 2s-
матрица. Легко видеть, что вектор с не является нулевым ни при
каком выборе d и чю определитель А может быть представлен
как пропорциональный к

-2

vS—1 *8—2
9 2

хГ1 х*Г2

заменой в А /-го столбца (/ = 1,2,
столбец.

1

., s) на /-й плюс (/ + s)-fi
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Определим теперь многочлены Р и Q посредством E.12) и
запишем E.6) в виде

где

Q(*) =

JdF = J Q(t)dH(f)9
d —oo

Мы можем получить теперь точные границы для интеграла
E.15)

JdF@, E.15)

применяя конструктивный метод теоремы 2.1. Проделанная
процедура, которая позволяет записать интеграл E.15) как интеграл
по (— оо, оо) в терминах некоторой функции Q (t)f дает в наше
распоряжение средства вычисления границ для интегралов по более
общим множителям, например

ф оо ' оо

Jdf (<)= J Q,(*)dt— J Q*(t)dt,
a —oo —oo

JdF(<) = J Qi(t)dt,
a —oo

JdF(*) = J Q,(*)df.
p —oo

где



Глава XIII

МНОГОМЕРНЫЕ ЧЕБЫШЕВСКИЕ НЕРАВЕНСТВА

§ 1. Введение

Главный принцип, который лежит в основе вывода многомерных
неравенств, есть по-прежнему метод теоремы 2.1 гл. XII. При
получении конкретных результатов технические детали более
громоздки, как это обычно бывает при переходе к случаю нескольких
переменных.

На протяжении этой главы х будет обозначать n-мерный вектор.
Рассмотрим пространство моментов, образованное функциями

и0(х)=1, а*(х)=л:„ 1=1, ...,/г,

ии (х) = xxxh \ Ki<] <п.

В этой ситуации пространство моментов имеет размерность
(п + 1) (п + 2)/2, а Т отождеавляется с Rn.

Рассмотрим множество V(c) распределений или мер, которое
связано с моментной точкой

С = (С0> CU • * •> Спу ПИу Я12» • • •> Япп)> A*2)

и положим, что с0 = 1, ct -а 0 (*=1, . . ., /г), а матрица П = \\пи \\
положительно определена. Это значит, что мы ограничиваем
внимание множеством всех распределений а, для которых

J^djfx) = ?(*,) = О,

lxtX) do (х) = Е {XtXj) = nijy U / = 1, . . ., п.

Мы утверждаем, что A.2) определяет внутреннюю точку
пространства моментов. Допустим, напротив, что это не так. Тогда
можно найти нетривиальный многочлен (т. е. «многочлен» по
отношению к функциям A.1)), удовлетворяющий соотношениям

п п

ао + 2ал + 2auXiXj > ° A-3)
/-1 /,/-1
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для всех xif . . ., хп и

п

/./=1

Но из A.3) следует, что а0>0 (подставьте хх = 0, /=1,...,п)
и что А = || atj || положительно пол у определена. Более того, так
как П = ||я^|| положительно определена, а А пол у определена, то
tr{An}>-0 и равенство достигается, только если А=0 (через tr А
обозначается, как обычно, след матрицы А).

Принимая во внимание эти факты и A.4;, мы заключаем, что
а0 = 0 и А = 0. Но в этом случае неравенство A.3) возможно,
только если at = 0, i = 1, . . ., п. Из этого противоречия следует,
что A.2) образует, как утверждалось, внутреннюю точку
пространства моментов.

Пусть Q (х) обозначает произвольную неотрицательную
симметричную функцию (т. е. Q (х) = Q (—х)), которая ограничена в ком-

п

пактной области, и пусть Q (х)/(Ах, х) ->0 при | х |2 = V х2. -> сх>

для любого А>0 (т. е. А положительно определенаI). Наша
настоящая цель состоит в определении точных границ для j Q(x)da(x)
при a?V(c). Исследование, как и ранее, основывается на общем
методе теоремы 2.1 гл. XII.

Рассмотрим произвольный многочлен, удовлетворяющий условию
п п

я0 + 2ал + 2 a*>**xi > Q (х)> <х 6 Rn)- A -5)
/=1 /,/=1

Также имеем

а0 - J ai*i + 2 ai}Xij > Q (х) (х е RH) A '6)

вследствие симметрии Q(x). Складывая A.5) и A.6), получим

«о + 2 fl"*'*>> Q (х) (х е Rn)- A J)
Более того, математические ожидания величин, стоящих слева в
A.5) — A.7) по a ? V (с0), совпадают.

Это означает, что без потери общности мы можем ограничить
класс многочленов многочленами вида A.7). Ясно, что из A.7)
следует, что а0 > 0 (достаточно положить лг^ = 0) и что А=||а^||
положительно полуопределена. Более того, теорема 2.1 гл. XII

*) (х, у) = ЛЛ#/ обозначает обычное скалярное произведение векторов х и у.
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утверждает, что

inf[a0 + tr{An}]= sup fQ(x)da(x) = /max, A.8)

где нижняя грань берется по множеству всех многочленов,
удовлетворяющих A.7).

В особом случае, когда Q(x) есть характеристическая функция
симметричного множества Г, возможно следующее упрощение.
В этом случае, если значение A.8) строго меньше единицы, мы
можем взят а0 равным нулю. В самом деле, допустим /тах< 1,
и пусть а0 и А0 таковы, что Imax=a0 + tr А0П. Ясно, что 0<а0<1.
Следовательно, так как (А0х, х) + а0 > Q (х) и Q (х) = 0 или 1, мы
заключаем, что

Кроме того, если /тах = a0 + tr А0П < 1, мы можем заключить, что

-^<«o + trA0II
и неравенство будет строгим, если а ФО. Таким образом, а0
может быть выбрано равным нулю, как утверждалось.

Определим
Jl = {A\(Ax,x)>Q(x), x?#\ А>0} A.9)

и суммируем полученные результаты в следующей теореме.
Теорема 1.1. A) Пусть Q(х) — характеристическая

функция симметричного множества Г, и пусть с задано
соотношением A.2). Тогда

sup fQ(x)da(x)f?mintr{An}. A.10)
a€V(c) J

где минимум берется по всем A?Jt. Равенство в A.10) возникает
всякий раз, когда правая часть не превосходит единицы.

B) Если Q(x) есть произвольная неотрицательная
симметрическая функция, для которой Q (х)/| х |2 -*• 0 (| х | ->• оо) и Q (х)
ограничена на компактной области, то

sup f Q (х) do (х) = min [а + tr АП],
a€V(c) J ^>

где & состоит из многочленов, для которых

а + (Ах, х) > Q (х)

для всех х = (хи ..., хп).
Эта теорема была независимо и одновременно открыта Олкином

и Праттом [19581 и Уиттлом [1958 Ы. Частные случаи были ранее
изучены Берге [1937] и Л алом [1955]. Наш анализ базируется
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на геометрии пространств моментов, исследуемой общим методом
теоремы 1.2 гл. XII.

Замечание 1.1. На протяжении этой главы мы изучаем че-
бышевские неравенства при условии, что все моменты A.2) заданы.
Есть исследования для случая, когда задана только часть
моментов; см., например, работу Маршалла [1960]. Конечно, многочлены
в этом случае понимаются как линейные комбинации только тех
функций, моменты которых заданы. В этой связи предположим,
что мы не задаем полного множества с = (cQy си ..., сПУ яи, я12,...
..., япп), как в A.2) с ct = 0, i = 1,..., я, а задаем только
с* = fco» ян> я12» ••• 9 ппп)у т- е- моменты второго порядка.
Пространство моментов, которое теперь рассматривается, образовано
функциями и0 (х) = 1, Utj (х) = xtXj, 1 < I < / < п. Тогда из теоремы
1.2 гл. XII непосредственно следует, что теорема 1.1 настоящего
параграфа выполняется, причем условие симметрии, накладываемое
на Q(x), м^жет быть опущено, а У (с) заменяется на V(c*).
Теорема 1.1 утверждает, что при условии симметрии границы в A.10)
и A.11) являются точными, даже если верхняя грань берется по
меньшему классу мер V(c).

Подобные замечания можно сделать также для некоторых
дальнейших теорем этой главы.

§ 2. Крайние точки множества Jt

Мы изучаем далее природу множества А всех матриц А, для
которых

(Ax,x)>Q(x), B Л)

где Q (х) есть характеристическая функция симметричного
множества Г, дополнение которого есть выпуклое открытое ограниченное
тело.

Непосредственно ясно, что А>0 и, следовательно, В^А'^О.
Охарактеризуем множество всех крайних точек для

$ = {В-А-1|А6^}. B.2)

Так как Л =¦ Гс (через Г* обозначено дополнение Г) есть
симметричное открытое ограниченное выпуклое тело, то мы можем
считать, что Л (через Л обозначено замыкание Л) — единичная
сфера. Пусть Л* обозначает сопряженную единичную сферу, т. е.
положим Л* = {у| | (у, х)| < 1 для всех х?Л}. Ясно, что Л* есть
также симметричное выпуклое ограниченное тело в Rn. Точка у
лежит на границе Л* тогда и только тогда, когда (у, хJ < 1 для
всех х?Л и равенство достигается для некоторого хбЛ.

Следующая лемма дает простой критерий определения
принадлежности В к множеству 35.
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Лемма 2.1. Положительно определенная матрица В
принадлежит множеству ИВ тогда и только тогда, когда

(By, у) < 1 B.3)
для всех у ? ?)А*.

Доказательство. Предположим сначала, что B.3)
выполняется. Равенство

SUP тй = <А-1У' у) = <ву- у) <2-4)
верно для любого у. Выберем х произвольно на границе Л и
определим ух6$Л*, удовлетворяющее (ух, хJ=» 1. Сравнивая B.3)
и B.4), мы заключаем, что (Ах,х) > 1, и, следовательно, \?А
или, эквивалентно, В ?$.

Наоборот, если А?Д то (Ах, х)> 1 для любого х?$Л.
Известно также, что для всякого у6$Л*, (х, уJ < 1 для всех х?А.
Следовательно, для х ? 0А

(х,уJ ^i
(Ах, у) -

и, используя свойство однородности, мы выводим B.3) из B.4).
Простым следствием характеризации B.3) множества $ является
Следствие 2.1. Множество 33 выпукло и ограничено.
Мы теперь сделаем отступление, касающееся некоторой задачи

максимизации, решение которой потребуется в дальнейшем.
Пусть Р и Q — матрицы, причем Р положительно определена,

a Q—симметрическая. Рассмотрим задачу максимизации (Qx, х) при
условии, что (Рх, х) = 1. Ее решение хорошо известно. А именно,
max (Qx, х) = X, где X есть максимальное собственное число Q
относительно Р. Более того, максимум достигается на любом
векторе х0, который является собственным вектором Q относительно
Р, соответствующим собственному числу X, т. е. Qx0 = ХРх0.

Мы применим этот результат к специальному случаю, когда
Q — матрица ортогонального проектирования (ее ранг равен
единице):

Qx = (х, у0) у0, B.5)

где (у0, у0) = 1. Тогда (Qx, х) = (х, у0J.
В этом специальном случае решение задачи на максимум,

поставленной выше, следующее. Используя тот факт, что Q—матрица
единичного ранга, мы получаем, что Рх0 = [ху0 или х0 = fxP~,y0.
Накладывая условие нормировки (Рх0, х0) «= 1, находим

х0 - Р~*у° , B.6)
^(Р-'уо.Уо)

так что х0 определено единственным образом.

Теперь мы подготовлены к описанию крайних точек множества Л.
501



Теорема 2.1. Если Л* имеет конечное число крайних точек,
т. е. является многогранником, то матрица А^А есть крайняя
точка множества Jk в том и только в том случае, когда
существует п линейно независимых векторов уь у2, ..., уп,
принадлежащих Л*, таких, что В = А-1 6 53 удовлетворяет

(Ву*,у,) = 1, <=1,...,/г, B.7)

или, эквивалентным образом, существует п линейно независимых
векторов хъ ...,хп, принадлежащих Л, таких, что

(Ахьх,) = 1, * = 1.2 л. B.8)
Замечание 2.1. Легко видеть, что если у принадлежит Л*

и удовлетворяет условию (By, у) = 1, то у является крайней
точкой Л, так как (By, у) строго выпукло по у.

Замечание 2.2. Отправным пунктом для этой теоремы
послужила работа Олкина и Пратта [1958], которые исследовали
специальный случай, когда Л является единичным кубом с центром
в начале координат. Нетрудно показать на примере, что если Л*
не является многогранником, то часть утверждения теоремы,
касающаяся необходимости, неверна. В этом случае приобретает
значение степень касания элипсоида, вписанного в Л, с поверхностью
Л. В самом деле, рассмотрим в двумерном случае квадратичную
форму, определенную уравнением окружности х2 + у2 = 1, т. е.

/1 0\
А = I п . I. Пусть Л — симметричная выпуклая область,
определенная для достаточно малых положительных б и е следующими
уравнениями:

¦ i = {?(*)> \*\< 1-е,
m \/(|л:|), 1-е<|*|<*0,

1Д? g (х) = V\ ~ х2 + б*4 и /(*) есть отрезок прямой линии,
проходящей через точку A —е, g (I —е)) и имеющей наклон g' A—е),
а х0 определяется уравнением / (х0) == 0. Тогда А — крайняя точка,
хотя соответствующий эллипсоид касается Л только один раз.

Доказательство. Достаточность. Пусть у4, у2, ... , уп
принадлежат Л*, линейно независимы и удовлетворяют B.7), где
В ? 33- Предположим, в противоречии с утверждением теоремы, что
А не есть крайняя точка. Тогда мы можем найти представление

А=А+Л^ АгМ (/=1,2), А^А2. B.9)

Для произвольного х выполняется

(х,У/ 1 J(x,y,)' (х,у,)'|ТАх^Г^ 2l(A1x,x) + (A2x,x)j У-1»-»"*» VAV>
причем равенство возни ает только в случае

(Ах, х) = (A4xf х) = (А2х, х).
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Беря верхнюю грань по у, получим

1 = (Ву„ у,) < 4 «Bib Л) + (в^> *)>• <2Л *>
По лемме 2.1 каждое слагаемое в B.11) не превосходит единицы,

и, следовательно, всюду имеет место равенство.
Более того, принимая во внимание B.5) и B.6), мы заключаем

что верхние грани

su (х' у''J su (х>у''J su (х,у^J
ХФО (Ах, х) ' x=Jb0 (^1Х> Х) ' х*0 (^2Х> х)

достигаются на одном и том же векторе. Так как (у^, Ву^) =
= (УлВ1У;) = (Ул B2Yj) = 1. то из B.11) получаем, что Ву; =
= Ъ{у] = В2у7, / = 1,..., п. Из линейной независимости векторов
уи ...,уп следует В4 = В2, и, следовательно, А! = А2. Полученное
противоречие доказывает требуемый результат.

Необходимость. Допустим, что множество Е всех
векторов у 6 Л*, удовлетворяющих условию (By, у) = 1, образует
пространство размерности меньше чем п. Как было замечено ранее,

Е содержит только крайние точки Л*. Определим Е как любое
(п— 1)-мерное пространство, содержащее ?. Пусть z — вектор, ор-

тогональный к ?. Определим проекцию отображения Р на
направление z.

А именно, для любого вектора а> имеем единственное разложе-

ние со = аг + и, где и ? Е. Положим Рсо = az. Сформируем

В = В + *]Р> гДе Л — положительное и достаточно малое — будет
определено подходящим образом далее. Рассмотрим произвольную

крайнюю точку у 6 Л*, у#?. Для у имеет место разложение
у = аг + и. Отсюда следует, что (By, у) = (By, у) + ца2 (Pz, z).

Так как (By, у)< 1, мы можем определить т) положительным
и достаточно малым, так что выполняется

(Ву,у)<1. B.12)

Множество всех крайних точек у в А* ()Ег, по предположению,
конечно. Отсюда следует, что г\ > О может быть выбрано так, что
B.12; выполняется для всех крайних точек у?А*[}Ес. По построе-

нию (By, у) = (By, у) = 1 для у 6 Е. Далее Л* порождается
выпуклыми комбинациями своих крайних точек, и, следовательно, B.12)
выполняется' для всех у 6 А*.

Очевидно,

B = B + i]P>B, B.13)
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откуда

А = В~1< А-В . B.14)
Далее

A = 1+BA-AL> BЛ5)

С помощью B.13) и B.14) легко проверить, что А и 2А —А
различны и принадлежат Jk. Соотношение B.15) представляет А как
выпуклую комбинацию двух различных элементов Jk, и значит, А
не есть крайняя точка. Доказательство необходимости закончено.

Замечание 2.3. Мы можем следующим образом
сформулировать утверждение теоремы 2.1 в геометрических терминах.
Условие (Ах, х)>й (х) эквивалентно утверждению о том, что
эллипсоид (Ах, х) = 1 вписывается в выпуклое тело Л. Теорема 2.1
утверждает, что А является крайней точкой тогда и только тогда,
когда ассоциированный эллипсоид касается Л вдоль по крайней мере
п независимых направлений. Здесь мы снова обращаем внимание
читателя на замечание 2.2, подчеркивающее то обстоятельство, что
обратное утверждение для произвольных выпуклых тел неверно.

§ 3. Чебышевские неравенства для Pr (max | Xt | > 1)

Следующие два параграфа посвящены нескольким важным
примерам многомерных неравенств, относящихся к специальному
выбору Q (л:). Мы продолжим наше обсуждение для случая Q (х)
общего вида в §5.

В данном параграфе мы применяем предшествующие результаты
к определению верхней границы для

Pri max \Yi\/ki(ji> 1), C.1)
Kt<n

где Y = (Yu Y2,... , Yn) есть случайный вектор со средним 0 и
неособенной ковариационной матрицей S = ||a^||, а o2i=oii.
Формулировка задачи упрощается, если сделать замену Xt = Yilk&i.
Случайный вектор Х=(Хи ..., Хп) имеет среднее нуль и ковариационную
матрицу П = K^RK , где R = ||p^|| — корреляционная матрица Y,
ntj ^Oij/fiiOjkikj) = Pi]/(kikj), а К — диагональная матрица с
элементами ku...9kn. После этой замены переменных C.1) принимает
вид

Рг ( max | Yt |/Л,<х, > 1) = Рг ( max | Xt | > 1). C.2)

В данном случае множество Л (см. §2) имеет вид

Л = {х| max |*,|< 1}. C.3)

При таком определении Л легко проверить, что Л*={у|2|^|< 1}.
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Крайние точки Л*, очевидно, есть вектора @,... ,0,1,0,... ,0) с
одной единичной компонентной и остальными нулевыми. Применение
теоремы 2.1 дает следующий результат.

Теорема 3.1. (Олкин и Пратт [19581 и Уиттл [1958b].)
Если А задано посредством C.3), то А?А (см. A.9)) является
крайней точкой тогда и только тогда, когда матрица В = А" 
положительно определена и Ьн = 1 (/ = 1, 2,..., /г).

Подкласс $ (см. B.2)), удовлетворяющий условиям теоремы ,3,1,
обозначим через ИВ0-!В0у очевидно, является выпуклым,
ограниченным и имеет внутренность. По теореме 1.1 мы имеем

Рг ( max | Xt | > 1) < min tr АП,

где минимум берется по множеству Jt, образованному матрицами At
удовлетворяющими условию

(Ах, х) > Q (х), C.4)

где Q (х) — есть характеристическая функция множества А\ а Л
определено в C.3). Из неравенства C.4), очевидно, следует, что
матрица А положительно определена.

Так как tr АП является линейной по А, то ее минимум над
множеством А достигается на крайней точке. Множество крайних
точек полностью охарактеризовано в теореме 3.1. Минимизирующая
матрица А или В = А"  получает более точное выражение, когда
А определяется соотношением C.3). Мы приступаем к задаче
получения этой дополнительной структуры. Для этой цели нам
потребуется две следующие леммы.

Лемма 3.1. Функция trB-1II строго выпукла по В 6$ и
имеет единственный минимум, расположенный во внутренней
точке В0 6 $0.

Замечание 3.1. Трудно приписать лемму 3.1
какому-нибудь единственному автору. Утверждение о выпуклости возникает
во многих контекстах математической статистики и
программирования и составило за некоторое время часть фольклора теории
матриц.

Доказательство. Доказательство выпуклости может быть
основано на известном факте, что В"  как функция матрицы
выпукла, когда В пробегает множество положительно определенных
матриц в том смысле, что Щ  + A — Я) BJl^(XB{ + A — X) В2)" 
при 0<?i<l и равенство достигается тогда и только тогда, ког«
да Bt = В2.Умножение слева и справа на П1/2 ничего не изменяет.
Вычислив след от обеих частей, получим, что функция tr B^II
строго выпукла, а матрица В0, на которой достигается минимум,
единственна.

505



То обстоятельство, что минимум tr В !П расположен во
внутренней точке $, вытекает из соотношения

trB"-1n> vtrB" , C.5)
где v — наименьшее собственное число П.

Действительно, из C.5) следует, что trB~II->oo, если В
приближается к границе $0 и становится особенной.

Следующая лемма также потребуется нам далее и вместе с тем
имеет некоторый самостоятельный интерес. Она обобщает результат
Олкина и Пратта (см. следствие 3.2 ниже).

Лемма 3.2. Пусть Уь ..., уте (п < т < п (п + 1)/2) —векторы,
среди которых есть по крайней мере п независимых, и пусть

$0 = {В|В>0, (Ву,,у?) = 1, /=1 т}. C.6)

Допустим, что $0 не пусто (это заведомо так в случае т = п).
Если

<§ = {Е | Е симметрично, (Еуь у*) = 0, / = 1,..., т}у

то существуют единственное В0?$0 и А0, такие, что

tr ВД0 = 0 C.7)
для всех Е 6 ? и

П = В0А0В0. C.8)

Доказательство. Множество $0, очевидно, выпукло и
ограничено и минимум

min tr В !!

$0

достигается в единственной внутренней точке В0 в $0. Пусть

Si — компактное выпуклое подмножество $0, которое содержит В0
в своей внутренности, и пусть

^{CIC^B-'n172, B6^i}.
Рассмотрим теперь игру (см. замечание 2.1 гл. X) с ядром

*Qi,B>=f iTl^f/2Bl 41(C),
где \i — вероятностная мера на G\ и В пробегает множество $1#
Игрок I должен максимизировать это ядро по \i, а игрок II — ми-
нимизировать по В g $t. Ядро К (|х, В) строго выпукло по В и
линейно по (г. Цена этой игры равна

inl sup К Ы, В) = inf sup Г*"!^ = inf tr B~l П = trB^n.
В ц В С tr L b{j В
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Игрок II имеет единственную оптимальную стратегию В0, так что
игрок I имеет единственную оптимальную стратегию ц0, причем
эта мера сосредоточена в точке С0 = В^П172.

В этом случае

trC0BC„

для всех В 6 $i, так что

trIW >В(В^ПВ^) C.9)

для всех В 6 ^1- Это показывает, что В = В0 максимизирует
функционал trB(B^ riB^1) над множеством ^i-

Если В = В0 + еЕ, где Е ? 8, то В принадлежит $4 при
условии, что |е| достаточно мало, откуда можно заключить, что
tr Е (В^ПВсГ1) = 0. Поэтому, Д0 = В^ПВо  удовлетворяет C.7),
и мы имеем представление П = В0Л0В0, как и утверждает лемма.
Чтобы доказать единственность представления C.8), допустим, что

П = В^Вь где Bi 6 $о и tr ЕА4 - tr Е (ВГ^ПВГ1) = 0 для всех
Eg 8. Но для В?$0, В—В1 принадлежит 8, так что trПВТ  =
= trBBr1nBr1 или

trnB—1 1 =trBr1n>trB^ln
i жж tr ВВГ^ВГ1

для всех В?53о» так как В0 минимизирует trB П над $0. В этом
случае С4 = ВТ-1!!172 есть оптимальная стратегия для игрока I, и,
таким образом, в силу единственности мы заключаем, что Ъ{ = В0.
Тогда, очевидно, Д0 = А1в

В особом случае, когда $0 = $0 (см. стр. 505) лемма 3.2 имеет
следующий вид.

Следствие 3.2. A) Для всякой положительно определенной
матрицы П существует единственная положительно
определенная матрица В0 с единицами на главной диагонали такая, что
матрица В^ПВо  диагональна.

B) Минимум trB_1n над 330 достигается на единственной
матрице В0 такой, что матрица Во^ПВо  диагональна.

Доказательство. A) Если у* (I == \, ... уп)— вектор с /-й
единичной компонентой и нулевыми остальными, то 8, очевидно,
состоит из всех симметричных матриц с нулевыми диагональными
элементами. В этом случае матрица А0 = Во^ПВо  диагональна.

B) По лемме 3.2 минимум trB"  П имеет место для единственной
матрицы В0. Диагональная форма матрицы также вытекает из этой
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леммы. Соединяя теорему 1.1 и следствие 3.2, получаем
следующую теорему.

Теорема 3.2 (Олкин и Пратт [1958]). Пусть X —
случайный вектор с нулевым средним и ковариационной матрицей П.
Если В0 — единственная положительно определенная матрица с
единицами на главной диагонали, такая, что матрица
диагональна, то

Рг( max | Xt | > 1) < tr В^П = ^В^ПВГ, (ЗЛО)

и равенство достигается в (ЗЛО) тогда и только тогда, когда

trB^IK 1.

Доказательство. Единственная часть теоремы, которая еще
не доказана, есть утверждение: tr В^ П = tr B^IlBjr1. Однако если
В0 имеет единицы на главной диагонали и
В^ПВсГ1—диагональная матрица, то, очевидно,

trB^nB7] = trB^IW'Bo = trB^n.

Пусть 0 = ВГ^ПВ  и 61э 0а, . •., 6Л обозначают диагональные элементы
матрицы в. Единственное распределение, достигающее верной границы в C.10),
может быть выражено через 91} 02>. ., 0П следующим образом.

п

Теорема 3.3 (Олкин и Пр атт [1958]). A) Если "У 0г-<1» то равенство
/=)

достигается в C.10) тогда и только тогда, когда

Рг(Х= bO = Pr(X = ~b/) = -^-, * = 1,2,..., л,
C.11)

п

Рг(Х = 0) = 1-2^,

где векторы Ь1,. ., bn есть столбцы матрицы Bq.
п

B) Если ^ е* > Ь то
/-1

Pr(max |X.|>1) = 1

при условии, что

Рг (X = sbl) = Рг (X = - sb') = ^, C.12)
п

где sf = 29*.

Доказательство. Равенство в C.10) достигается как на
распределении, задаваемом C.11), так и на распределении, задаваемом C.12), и ЕХ = 0,
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EXX' = П. Следовательно, утверждение B) и часть, касающаяся необходимости
в утверждении A), верны. Доказательство достаточности в п. A) элементарно и
частично опирается на замечание 2.2 гл. XII. Мы опускаем технические детали
(см. Олкин и Пратт [1958]).

§ 4. Обобщения неравенства Берге

В этом параграфе мы даем конкретное применение теоремы 1.1.
Для любого случайного вектора X = (Хи Х2у.. ., Хп),

удовлетворяющего условиям ЕХ = О и ?ХХ' =П теоремы 1.1, следует, что

Pr(max|Xj|> 1)< mintrAn, D.1)

где Л содержит все положительно определенные матрицы А, для
которых (Ах, х) > 1 всякий раз, когда max | х% \ > 1, х = (*1э . ..,хп).

В § 3 были описаны некоторые характеризации для матриц А?Д
доставляющих минимум в D.1).

Есть существенная трудность в получении явной оценки для
наилучшей границы в D.1). Однако мы можем получить явную
границу (не обязательно точную) для Рг(тах|Х^|> 1), миними-

зируя trAn над некоторым подмножеством крайних точек А. Это
подмножество состоит из матриц А специального вида

А = [A - а) I - аее'Г\ - 7Г=Т < а < 1> <4'2>
где е = A,1,..., 1) (здесь аее' есть матрица размера пхп, все
элементы которой равны а).

Матрица аее' имеет собственное число па единичной кратности
и собственное число нуль кратности п— 1.

Следовательно, собственные значения матрицы A—а) I + аее'
есть 1 + (п-— 1)а, 1 — а, 1 — а,..., 1 — а.

Таким образом, условие ^у < а < 1 эквивалентно
положительной определенности матрицы А. Кроме того, матрицы А
вида D.2) содержатся в Л и в силу теоремы 3.1 есть крайние точки Л.

Для случая л=2 матрицы, задаваемые D.1), имеют вид

Ь = ([ ")"', М<1. D.3)
В этом случае, если в C.1) мы положим kt = f% =^ ?, то

минимизируя trAIl, где

-*t О-
получим

Prd^l^to, .ли \Y2\>ko2)<l+VJZrF^ D.4)
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Здесь о\ и о\ обозначают соответственно дисперсии Y{ и Y2.
Результат D.4) получен Берге [1937] и является точным всякий раз,
когда правая часть не превосходит единицы.

Следующая теорема, полученная Олкином и Праттом [1958],
обобщает это неравенство.

Теорема 4.1. Пусть Y — случайный вектор такой, что Е\ = 0
?YY' = 2и пусть Xt =^Yi/kiOu где о] = ои. Тогда

Pr(max lYtl/ktOi > 1) = Рг( max \Xi\> 1) < ±=±t- -^ и +

+ ^Vu (nt - и) (я - 1) = п~2 [Vu + Vint -и)(п- I)]2,
где t = trll, u = (е, Пе) и ЕХХ' = П.

Замечание 4.1. Для п = 2 мы получаем неравенство

Рг(|Yt| > k^t или \Y2\> k2a2) <

?ft . fin

которое принадлежит Лалу [1955] и обобщает результат Берге.
Замечание 4.2. Условия, при которых граница в

упомянутой теореме является точной, даны у Олкина и Пратта [1958].
Доказательство. Записывая выражение

l г/1 \i I п— in tr(I —аее')П t — аи а
tr[(l-a)I + aee] П= х_а> =T^,cc = 1 + (n_i)g>

и вычисляя его производную по а, найдем, что производная
обращается в нуль в точках

1±Уи(Ы-иЩп-1) . D5И—(/1—1)/ V '

Из условия — (п — I)"  < а< 1 следует, что только знак (—)
обеспечивает допустимое значение а. Это значение дает минимум, так
как (t — аи)/A—а)-+оо при а-»-1 или а->—(п—I) .

Подстановка D.5) в выражение A — a)~~l (t — аи) завершает
доказательство теоремы.

§ 5. Чебышевские неравенства, в которых Q(x) —
симметрическая характеристическая функция

Вернемся теперь к ситуации, когда Qr (х) — характеристическая
функция некшорого множества общего вида Г. Как и в
предыдущих разделах X = (Х{1 Х2,..., Хп) обозначает случайный вектор
такой, что ?Х = 0 и ?ХХ' = П.
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Будем предполагать на протяжении этого параграфа, что Q(x>
таково, что из соотношения

(Ах, х) + (Ь, х) +с >Qr(x), с< 1, E.1)

вытекает положительная определенность матрицы А. Например,
это будет иметь место, когда множество Г является дополнением
ограниченного множества Vе.

Когда А положительно определена, E.1) может быть записана
в виде

(А (х - а), х - а) + б > QT (х), E.2)

где а=—2~~1А~~1Ь и 8 = с — (Аа, а). Повторяя, рассуждение,
проведенное на стр. 499, можно показать, что без потери общности
мы можем всегда выбрать 6 = 0.

Замечание 5.1. В этом случае справедливо неравенство

Рг (X 6 Г) < min {tr А (П + аа%

где минимум распространяется по всем матрицам А и векторам а,
удовлетворяющим E.2) при 6=0.

Далее мы примем, что функция Qr(x) и матрица П
инвариантны по отношению к некоторой группе преобразований S?<?,
действующей на х, т. е. постулируем, что

Qr (Sx) = Qr (х),
E.3)

sns' = n(se?).

Тот интуитивно ясный факт, что симметрия задачи должна
отражаться в симметрии класса минимизирующих многочленов,
формализуется в следующей теореме.

Теорема 5.1. Если выполняются условия E.3), то мы можем
ограничить внимание при минимизации

trA{fI + aa'} E.4)

векторами а, инвариантными по отношению к G, т.е. такими
векторами, что Sa = a для всех Sgtf. Кроме того, если группа
G компактна, абелева или, более общим образом, разрешима, то
мы можем ограничить внимание матрицами А, удовлетворяющими
E.2) и инвариантными относительно С, т.е. такими, что
S'AS - А.

Доказательство. Предположим, что supPr(Xgr)<l, и
пусть вектор а0 и матрица А0 минимизируют E.4). Тогда E.3)
дает

(S(x- S-'a0), A0S(x- S-a0)) > Q(x).
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Рассмотрим

/ (х) = 4 К(х - ао)> Ао (х - а)) + ((х - S^ao), S'A0S (х - S^))].
Обращаясь ко второму соотношению в E.3), получим

?/(X)=trAQ[n + a0a;]. E.5)

Если Sa0=^=a0, то функция f(x) не обращается в нуль и может
быть записана в виде E.2) при б > 0. Однако, когда sup Рг(Х ? Г)< 1,
минимизирующая квадратичная форма должна иметь 6 = 0.
Следовательно, Sa0 = а0.

Если группа G компактна, то положим

А = j S'A0S d\x (S), E.6)
где ф обозначает меру Хаара на <?, нормированную так, что мера
G равна единице. Тогда

((х-а0),А(х-а0))>Щх), E.7)

Е ((X - а0), А (X - ао)) = j Е ((X - а0), S'A0S (X - а0)) d\i (S) =
= trA0(n + a0a;).

Матрица А удовлетворяет соотношению S/AS = A/ для всех S?G
и достигает минимальной границы. Таким образом, доказательство
теоремы завершено для случая, когда G—компакт.

В случае, когда группа G абелева, мы действуем следующим
образом. Пусть Ji0 — класс положительно определенных матриц,
удовлетворяющих неравенству ((х — а0), А (х — а0)) > QT (х), которые
доставляют минимум выражению trA{n + a0a0}. Отметим, что Л0
выпукло, и на основе C.5) мы можем заключить, что Jt0
ограничено. Кроме того, так как неравенство

((x-a0),A(x-a0))>Qr(x) E.8)

влечет А > 0, то Jt0 замкнуто.
Далее для фиксированного \0?А и St?G положим

т

Ясно, что Bm содержится в Jt0.
Так как Л0 компактно, мы можем выбрать

подпоследовательность Вт/, которая сходится к некоторому \{ в Л0. Более того, так
как последовательность

S'BmiS-Broi = 4;{(S'r+,A0(S)mi+,-A0}
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сходится к нулевой матрице, то
S'AiS = А?.

Пусть Av — подкласс А0> определенный как

^1={A|A6^s;AS1 = A}.
Этот подкласс является выпуклым и компактным и, согласно
предыдущим рассуждениям, непустым.

Теперь для S2 ? G положим А2 = {А | A g Aiy S^ASg = А}; Аг
также является выпуклым и компактным.

Мы хотим показать, что А2 не пусто. Для фиксированного А4
выберем подпоследовательность из

т

которая сходится, скажем, к А2. Из того, что G— абелева,
заключаем, что (S^A^E Ai и, следовательно, \2?А2. Итак, А2 не
пусто.

Действуя подобным образом, мы получаем, что для всякого
конечного множества элементов St?Gy i — 1, 2,..., п, множество

A (Slf..., Sn) = {А | А6 A0f S'.\Si = A, i= 1,...,п)

не пусто. Так как эти множества являются также компактными,
то из свойства конечных пересечений и компактности А0 мы
заключаем, что существует элемент А ? А0, удовлетворяющий
соотношению S'AS = А для всех S?G. Теорема, таким образом,
установлена в случае, когда G — абелева.

Используя полученный для абелевых и компактных групп
результат, распространение на разрешимые группы можно
осуществить стандартными рассуждениями (см., например, работу Кар-
лина [1953 Ы). Мы опускаем детали.

Параграфы 6 и 7 дают примеры использования доказанной
теоремы. Можно проиллюстрировать результат, взяв в качестве G
циклическую группу, порожденную матрицей

0 10 0

.-01 S = .
0 0

о о

При таком выборе G матрица П инвариантна, т. е. S'lIS = П
для всех S?G тогда и только тогда, когда П имеет вид

а р

п=! I I : : I- м
Р У
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Теорема 5.1 утверждает, что для минимизации E.4) достаточно
ограничить внимание векторами а, все компоненты которорых
одинаковы, и мы можем выбирать А того же вида, что и П. Конечно,
это верно только при условии, что области Г и Vе инвариантны.
Простая область такого типа определяется неравенствами

Х1 ~Ь %2 Н" Х3 \ ^» Х2 I %3 "Ь *4 "^ Л

*з + *4 + *i < U *4 + Xi + х2 < /.

§ 6. Чебышевские неравенства для прямоугольника

Материал этого параграфа опирается на работу Исии [1959 Ы.
Дискуссия § 3 была посвящена задаче характеризации и

вычисления точных верхних границ для вероятности

Рг(тах|Х,|>1), F.1)

где X =* (Хи Х2, ..., Хп) имеет заданный первый и второй моменты.
Достигнутые выводы были существенно связаны с предположением
о том, что ЕХ = 0 и симметрией области Г. В данном параграфе
мы проанализируем особый случай этой задачи, когда эти
ограничения сняты.

А именно, мы хотим определить точную верхнюю границу для
вероятности

Рг(ХбГ) F.2)

по отношению ко всем случайным векторам X = (Х4, Х2) с
вектором средних \i (fXi, \i2) и ковариационной матрицей ?. Здесь
множество Г является дополнением открытого прямоугольника,
стороны которого не обязательно равной длины. Примем отношение
длин сторон, одной, параллельной оси хи и другой, параллельной
оси *2, равным ai/a2. Мы рассматриваем только случай, когда \\
лежит на диагонали и является внутренней точкой множества Р.

Сдвигом начала координат, изменением масштаба и, возможно,
вращением координатных осей задача сводится к оценке максимума
вероятности попадания во внешность прямоугольника Г* с
вершинами (— а, — а), (— а, р), (р, р) и (р, — а), (а > 0, р > 0) для
случайных векторов, удовлетворяющих условиям ЕХ =0 и

1 р

р 1
Методы § 1 показывают, что

Рг (X 6 Г0) < min tr А [П + аа']. F.3)

Минимум оценивается по отношению ко всем А и а,
удовлетворяющим условию

((х-а),А(х-а))>ЙГр(х), F.4)

?ХХ' = П =
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где матрица А положительно определена, а Йг0(х) обозначает
характеристическую функцию Г0. Граница в F.3) достигается при
некотором выборе х всякий раз, когда правая часть не
превосходит единицы.

Пусть G — группа из двух элементов, порожденная

применяя теорему 5.1, мы получаем, что достаточно ограничить
внимание векторами а, для которых а{=а2=т и матрицами А
видах)

d —dt IА =
-dt

d>0, |*|<1. F.5)

Мы поэтому хотим минимизировать tr А [П + аа'], где А имеет
вид F.5), а а = (т, т). Простые преобразования показывают, что

tr А [П + аа'] = Mi + М2 + U2> F.6)
где

X{ = d(l—t)y X2 = d(\ + t), "i= 1 +P, «2 = 1— P> I =/2m.
Условие ((x — a), A (x — a)) > fir0 (x) сводится к

-?^(a + m)*>l9 -^L-(p_m)*>l. F7)
Мы предположим теперь для определенности, что а<р и

минимизируем F.6) при ограничении F.7). Окончательное вычисление
приводит к следующему результату.

Теорема 6.1. Пусть X = (Хи Х2) — случайный вектор такой,

ЕХ = 0 и ЕХХГ = П = ( Р ]. Пусть Г0 — множество, допол-
\Р Ч

нение которого есть открытый прямоугольник с вершинами

(-а, - а), (- а, р), ф, р_) и (р, - а), где 0 < а < р.
A) Если р — а > V2X и 2а2 > 1 — р, где

. /2аA+р) + /2A-р»)(а'+р)
Л"" 2а2-A-р) '

ТО

Рг (X 6 Г0) < >2 + A _|_р) •
B) ?Ъш условие (I) не удовлетворяется, а, р > 1 и 2 (ар — 1J>

>2A-р2) + A-р)(р-аJ, то

pr/vpn ^ (р — (х)^ + 4 + 1/16 A — ра) + В A — Р) (Р —"^F
РГ (А е 1 о) < (а + Р)« •

<*mo

х) Сведение к этому классу матриц может быть получено непосредственно из
соображений симметрии без обращения к теореме 5.1.
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C) Если не удовлетворяются оба условия A) и B), то

Рг(Х?Г0)<1.

В каждом случае граница является точной*
Замечание 6.1. A) Подстановкой р = 1 неравенство

сводится к результату Селберга (см. § 3 гл. XII).
B) Если а = р, мы получаем результат Берге (см. D.4)).

§ 7. Неравенства дляРг ( max Xt > 1)

В §§ 3 и 4 мы обсуждали задачу максимизации Pr( max | Xt\ > 1).

В этом параграфе мы получим некоторые вероятностные
границы (см. Маршалл и Олкин [1960 b]) для односторонней области
Г = {л: | max xt > 1}. Рассмотрим

Рг (X 6 Г) = Pr ( max X, > 1), G.1)

где X = (Xi,..., Х„) — случайный вектор, удовлетворяющий
условиям ЕХ = 0, ?ХХ' = П, где П имеет вид

П=сгЧA-рI + рее'], _(„_i)-i<p<i G.2)

(ср. D.2))
Наша задача снова сводится к задаче минимизации выражения

trA[II + aa']. G.3)

где А и а удовлетворяют ограничению

((х — а), А (х — а)) > Qr (х). G.4)

Как и в § 5, мы можем предположить, что А >0.
Применяя теорему 5.1 FJ, которое следует взять, есть группа

матриц перестановок размера пхп), получаем, что достаточно
ограничить внимание векторами а с равными компонентами и
матрицами А с одинаковыми элементами на диагонали и одинаковыми
элементами вне диагонали, т. е. матрицами А вида G.2).

Теперь, если a =me(/n< 1,е= A, 1,..., 1)), то trA(Il+aa') =
¦=A—тГ^гВ'^П + т2^), где В  = A — тJА.

Подстановка z = A — т)~х (х — а) приводит G.4) к виду

(z, B_1z) > Qr (me + A — т) z) = Qr (z).

Обращаясь к теореме 3.1, мы получаем возможность
рассматривать только те матрицы В, на главной диагонали которых все
элементы равны единице. Если мы положим, что В —A—Ъ)\-\-
+ bee', a U — произвольная ортогональная матрица с первым столб-
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цом, равным e/l/n, то G.3) принимает вид

и , _ tr{(UBUT unU'+m4Jee'lJ']) _
П Ч71' 0) - A-юJ ~

__ n[m2 + o2-\-b(G2t— m2)]
- A —m2)(l —6) [1 +(n — 1)^] '

где * = (л— 1)A —р) — 1.
Мы опускаем утомительные выкладки, участвующие в

минимизации Н (т> Ь) и просто записываем результат.
Теорема 7.1. Пусть X = (Хи . .., Хп) — случайный вектор с

ЕХ = 0 и ?ХХ' = П, где П имеет вид G.2). Если 1 — оЧ >0 а
я > а2 (/г — 1) A + /), то следующее неравенство является точным:

Р=Рг(тахХг- > 1)<

. "Q2 {/A + (л - 1) Р) [1 + а2 - а2 (п - 1) (Г=Ж+ (я - 1) УГ=7>}2
^ {п+а2[1 + (/г-1)р]}2
?слц упомянутые условия не выполняются, то Р< 1.
Замечание 7.1. A) Если р~1 или лг = 1, то получаем

одномерное одностороннее неравенство Рг(Х > 1) < о2/(о2 + 1).
B) Маршаллом и Олкином [1960 b] даны конкретные

иллюстрации, представляющие случаи равенства в упомянутой теореме.

§ 8. Чебышевские неравенства для случая, когда Q есть
характеристическая функция
конечного объединения выпуклых областей

Пусть Q+(х) есть характеристическая функция выпуклого
множества S+, замыкание которого не содержит начала координат.
Определим S__ как симметрический образ S+ и множество

Как и прежде, мы задаем первые и вторые моменты, т.е.

?(*,) = 0, Е(Х1Х,) = пф /,/=l,...,/i, (8.1)

и хотим определить
sup E<?i(xi9...,xn))=IQ9 (8.2)
a€V(c)

где й — характеристическая функция симметричного множества S,
а V (с) состоит из вероятностных мер, удовлетворяющих (8.1).
Используя теорему 2.1 гл. XII, получаем

/Q<mintrAn, (8.3)

где минимум берется по множеству всех многочленов,
удовлетворяющих условию

(Ax,x)>Q(x), х = (*!,...,*„). (8.4)
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Очевидно, что достаточно ограничить внимание теми матрицами
А, для которых равенство выполняется при некотором х на
границе S.

Покажем теперь, что в данном случае множество всех матриц
А, которые уместно рассматривать при оценивании (8.3), может
быть подвергнуто дальнейшему существенному сокращению. По
существу, достаточно рассматривать только матрицы А единичного
ранга, удовлетворяющие (8.4).

Теорема 8.1. При данных выше условиях имеем

/fl = min (а, Па) (8.5)

при условии, что /д< 1, где минимум распространяется по
множеству А* всех векторов а, для которых

(а, хJ > 1 (8.6)
для всех x?S.

Доказательство. Рассмотрим произвольную матрицу А,
удовлетворяющую (8.4). Рассмотрим множество U всех х, для
которых (Ах, х) < 1. Ясно, что U и S+— выпуклые множества, не
содержащие внутренних точек в пересечении. Заметим также, что
начало координат есть внутренняя точка U. В соответствии с этим
существует разделяющая гиперплоскость, т. е. существует вектор а
такой, что

(а, х) < 1 х б U,
(8.7)

(а,х)>1, x?S+.

Так как x?U и, следовательно, —х??/, то отсюда следует, что
(а, хJ < 1 для всех х, удовлетворяющих условию (Ах, х) = 1 и,
следовательно,

(Ах, х) > (а, хJ (8.8)
для всех х.

Более того, мы заключаем на основе (8.7), что

(а, хJ > 1 (8.9)
для х? S.

Соотношения (8.9) показывают, что (а, хJ есть допустимый
многочлен, удовлетворяющий условию (8.4).

В силу (8.8) имеем

trAn > tr{aaTI} = (а, Па). (8.10)

Это выражает тот факт, что для всякого А, удовлетворяющего (8.4),
мы можем найти допустимую матрицу единичного ранга, которая
улучшает оценку /а. Следовательно, (8.5) имеет место, что и
требовалось доказать.

Односторонняя версия теоремы 8.1 может быть доказана
подобным методом.
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Теорема 8.2. Пусть Q+ (х) "~характеристическая функция
множества S+; тогда

/+ = max f Q+ (х) da (x) = min /*'"a*, (8.11)
где

^+ = {а|(а,х)> 1 для все* x?S+}. (8.12)
Доказательство. Из теоремы 2.1 гл. XII следует, что

/+ = min(Y + tr АП), где минимум берется по отношению к
множеству всех многочленов, удовлетворяющих соотношению

Y+(b,x) + (Ax,x)>Q+(x). (8.13)

Отсюда непосредственно заключаем, что матрица А
положительно полуопределена и у > 0.

Многочлен в левой части описывает эллипсоид, центр которого
не обязательно лежит в начале координат. Пусть U обозначает
область, где

(А (х -1°), х -1°) = у + (Ь, х) + (Ах, х) < 1 (8.14)

(А > 0 и |° g 5+)

и 1° представляет центр эллипсоида. Ясно, что U и S+ не
перекрываются и, следовательно, могут быть разделены опорной
гиперплоскостью. Перенося U и S+ так, чтобы центр U совпадал с на-
чалом координат, мы получим, как и в теореме 8.1, что (А(х — 1°),
х —1°) > (б + (а, х)J для всех х, и (б + (а, х)) > 1 для х 6 S-f .
(В самом деле, б = (а, — |0)).

Следовательно,
/+= min (б2 + (а, Па)), (8.15)

где минимум берется по множеству всех многочленов вида

(б + (а,х))>1 (8.16)

для xgS+. Перепишем (8.16) в виде

(а, х) > 1 — б или (Ь, х) > 1 (8.17)

для x?S-j-, где Ь==--а/A—б) (б< 1) и (8.15) превращается в

/+ = min (б2 + A — бJ (Ь, ПЬ)). (8.18)

Минимизация по б приводит к следующему:
г (Ь, ПЬ)
/+ = min1 + (bnb),

где b — произвольный вектор, удовлетворяющий неравенству
(Ъ, х) > 1 для всех х 6 S+. Более того, легко видеть, что минимум
действительно достигается.
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Теоремы 8.1 и 8.2 принадлежат Олкину и Маршаллу [1960 а].
Данный здесь метод отличен от их метода. Теорема 8.3, приводимая
ниже, по-видимому, нова.

к

Рассмотрим область W+ = {] St где St все выпуклы, и ни
/=i

одно из Э1их множеств не содержит начала координат в своем
замыкании. Пусть №_ — симметричный образ W+ и W = W+ \] W„.
Обозначим через Qw(t) характеристическую функцию W и положим

w = sup [ Qw (х) da (х).
o€V(c)J<j€v>;

Пусть A0 — положительно определенная фиксированная матрица,
удовлетворяющая неравенству (А°х, х) >Q^(x). Рассмотрим область
R = {х | (А°х, х) < 1}. Ясно, что R0 (через R0 обозначена
внутренность R) не пересекается с Slf S2,..., Sh. Для каждого St
существует отделяющая плоскость (а*, х) > 1 для x?Sh (аьхJ< 1 при

x?R. Пусть §, = {х|(а,,х)а>1} (* = 1 Л) и№= П StZDW.
*=i

Очевидно,

Re: П SI

Пусть b4,..., Ъг— минимальное множество векторов, линейно не
зависящих от {а<}/ж1, такое, чю {aJ/=1|J{fy}/=i порождает Rn.
Зададим длину векторов bj так, что |Ьг | < 8, / = 1,..., /. Теперь
рассмотрим множество точек

?/* = {х|(а„хJ<1, /=1,...Л (Ь„х)<1, /= 1 /}. (8.19)
Если е > 0 выбрать достаточно малым, то

R а Vе. (8.20)

Пусть Qu (t) — характеристическая функция множества U,
дополнительного к (8.19). Соотношение (8.20) выражает свойство

(А0 х, х) > Qv (х) > Qw (х). (8.21)
Теперь

Iw^Ia = sup f Qu (x) do (x) ^ min tr ПА ^tr ПА0, (8.22)

где минимум распространяется по тем А, которые удовлетворяют
(8.21). Мы знаем по теореме 2.1, что минимум достигается в крайней
точке, а эта последняя характеризуется тем свойством, что
эллипсоид (Ах, х) < 1 касается поверхности IIе в достаточно большом
числе точек, содержащих п линейно независимых векторов.
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Таким образом, для всякого в>0 существует матрица А8
такая, что

(А8х, х) > Qw (х), tr (АеП) ^ tr (А°П)

и (А8х, х) ^ 1 касается поверхности Vе вдоль п линейно
независимых направлений. Это значит, в частности, что (А8х, х) = 1 для
каждого j при некотором х (зависящем от /), удовлетворяющем
соотношению (Ь^ х) = 1.

Так как |Ь7|->0 при е-*0, то отсюда следует, что мы можем
выбрать предельную матрицу А ранга, не большего чем fe, для
которой

(Ах, х) > Qw (х), tr (АП) ^ tr (А°П). (8.23)

Суммируя, мы имеем следующий результат.
k

Теорема 8.3. Пусть W+ = U Su где каждое St выпукло и 0 g S?.

Пусть W~ — симметричный образ W+, и определим W=W+[}W—.
Тогда

Iw = sup f Qw (x) do (x) ^ min tr ПА, (8.24)
c6V(c) J

где минимум берется no множеству всех матриц ранга, не
большего, чем ky для которых (Ах, х) > Qw (х). Более того, если /w<l,
то равенство в (8.24) достигается.

§ 9. Границы для минимальных компонент

Результаты этого параграфа взяты из работы Маршала и Ол-
кина [1960 b].

Пусть S = 5+ U S_, где

S+ = {x|min л;7-> 1},

S_ = {х| min(— xj) > 1}.

В качестве следствий из результатов § 8 мы докажем
следующие результаты.

Теорема 9.1. Если ?Х=0 и ?ХХ' = П, то

Рг (X е S) = Рг (min Xj > 1 или min (— Xj) > 1) ^ min --^— ,
/ / (е» П5 е)

(9.1

Рг (X 6 S+)» Рг (min Xj > 1) ^ min * , (9.2)
1 + (е,П5 !е)

где минимум берется по всем главным подматрицам П8 матрицы
П, таким, что Г^е > 0 (е обозначает вектор, все элементы
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которого равны единице). Равенство может достигаться в (9.1)
всякий раз, когда граница не больше чем 1.

Доказательство. Чтобы доказать (9.1), достаточно
показать в соответствии с теоремой 8.1, что

min * ч = min (а, Па), (9.3)

где Л ={а|а>0, (а,е) = 1}.
Обозначим через b «подвектор» ненулевых компонент вектора а,

на котором достигается минимум правой части (9.3).
Так как (Ь,*е) = 1, то после дифференцирования (П^Ь, Ь)+

+ А,[(Ь, е)—1] получаем, что b удовлетворяет уравнению 2n.sb +
+ Яе =0. Отсюда для b получаем выражение

ь= п"е
(е.П^е) '

откуда следует (9.3). Утверждение о точности границы в (9.1)
следует из теоремы 8.1.

Неравенство (9.2) выводится таким же способом. Детальное
доказательство опускаем.

Замечание 9.1. Если

то

(ГГЧ^ХППЧе), (9-4)
так что при применении теоремы 9.1 нет необходимости
исследовать все подматрицы П5 матрицы П, для которых П$ !е > 0.

Чтобы проверить (9.4), положим ГГ  = А. Тогда (9.4)
эквивалентно неравенству

(е, Ае) > (е, (Аи — А12А^А21) е),

которое справедливо в силу очевидного неравенства

((А22е + А21е), Ай1 (Аме + А21е)) > 0.

В следующих примерах мы даем значение (е, П$ *е), которое
достигает минимума в (9.1) и (9.2).

Пример 9.1. Если п = 2 и ЕХ2{ = яи = я?, ЕХг = я^ = я2,
то

(е,1Л'е)=(лГ2' Я'^Я"'12 2 22 2\ 2

\(щ + я2 — 2я12)/(я,я2 — JXi2), Я!>я12.

Пример 9.2. Если П = я2[A — pj 1+ рее'], то П^е > 0 и
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Г л а в а XIV

НЕРАВЕНСТВА ЧЕБЫШЕВСКОГО ТИПА ДЛЯ СУММ

СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН И НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ

В §§ 1—3 мы выводим некоторые чебышевские неравенства для
сумм независимых случайных величин. Неравенства этого типа
восходят к Бернштейну [1924], хотя в более «сыром» виде встречаются
и ранее в различных источниках. Результат Бернштейна помогает
установить вид закона повторного логарифма для сумм испытаний
Бернулли (обобщения можно найти у Лоева [1963] и Реньи 11962]).
Другим классическим неравенством теории вероятностей того же
типа является неравенство Колмогорова (см. Лоев [1963]). Недавно
появилось много новых работ, посвященных улучшениям
неравенства Бернштейна. Вклад в эту область внесли Беннет [19621, Хеф-
динг [1955], Хефдинг и Шрикханд [1955], Бирнбаум, Раймонд и
Цукерман [1947] и Самуэльс [1965].

В § 1 мы выделяем четыре случая неравенств чебышевского типа
для сумм независимых случайных величин. Доказательства
приводимых здесь теорем содержатся в § 2. В § 3 обсуждается гипотеза
Самуэльса.

Полученные в первых трех параграфах границы для сумм
независимых случайных величин не являются, вообще говоря, точными.
В § 4 мы рассматриваем обобщение результата Дубинса и Севиджа
[1965 Ы относительно сумм случайных величин, которые не
обязательно являются независимыми.

Параграфы 6, 7 посвящены нескольким неравенствам,
связанным с некоторыми нелинейными вариационными задачами Мы
изучаем эти примеры, чтобы указать на применимость обобщенной
леммы Неймана—Пирсона в решении некоторых задач
чебышевского типа.

§ 1. Формулировка теорем

Мы хотим определить точные границы для вероятности

Pr(X-|i>*)f *>0, A.1)
п

где пХ = *S Xt> %t (* = 1, 2,.. ., я) — независимые случайные ве-
/-1
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личины и EX = [i. Всякая_граница для '1.1), очевидно, заключает
в себе границу для Рг (— X + \i > t) и, следовательно, границу для
Рг([Х —|л|>0.

Обращаясь к соотношениям A.5) и C.2) гл. XII, мы выводим,
что

Pr(|X-|i|>0^-^, A.2)

Рг(?х —1*| >t)^-^ A.з)
(см. A.4) гл, XII), где пЕ (X — цJ = а2. При выводе A.2) и A.3)
предполагается, что случайные величины Xh i = 1, 2, ..., л,
имеют конечные дисперсии. Если Xf >• О, * == 1, 2,... , /г, то
неравенство Маркова, примененное к X, приводит к результату

Pv(X-v>t)^-^-T. A.4)
Если случайные величины не ограничены и независимы, то

границы A.2), A.3) и A.4) точны. Это можно проверить, взяв Х2 =
= Х3 = ... = Хп = 0 и определив Х4 подходящим образом.
Например, в A.3) равенство достигается, если положить
распределение Xi состоящим из масс nt2/(o2 + nt2) и о2/(о2 + я/2),
сосредоточенных в точках (n\it — o2)/t и п (|л + /) соответственно. Если,
однако, в добавление к моментным ограничениям и предположению о
независимости мы наложим дальнейшее ограничение о том, что Xt
«собственно ограничены», то неравенства A.2)—A.4) уже не будут
точными. Это замечание станет очевидным, если мы сравним A.3)
и A.8) для малых значений /.

Методы гл. XII были подходящими при выводе неравенств чебы-
шевского типа с ограничениями, имеющими вид моментных
условий или условий гладкости. Если требовать точных границы
для A.1), то вид анализа, применявшийся до сих пор, не является
подходящим для трактовки ограничений, включающих
независимость Хь Х2, ..., Хп плюс условия ограниченности.

Метод, используемый в следующих параграфах (называемый
впредь методом Бернштейна), состоит в том, что
характеристическая функция множества X — \i > / мажорируется
экспоненциальной функцией ехр [Л (X — \i — t)] (h — положительный
параметр). Таким образом, мы выводим

Рг (X — ii > t) = Рг (Sn — ESn > nt) ^ ?ехр [h (Sn — ESn — nt)] =

= ехр (— hnt) П E exp {h (Xt — EXt)} (Sn = nX). A.5)

Последнее равенство есть следствие допущения взаимной
независимости случайных величин Xit i = 1, 2, ..., п.
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При некоторых условиях на случайные величины Xt, i = 1,
2, ..., п, мы ограничим каждый из сомножителей, а затем
минимизируем полученное выражение по отношению к параметру Л.

Укажем на тот тривиальный факт, что если на случайные
величины Хь i = 1, 2, ..., п, не наложено никаких предположений
ограниченности, то максимум Е exp {hXt} при фиксированном h
равен + оо. Таким образом, подход Бернштейна представляет интерес
только для случайных величин, которые «собственно ограничены».
Процедура, набросанная выше, весьма слабо использует
предположение о независимости и не гарантирует, что получаемая граница
будет точной.

Приведем простейшую теорему, доказываемую описанным
методом.

Теорема 1.1 (Хефдинг [1963]). Пусть Хи Х2, ... уХп —
независимые случайные величины, подчиненные ограничениям 0 ^
f?*i^l, I = 1,2, ...,/г, и EX = \i, где nX = Xi + X2 + ...+Xn.

Тогда при 0 ^ / < 1 — \i выполняется неравенство

Pr(Х- „» о ^ {(^р (т^)--'}" й С.6)
^ехр{-«Г^(ц)}^ A.7)

^ехр{—2^2}, A.8)

1 ^(V-)' °<^<4-.
где

?(!*) =
¦2|i

1 4г^<1.2^A~[Л)'

Замечание 1.1. Если вместо O^X^^l. г = 1, 2, ...,/г,
предполагается a^Xt^b, то \i и t заменяется соответственно на
(|i — а)Цр — а) и t/(b — a).

Замечание 1.2. Граница A.6) есть наилучшая из границ,
которые могут быть выведены на основе A.5). В самом деле, эта
граница есть минимум правой части A.5), оцениваемый по
отношению к /г в том случае, когда каждое Хь i = 1, 2, .. ., п, имеет
распределение Pr (Xt = 0) = 1 — Рг (Xt = 1) = 1 — jx, / = 1,2, ....п.

Замечание 1.3. Как указано ранее, предположение типа
0 ^ Xt ^ 1, i = 1, 2,. .., пу является существенным для данной
теоремы. В самом деле, если случайные величины имеют
конечные математические ожидания и предполагается только, что Xt
неотрицательны, то неравенство Маркова A.4) является точным, так
как равенство достигается при Pr (Xt = 0) = 1, i = 1, 2,. .., п, и
Pr (Xt = 0) = 1 - Рг (X{ = m Ox + 0) = l* (|i + 0  •

Распространение теоремы 1.1 на случай, когда границы для
каждой случайной величины различны, дается следующей
теоремой.
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Теорема 1.2 (Хефдинг [1963]). Пусть Хи Х2, ...,ХП —
независимые случайные величины, подчиненные ограничениям at ^
<-Xt^Jbui «¦ 1,2,..., п. Тогда при f > О

Рг (X — \i > t) ^ ехр
— 2Л2

1>*-**J
A.9)

Замечание 1.4. Доказательство A.9) более прямое, чем
доказательство A.8), однако в теореме 1.2 мы не имеем
параллельных неравенств, аналогичных A.6) и A.7).

В следующей теореме мы налагаем только односторонние
границы на случайные величины Xt. Мы далее будем предполагать,
что дисперсии этих величин конечны, так что пЕ (X — \хJ =
= n->E(Sn-ESn)* = o*.

Теор ма 1.3. (Хефдинг [1963]). Пусть ХиХ29...,Хп—
независимые случайные величины, удовлетворяющие условиям EXt = О
и Xt^b, i = 1, 2,... , п. Тогда при О< t < Ь
Рг (Х>0^

*{о+*)
Ы \— A+[^/о>])о*(/>«+о'Г1

С-^Г"
-A-*/&)Ь*(&*+а2) *\—\)п

Г* A.10)

«p{-f[(i+-S-M'+-S-)-1]}- о-11»
Замечание 1.5. Как и в замечании 1.2, следует отметить,

что граница A.10) является наилучшей границей, которая может
быть выведена с использованием A.5). В самом деле, это есть
минимум по h правой части A.5), когда Хь имеют распределение

РГ fXt = Г| = &2+Q2 •

Рг(^-«- ьг$у, <— 1.2 л.
Замечание 1.6. Предположение о том, что Xt^b

существенно в данной теореме, так как соотношение A.3) дает точную
границу при снятии этого условия, т. е. в этом случае равенство
в A.3) достигается при Ха =Хп = 0 и Хи имеющем распределение
Рг (Xt = nf) = 1 — Рг (Xt = — o2/t) = о2/[а2 + nt2l

В следующей теореме мы получаем границу A.11) при
несколько иных предположениях.

Теорема 1.4. (Беннет [1962)]. Пусть Xiy... >Хп—
независимые случайные величины, подчиненные ограничениям EXt == 0 и
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E\Xt( = vri^Mr-2el r = 2,3,... Тогда

Pr(X>^exp{-^[(l-^)log(l + f.)_l]}, A.12)
еде ла2 = 2a? = 2?X''

/=i

§ 2. Доказательство теорем 1.1 — 1.4

Нам потребуется следующий общий результат, обслуживающий
доказательства всех четырех теорем. Пусть X — случайная
величина, подчиненная ограничению а < X < Ь. При любом
вещественном h функция ehx выпукла, так что

Eehx ^Е 1Ъ-=*- eha+ ^-ehb\ = i=Meha+ -M=f-еы'. B.1)
— \Ь — а ' b — a J b—a l b — a v 7

Отметим, что (lyx,ehx) есть Т-система и правая часть B.1) есть
просто значение Ее!1* по отношению к верхнему главному
представлению (с0, с{) = A, ?Х).

Доказательство теоремы 1.1. Соотношение A.5) в
сочетании с B.1), где а = 0 и &= 1, приводит к неравенствам

л

Рг (X — \х > /) ^ ехр [— Л/г (* + ц)] П ?е*Х/ ^

л

^ ехр [— hn (t + ji)] П A — f^f + fi^),
*=i

л

где (x2 = jEXf и П(л =» V Pi- Применение неравенства между сред-
/-1

ним арифметическим и средним геометрическим дает

Рг (X — \i > f) ^ ехр [—hn (t + ц)] A — \i + \лен)п. B.2)

Простое вычисление теперь показывает, что правая часть этого
неравенства минимизируется по h при

ft s log 0-!*><»* +О ,ft og (l-|i-ft|i 'A—I*—Ol*

и, подставляя значение в B.2), получим A.6).
Неравенство A.7) получается, если записать правую часть A.6)

в виде ехр (— ntzG (t, ц,)), где
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и проверить, что функция g (\i) есть минимум G (t, \i) по отноше-
нию к ty t ? [0, 1 — ц). С этой целью запишем

^с(^) = яA^7)-яAГ^т),
где //(*) = A—2r-^log(l—*). При 0<*< 1, #' (*) >0,
откуда следует, что Н (х) возрастает. При условии 0^/A—ц)-1 < 1
мы теперь имеем д/dtG (t, \х) > 0 в том и только в том случае,
если t A — ii)"  > t/(\i + t) или t > 1 — 2|i. Следовательно, если
1 — 2(i > 0, то G (t, |х) имеет минимум при t = 1 — 2ц, откуда
следует справедливость доказываемого утверждения при 0< ji< 1/2.
Справедливость утверждения при 1/2^(ь1<1 следует из того
факта, что если 1 — 2A < 0, то G (t, \i) минимизируется при t = 0.

Неравенство A.8) есть следствие соотношения g (|Li)>g(l/2)=2.
Доказательство теоремы 1.2. Повторяя доказательство

теоремы 1.1, получим

Е ехр (/, (X, - „)) й г- (D3-) «-Ч- (-^i) *"<) =
где

L (Л,) = - hiPt + log A - Pl + Pie\

b. — a.ht = h(bt — at), pt= I1  , i=l,2,...,n.

Первые две производные от L(ht) есть

г/ /i. ч . pi f» ,u \ Pi^ — Pi)e~hi
A — p.)^ nt + Pt ((l-p.)e nt+p.J

Функция L" (hi) имеет вид и (\ —и), где

A_р.),-Л-
а =

A-р.).-^ + р.

так что U (ht) ^ 1/4 и, следовательно,

L (ft,) ^ L @) + L' @) /г, + -L /if = -L ^ (&, — а,J.

Следовательно,

Рг (X - |х > /) ^ ё~ш П ^ ехр [/i (Xt - ц,)]^
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и так как последнее выражение имеет минимум при

h = Ant | J l*i - "iA 9

то мы получаем, наконец, что

2nV Рг(X — pi >/) ^ ехр I— —
2><-^
/=1

Док азательство теоремы 1.3. ПустьХ—случайная
величина такая, что ЕХ = О, ЕХ2 = а2 и X < Ь. Верхнее главное
представление для A,0, а2) по отношению к системе A,*, х2)
имеет массы Ь2 (Ь2 + а2)"*1 и а2 (б2 + сг2)^1, сосредоточенные в —а2^"" 
и Ь соответственно. Так как функции 1, х, х2у е^ образуют Т-систе-
му, то заключаем, что

Ее™ < Ь2 ап( g2M 1 q2 сьн
пе <> ь2 + а2 ехр [ Ь ] ^ Ь2 + а2 в #

п

Если ?Х? = а? и по2 =* ^ а?, то
/-1

/«1

где

<expf-^ + 2/D-)).
/ (и) - bg (гЬгв " + ТТ^ *') (С = 6Л)'

Если мы покажем, что / (и) вогнута при и > 0, то сможем
заключить, что

j i 2»?'
/—1
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Следовательно,

Pr (X > t) < {j^ exp (- (t + o>/b) h) + p^ e(b-'»y B.3)
и минимум правой части достигается при

Подставляя это значение в B.3), после некоторых простых
преобразований получаем A.10).

Для того чтобы проверить, что / (и) вогнута при и > 0, мы
вапишем /(и) - с + log/* (у), где у-1+и, a fx (у) = у- {е-су —
— угх-\- 1. Тогда

ft(y)f"(u) = fi(y)f:(y)-(f\(y))\

f\ (у) = - 2у-Ч-с* (#у -1—су — -^ Л/2) ,
так что f\ (у) отрицательна при у > 0. Так как ft (у) > 0 при
у>1, то отсюда следует, что /"(и)<0 при ц>0. Этим
завершается доказательство A.10).

Мы докажем теперь, что A.10) есть наилучшая граница,
которая может быть получена при использовании A.5). Чтобы
доказать это, мы припишем Xt распределение, определенное следующим
образом:

Pr(xt---f-) = l-Pr(Xl~6)=.griLr, /=1,2,..., я, B.4)
так что

п

exp {—hnf) \\ Е exp (hXt)

сводится к правой части B.3).
Как упоминалось, минимум этого выражения есть правая часть

A.10).
Чтобы завершить доказательство теоремы 3.1, достаточно

показать, что Рг(Х>/) ограничено правой частью A.11). Так как
/" (и)<0 при и > 0, имеем f (и) < / @) + f @) а = {е* — 1 — bh) и,
так что из A.5) мы выводим

Рг (X > f) < exp [ — hnt + п (ebh — 1 — bh) -~-l . B.5)
Окончательный результат получается минимизацией этого

выражения по h.
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Доказательство теоремы 1.4. Как и в
предшествующих доказательствах, мы начинаем с неравенства

Рг (X > Л < е~ш П Ef*'. B.6)
/-=1

Имеем

Еенх< = 1+4 Щ ? "Vy ^ ехр D hWt) •
где

r=2 *

Подстановка в B.6) дает
п

Рг (X > 0^*~Лп'Г[ ехр [4 й2а^1 ^ ехр [— hnt+ -у и2"*2'7] ¦
где Т7 = max/7*.

Так как r-й абсолютный момент X! не превосходит Mr~2o2it мы
получаем

" УЕЛ; " (М)-' «"-I-MI

/•=2 ^ r=2 ^

Следовательно,

Рг (Х> 0 ^ ехр.(— An* + no2 (gM<"]iJl>~Mf)) =»
= Jexp (-ht+-^- (е^ - 1 - ЛУИ)]]".

Минимизируя последнее выражение по Л, получим неравенство

Рг(Х >0*в,(-й-[A + ?) log(l + ^)- 1]) .
§ 3. Гипотеза Самуэльса

Пусть Хи Х2, ...,ХП обозначают я независимых величин с
заданными средними EXt = vf, t = 1, 2,..., л. Пусть S обозна-

чает класс случайных величин вида Sn = "V Xj. Без потери
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общности для определенности положим с этого момента, что 0 < vA <
< v2< ... < vn.

Требуется определить наименьшую верхнюю границу для

Pr(Sn>X) C.1)

при Sn, пробегающих класс G. Можно предположить, что
п

2 Vj < X, так как иначе граница равна единице и достигается,
/—1

если взять Рг (Xt = vt) =» 1, i =* 1, 2,..., п.
Существенная трудность для попытки применения анализа

гл. XII состоит в том, что множество G, вообще говоря, не выпукло
(см. Самуэльс [1966]).

Конечно, грубые границы для C.1) можно получить, если
рассматривать Sn как отдельную величину, игнорируя ее специальную
структуру. Например, применение к Sn неравенства Маркова дает

п

тот тривиальный результат, что V vt/X есть верхняя граница для

Pr(Sn>?t). Если по крайней мере два средних значения
положительны, то при п > 2 Sn не может сосредоточивать все массы в О
и А,; следовательно, верхняя граница не может быть достигнута и,

п

таким образом, "V vtIX не есть наименьшая верхняя граница.
/—I

В § 2 отмечалось, что подход Бернштейна уместен только в том
случае, когда случайные величины Xt ограничены в собственном
смысле. Мы вскоре показали, что неотрицательные случайные
величины Xt можно считать ограниченными посредством X. Однако
даже с границей X на отдельные Xt подход Бернштейна дает
границу, превосходящую границу, получаемую из неравенства Маркова.
В самом деле, применяя A.5) и B.1), мы получим границу

Точная граница для C.1) предложена Самуэльсом [1966].
Предполагается для данной задачи, что

sup Рг (Sn > X) = max {Р0, Ри ..., Р^}, C.2)
G
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где для k = О,1,..., л— 1
п .

" " C.3)

/-1

[ при k = 0 определим \J v^ = О j. Значение Ph достигается, если

Pr(Xf=v,)~l, *-l,2,...,ft, C.4)

Pr(X( = 0) = l-Pr (xt-X-^v,]-
= 1 Ц , * = *+!,...,п. C.5)

/=1

Мы представим здесь ряд замечаний и лемм, установленных Са-
муэльсом [1966], делающих очевидной обоснованность этой
гипотезы. В частности, мы даем полное доказательство для случая п =
= 2. Гипотеза будет также проверена в случае п = 3. Если п =
= 1, то результат есть просто неравенство Маркова.

Мы начнем с утверждения о том, что можно ограничить
внимание подклассом С (к) класса G, где отдельные случайные вели-

п

чины в сумме Sn = \ Xt ограничены к. Чтобы проверить это

утверждение, мы запишем

Рг(Sn > к) = J {1 - F{n-l)A-х)}dFn (*), C.6)

где F{n l) (x) и Fn (x) есть функции распределения V Xt и Xn соот-
/—l

ветственно. Из C.6) ясно, что мы можем переместить в К любую
массу ХПУ расположенную выше X без изменения значения
интеграла, а затем переместить массу, расположенную ниже vn, вверх
так, чтобы восстановить математическое ожидание, равное vn.
Последнее перемещение может только увеличить значение
интеграла.

Мы можем, далее, ограничить рассмотрение подклассом С2(Х)
класса G (А,), где распределения случайных величин Xit i = 1,
2, ...,я, дискретны и состоят самое большое из двух скачков. Для
этого мы и используем теорему 6.4 гл. III, которая утверждает,
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что если g (х) — любая непрерывная функция на [О, X], то

sup J g (х) dF (х) = sup J g (x) dF (x), C.7)
где #*v—выпуклое множество функций распределения на [ОД] со
средним v, и Sv обозначает подкласс grv, состоящий из всех
ступенчатых функций F^py, которые имеют не более двух скачков.
Без потери общности мы можем предположить, что функция
1 — F{n~~l) (X — х) непрерывна справа. Неубывающая ограниченная
функция 1— F{n-l){k — х) может быть поточечно аппроксимирована
непрерывными функциями. Из C.7) следует, что распределение
случайной величины Хп можно считать сосредоточенным в двух
точках. По симметрии такие же выводы применимы к Xit... , Хп—\.

Дальнейшая редукция класса С2 {X) осуществляется в следствии
к приводимой ниже лемме.

Лемма 3.1. Пусть Хи i= 1, 2,..., я, имеют массы (vf —
— ai)l{bi — 0i) и {bt—Vt)/(bi—at) в точках bt и at
соответственно и О < at < vt < bt < X. Если для некоторого i

рг (S„ = я. | л:, = d() = о,

где Sn?G2(X) и а*<^<Ьг-, то существует случайная величина
&п б Gi М такая, что Рг E; > X) > Pr (Sn > X).

Доказательство. Определим

тогда f(bt) = Pr(Sn > X). По предположению, существу т 6 >0
такое, что Рг (Sn > X\ Xt = b) постоянно при bt — 6 < b ^ bt. В
этом интервале

/'(*) - (Йг^г[рг(S» >%\Ъ = «i)-pr(Sn > M*t = fr*)l-
Это выражение строго отрицательно, если только не выполняется
равенство

Рг (Sn > X | Xt = а,) = Рг {Sn > X | Xt = &,). C.8)

Следовательно, лемма справедлива, если C.8) не выполняется.
Если C.8) выполняется, то мы можем, очевидно, положить X(^vt
без изменения значения Рг (Sn > X), так как

Pr(Sn > Х\ Xt = Ь) > Pr(Sn > X \Xt = vt) > Pr (Sn >X\Xt = at).

Более того, a* < v* < bt влечет

Pv(Sn>X\Xi = bi)-Pr(Sn^X\Xi = at)>

>Pr(Sn=X\Xi = vi)>0,
откуда Pr{Sn = X\Xt = v,) = 0.

534



Следовательно, если Xf = vb то мы имеем Pv(Sn =Х\ХЬ = v*,
Xj = bj) = 0 для всех / =? Л Возникают две возможности: либо

Pr (S„ > ВД = v„ Xj = bj) = Pr(Sn>k\Xi^vhXJ = aj)

для всех \Фи либо строгое неравенство имеет место для
некоторого /. В последнем случае, как мы показали, мы можем
увеличить Рг (Sn > А,), уменьшая &,-, а в первом случае можно
положить все Xj равными их средним без изменения Pr (Sn > Я). Но,

п

по предположению, Vv^^, так что в этом случае РгEп>^)=0,

что, очевидно, не является верхней границей. Доказательство
леммы закончено.

Пусть СЦХ) обозначает подкласс С2{Х), в котором Pr(Sn =
= %\Xi = bt)>0 для всех i (если Xt ssvj, мы можем условиться,
что bt = vt).

Следствие 3.1. Верхняя граница для Pr(Sn>A.) по
отношению к Cl(k) является верхней границей по отношению к С.
Более того, если верхняя граница достигается для единственного Sn
в классе С*2(Х), то Sn, принадлежащее G, на котором достигается
верхняя граница, также единственно.

Докажем теперь справедливость гипотезы в случае п = 2.
Теорема 3.1.

max Рг (S2 > X) =

l

А, — V!
Vi + v2 < X < Х0,

l'-(l-vi)('-*). *»v
где Ko = t [vi + 2v2+Vv\ + 4vf].

Доказательство. Из обсуждения, проведенного выше, мы
знаем, что можно ограничить внимание случайными величинами Х^
и Х2, каждая из которых имеет самое большее два различных
значения. Пусть Х{ имеет возможные значения ai и bit а Х2—
значения а2 и Ь2. Тогда возможные значения S2 = Х{ + ^2 есть
at + а2, ai + &2, &? + а2 и 6t + 62. Можно различить следующие
четыре возможности:

A) «Ч + Ь2< ^» *i + аа< К bt + b2> X,
B) а, + Ь2 > X, frf + a2<Xf bt + b2>X,
C)at + b2<K bt + a2>X, b{ + b2>X,
D) at + b2 > Я, ft4 + а2 > Я, 6t + b2 >X.

По лемме 3.1 можно исключить из рассмотрения случаи B) и C).
Для случая A) мы должны иметь bt + b2 = X и
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Легко видеть, что это выражение возрастает, когда а{ и о,
убывают, так что можно положить at = а2 = 0. Остается
минимизировать btb2 = bi (к — bi) при Vi < fet < А, — v2. Если v? < v2, то
минимум достигается только при bt = v* и b2 = A,— vlf что дает
первое значение в утверждении теоремы. Если vi = v2, то
минимум достигается только в точках на концах.

В случае D) лемма 3.1 дает нам, что а^ + Ь2 = А, и Ь^а^ = А. Тогда

Если мы максимизируем это выражение по аи а2У bi и Ъ2 при
fli < Vj < &lf а2 < v2 < &2, то получим, что максимум достигается
при Ь4 = Ь2 = к и а4 = а2 = 0, что дает второе значение.

Сравнение двух возможных значений заканчивает доказательство.

§ 4. Неравенство для сумм случайных величин
без предположения независимости

В этом параграфе мы применим теорему 2.1 гл. XII для
получения границ некоторых вероятностей для суА\ш случайных
величин, которые не обязательно являются независимыми. Следующая
теорема обобщает результат Дубинса и Севиджа [1965]. Мы
используем прямые методы в противоположность упомянутым авторам,
которые вывели неравенство как следствие некоторых обширных
исследований в теории игровых систем.
Теорема 4.1. Пусть М обозначает класс

последовательностей {Хп}Т случайных величин, которые образуют мартингал,
т. е. ?^=0, Е (Хп | Хп+и ..., Х{) = 0, п > 2. Пусть а и $
—положительные числа.

Определим

Ф (/г) = inf Pr {X, + ... + Xh<a {V, + ... + Vh} + р, 1 < k < n},
М

где Vt - EXl Vk = E {X\ \ Xk^u ..., Xt), k>2. Тогда

VV)— 4ap+1 > DЛ)

где
ф(*)=== «P/^ffl+l » П>2>

Л <s) e (ifrJ' /» <s> = Ь 0»-i (*)). « > 2.
Простым следствием этой теоремы является следующий
результат Дубинса и Фридмана [1965],
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Следствие 4.1. При условиях теоремы 4.1

Рг (Х{ + ... + Хп > a (Vi + ... + Vn) + р для некоторого п > 1) <

<-nV- D-2)
Доказательство. Вероятность в D.2) может быть записана

как

1 — Рг(Х, + ... + *п<а(У, + ... + Уп)+Р для всех л > 1) -

= 1 - HmPr (X, + ... + Xk< o(Vi + ... + К*) +p, 1 < * < n) <
Л->оо

< 1 — lim «P/„-,D)+l #

Функция ft (s) == ( . ] строго возрастает и ее единственная
положительная неподвижная точка (/1(s)=s) есть s = 1. Отсюда
следует, что lim /„_ х (s) = 1 для всех s > и, следовательно,

Рг (ХА + ... + Хп > а A/4 + ... + Vn) + р для некоторого п > 1)<

<1 ^ *—
1 + сф ~~ 1 + ар *

Доказательство теоремы 4.1. Достаточно доказать
соотношения D.1) в случае C = 1. В противном случае мы делаем
замену Yk = р~]ХЛ, &> 1. Тогда

Wn=E(Y2n\Yn^ ,...9Yd = P~Vn,
и, следовательно,

Рг(X, + ... +Xft< a(Vt + ... + Vk) + p, 1 < A </i) =

= Pr(Kt + ... + Ук< a' (IPi + ... + W\) + 1, 1 < k <n)

(ce< = op).

Доказательство осуществим индукцией по п. При п == 1 мы
сначала найдем наибольшую нижнюю границу L(v) для Рг(Х<
<av+l), где X — случайная величина, подчиненная условиям
ЕХ = О, ?Х2 = v.

Пусть IА обозначает характеристическую функцию множества
А = {х | х < av + 1}, и пусть ф обозначает класс квадратичных
многочленов Р (t) = a + Ы + ct2, удовлетворяющих неравенству



P(tXIA(t) для всех t. Метод теоремы 2.1 гл. XII дает нам, что
L (у) = sup (а + cv). Эта верхняя грань легко вычисляется и дает

9

L (v) = (av + lJ/[(av + lJ + v]. Минимум функции L (у) при
v>0 достигается при v==a~I. Отсюда мы заключаем, что фA)=»
= L(arx) = 4a/Da + 1), что завершает доказательство в случае
п = 1.

Чтобы осуществить индукцию, положим, что функция ф(п)
имеет вид у(п) = sa/(sa + 1) при некотором s. Доказательство
будет завершено как только мы докажем, что ф(я-|-1) =
= аД (s)/(a/i (s) + 1). С этой целью запишем

<Р(л+1) =

- inf Рг (X, + ... + Xk < a (Vt + ... + Vk) + 1, 1< * < /i + 1) =
oo

== inf jPr(A:1 + ... + ^h<
—oo

где нижняя грань берется по всем мартингалам из п+ 1
случайных величин, описанным в формулировке теоремы, а /^ обозначает
функцию распределения случайной величины Xt. Теперь значение
<р(п + 1) сводится к

<р(л+ 1) = inf J Рт(Х%+ ... + Xft< a(V2(?)+ ... + Vk($) +
—oo

+av+l-?, 2<?k<n+l\Xt=$dFl®,

где v = V1 = jiW1(i),
—oo

Vk(l) =E(XZ\Xb-u ..., Xv X, = g), 2 < ft < я+ 1.
Применяя предположение индукции для произвольного р > О

к случайным величинам X2f... , A^-i и функции вероятности
Рг (• | Xt = ?), выводим, что

av-H

tf+o-Mj „HtlliS:.'"'¦а- <43>
—oo

где нижняя грань берется над классом функций распределения Fi9
oo oo

удовлетворяющих условиям Г ldFt © = 0 и Г ?2^ (g) =v при про-
—ОО —оо

извольном V.
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Применение теоремы 2.1 гл. XII показывает, что нижняя грань
в D.3) для фиксированного v есть as(av+ l)/[(s + l)av+ 1 +
+ as(av -f- lJ]. Минимум эюго выражения достигается при
v=(s— l)/a (s + 1). Оюода следует, что ф (п + l)=a/t (s)/[a/i (s)+1].
Доказательство закончено.

§ 5. Нелинейные задачи

Теория и примеры в гл. XII и XIII были частично посвящены
задаче определения экстремальных значений интеграла

jQWda@, E.1)
a

где меры а принадлежат множеству

V (с) = V (с0, си ..., сп) = о | Q = J Mida, i = 0, 1,... , д|, E.2)
а {wjg есть Г-система на [а, 6].

В гл. VIII мы изучали задачу определения экстремальных
значений

jQ(flq>@d|i(O. E.3)
a

где ф таково, что 0 <. ф (/) < 1 и удовлетворяет моментным усло-
ь

виям вида сг = f и$ (<) ф @ dji (f), * = 0, 1,..., /г. В обоих случаях
a

интегралы E.1) и E.3) линейны по переменным а и ф
соответственно.

Рассмотрим теперь задачу максимизации некоторых
интегральных выражений, которые являются нелинейными функционалами
от ф. Например, мы изучим задачу характеризации функции ф,
на которой достигается минимум функционала

о

при некоторых ограничениях на гладкость и моменты.
Обычный метод решения таких задач состоит в формировании

уравнений Эйлера и попытке их решить. Однако инструменты этой
дисциплины не могут быть непосредственно применены из-за
неравенств-ограничений, наложенных на функцию ф. Было бы
необходимо построить решение, составляя его отчасти из решения,
даваемого вариационным исчислением при игнорировании неравенств —
ограничений, а затем подгоняя его под ограничения. Эта процедура
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была формализована в принципе максимума Понтрягина (см. Пон-
трягин и др. [1969]).

Мы следуем более элементарному пути, использующему
результаты § 8 гл. VIII. Для удобства ссылок мы вновь сформулируем
главный результат, который используется в нашем дальнейшем
обсуждении.

Предположим, что {иг}^ есть Г-сиаема ji-интегрируемых
функций на открытом интервале (а, Ь) и что Q есть еще одна
интегрируемая функция на (а, Ь). Мера \х предполагается безатомной
(ср. гл. VIII, § 12) и такой, что мера (а, Ь) конечна. Определим

Фл+1 = {с = (с0> си ..., сп) \ct = J utq>ф, i = 0, 1,... /г}, E.4)
где 0 ^ф^1 и

У(с) ={фкг = \ «|фф, / = 0,1,..., Л, 0^ф^1}. E.5)
Теорема 5.1. Если c?Int(Drt+1, то максимум

max Гйфф E.6)
ФбУ(с) J

достигается на функции Фб^(с)> характеризуемой в терминах
некоторого подходящего многочлена u(t) соотношениями

-@ II. OW>S@. E.7)
10, Q(t)<u(t),

и если Q (t) = и (t), то ф (t) неопределено.
На эту теорему обычно ссылаются как на обобщенную лемму

Неймана—Пирсона.
Замечание 5.1. При замене max на min в E.6) теорема

остается верной, если обратить оба неравенства в E.7).
Замечание 5.2. Теорема также остается верной, если мы

предположим только, что функции щ (t)9 i = 0, 1,..., п,
интегрируемы на (а, Ь) и опустим условие, что функции {tfr}?=0 образуют
Т-систему.

Замечание 5.3. Если ограничения 0^ф^1 заменены
обобщенными условиями

где \ и Я2 — непрерывные на [а, Ь] функции, то E.7) заменяется на

ф@ = |М0. О@>"@,
1М0, Q(t)<u(f)9

и теорема остается верной.
Область применения метода, которым мы будем пользоваться,

включает обширное множество выпуклых и вогнутых функциона-
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лов с аргументом, удовлетворяющим подходящим моментным
условиям в добавление к условиям ограниченности.

Мы резюмируем идею этого метода следующим образом.
Задача состоит в отыскании функции ф0, которая максимизирует
(минимизирует) интегральное выражение, включающее вогнутую
(выпуклую) функцию ф, где ф подчинена линейным ограничениям.
Преобразуя интегральный функционал от ф, мы сводим данную
задачу к задаче, для которой применяется решение
Неймана—Пирсона с одной оговоркой: функция Q (t) в E.6) теперь обычно
включает в себя решение ф0 (/). Таким образом, решение определено
неявно и нет уверенности, что оно свободно от противоречия. Однако
с помощью тщательного анализа и искусственных приемов часто
можно достичь корректного решения, которое удовлетворяет
наложенным ограничениям. Это осуществляется введением
подходящих параметров, определяемых природой задачи, и дальнейшим их
отысканием таким образом, чтобы удовлетворялись ограничения.
Наконец, должна быть проверена корректность полученного
решения.

Использование леммы Неймана — Пирсона для решения
вариационных задач встречается у многих авторов; особенно у Беллмана,
Гликсберга и Гросса [1954], Данскина [1955], Коупманса [1956],
Эрроу и Карлина [1958] (гл. 4—7), Карлина, Пруитта и Мадоу [1963]
и др.

В §§ 6 и 7 мы представим детальную трактовку двух примеров,
что даст достаточно полную иллюстрацию метода.

§ 6. Пример I. Максимум и размах выборки

Пусть Хь Х2,. .., Хп — независимые наблюдения с
функций распределения F(x)m (—оо, + оо). Распределение величины
U = max (Хи Х2,..., Хп) есть G (и) = [F (и)]", и, таким об-

-foo

разом, f udG(u) есть среднее значение максимального наблюде-
—оо

ния в выборке. Наша задача — найти вид распределения, которое

максимизирует f udG(u) при моментных условиях
—оо

4-00

С xdF (*)=0, F.1)
—оо

+~

j*W(x) = l. F.2)
—оо

Другой вариант задачи такого типа: максимизировать среднее
значение размаха выборки из п независимых наблюдений, т. е.
максимизировать Е (U — У), где V = min (Xt Х2, ..., Хп) при
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условиях F.1) и F.2). Мы покажем, как можно решить целый класс
задач такого типа, используя обобщенную лемму Неймана —
Пирсона (теорема 5.1).

Общая задача может быть поставлена следующим образом:
найти функцию распределения F (х), которая максимизирует

j xd<D{F{x)) F.3)
—оо

при условиях F.1) и F.2), где Ф(и) строго выпуклая
возрастающая функция своего аргумента. Если бы мы искали минимум, то
потребовали бы от Ф (и) строгой вогнутости. Специальные случаи
этой общей задачи изучались Рустажи [1957] в случае, когда Ф(и)
выпуклое, и Хартли и Дэвидом [1954] в случае, когда эта
функция вогнута (см. также Моригьюти [1951]). В первой задаче
(D(F(x)) соответствует [F{x)]n, а во второй—[F(x)]n+ {1 —F(x))n .

Мы будем предполагать для простоты, что Ф' (х) существует и
конечна всюду на [0,1].

Наш метод будет состоять в преобразовании первоначальной
задачи в задачу, которая может быть решена с помощью
обобщенной леммы Неймана—Пирсона. С этой целью мы сначала
ограничимся распределениями F, определенными на интервале — / < х < /,
где / > max {Ф' @), Ф' A)}, т. е. F (— /) = 0 и F (/) = 1, причем
функция F предполагается непрерывной в —/ив /.

Во-первых, мы преобразуем соотношения F.1) и F.2) к более
удобному виду. Интегрирование.F.1) и F.2) по частям дает

оо

f F(x)dx = l, F.4)
— оо

JxF(x)dx = -^^-. F.5)
—оо

Такое же интегрирование по частям дает
/ it

[xdd>{F (х)) = хФ (F (х)) I — f Ф (F (х)) dx. F.6)
-Г/ J/ -J/

/

Таким образом, максимизация {xd<b(F(x)) при ограничениях F.1)

и F.2) эквивалентна минимизации f Ф (F (х)) dx при ограничениях
-J/

F.4) и F.5).
Предположим далее, что F0—'распределение, на котором

достигается минимум, и F — любое другое распределение, удовлетворя-
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ющее ограничениям F.4) и F.5). Пусть /\ = XF0 + A — X) F,0 <
< X < 1. Тогда F%y очевидно, также удовлетворяют этим
ограничениям. Далее определим Н (к) как

Н(К)= to(lF0(x) + (l-X)F(x))dx.
-/

Ясно, что Н (К) выпукло, так как Ф выпукло. Кроме того, по
определению F0, Н (к) достигает своего минимума при \ = 1. Таким
образом, Н' A) < 0.

Обратное также верно. Так как, если #' A) < 0 для всех /\
удовлетворяющих F.4) и F.5), то Н(Х), являясь выпуклой
функцией, должна достигать своего минимума при А, = 1.
Следовательно, F0 — распределение, на котором достигается минимум.

Мы показали, что нахождение F0, минимизирующего f Ф (F (*)),

эквивалентно нахождению F09 для которого #'A)<0 среди всех

допустимых F. Из Н' A) < 0 следует, что С Ф' (F0 (х)) (F0 — F)dx^.
Л

<0.
Ищем, таким образом, распределение F0, которое удовлетворяет
/ /

f Ф' (F0) F0 dx=min f Ф' (F0) F dx, F.7)
-J/ F i

где минимум оценивается по отношению к классу всех функций
распределения, удовлетворяющих F.4) и F.5).

Наша задача теперь подобна задаче, рассмотренной в теореме
5.1, за исключением того, что ограничения на F более жесткие, и
требуется, чтобы F возрастала в добавление к условиям F.4) и
F.5). Так или иначе, мы расширяем класс допустимых функций,
рассматривая вместо функций распределения F функции ф, для
которых 0 < ф < 1. В терминах ф мы ищем функцию ф0, 0 < ф0 < 1,
которая удовлетворяет соотношению

[ Ф' (Фо) Vodx = min С ф' (Фо) Ф dx F.8)

при ограничениях

f q>(x)dx = /, F.9)

j'^pW<te.?^i. F.10)
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Таким образом, наша задача свелась к задаче типа тех, которые
могут быть решены с использованием обобщенной леммы Неймана—
Пирсона. Используя характеризацию теоремы 5.1, получим, что
существуют константы и и pi, для которых

Фо(*)=Ч

1, если Ф' (ф0 (х)) < n + \хх9

О, если Ф' (ф0 (х)) > т] + \ix9

соответствующая функция между

О и 1, если Ф' (ф0 (х)) = т] + \хх.

F.11)

Это решение определено неявным образом, так как ф0 тстречается
в правой части.

Наша очередная задача состоит в определении т|, \х и
конструировании подходящей функции при Ф' (ф0 (*)) = г) + \лх так, чтобы
убедиться в выполнении ограничений F.9) и F.10) и в том, что
в F.11) не содержится противоречия.

Сначала мы изучим природу множества тех х, для которых Ф^Фо) —
= г) + fijc. Переход к обратной функции дает

Ф0 (*) = Ф'-1 (Л + И- F.12)

Далее Ф' — строго возрастающая функция (так как Ф, по
предположению, строго выпукла); следовательно, Ф'~! есть однозначная
строго возрастающая функция. Если р, > 0, то Ф ~1 (т)+ \ix)
—строго возрастающая функция х. Мы предположим далее, что fi > 0.

Теперь убедимся, что 0 < ф0 < 1. Определим ai9 а2
соотношениями Ф'~] (а4) = 0 и Ф'~! (а2) = 1. Наконец, положим

[ 0, если т) + \ьх < ai9

Фо (х) = | Ф'"  (т) + \ix)t если а{ < т) + \ix < ^ F.13)
A, если г] + \лх >Ог

Отметим, что F.13) согласуется с F.11), так как:
(a) при т]+рл:<а1 и F.11) и F.13) задают значение ф0 (х) = 0;
(b) при а1<т) + И'л:<а1 и F.11) и F.13) задают ф0,

удовлетворяющее соотношению ф0 (х) = Ф'~! (т) + Ц*);
(c) при r\ + \ix>a2 и F.11) и F.13) задают значение ф0(л:) = 1.
Теперь мы используем ограничения F.9) и F.10) для того,

чтобы получить информацию относительно т] и \i. Уравнение F.9)
для функции F.13) имеет вид

[ ®'~l(n + V<x)dx+ f ldx = /.
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Производя замену переменных у = т) + \х (х) в первом интеграле и
упрощая, получим

r\^a2-\d>^x{y)dy. F.14)
а%

Подобным образом F.10) эквивалентно условию

^-„ф'-(й* = 4-(^)'-4- <6-,5>
Подставляя у\ из F.14) в F.15), получим

I* =* ( 202 - j О'  (у) dy\ J Ф'-1 (у) dy - 2 J i/ Ф'-1 (у) Ж/. F.16)\ at J at ax

Ниже покажем, что F.16) всегда будет удовлетворяться (т. е.
правая часть всегда будет положительной). Удобно записать
правую часть F.16) в виде

^ = 2 J (а2 - у) Ф'-1 (у) dy - {J Ф'-1 (у) dy\, F.17)
где Ф'"  (у) — строго возрастающая функция и ф'"  (а{) = 0,
Ф'~1(а2)= 1.

Найдем минимум правой части F.16) при постоянном значении

f Ф' ! (у) dy, скажем, а, т. е. минимизируем 2 f (а2 — у) Ф' (у) dy

при ограничении f ф'"  (у) dy = а с дальнейшей оговоркой, что

Ф'-1 (у) есть строго возрастающая функция от у. Если не
принимать во внимание требование, что Ф'"  строго возрастает, то наша
задача есть в точности задача, решаемая леммой Неймана—-Пирсона.
Решение таково:

II, если с + @2 — у)< 0 (или эквивалентно,
если */>?, где к—некоторая константа), /518)
0, если с +'(#2 — У) > 0 (или эквивалентно, ^ ' '

если */<&).

Соответствующее минимальное значение ц,2 есть
at

2$(a2-y)dy-(a2-k)* = 0.
k

Отметим, что этот минимум не зависит от а, так что для всех
ф'~1(#) будет ц2>0. Следовательно, мы можем определить \х с
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помощью F.17) таким, что ц>0. Значение г\ находится из F.14).
Решение найдено полностью. Наконец, заметим, что решение F.13)
не зависит от / при условии, что / выбрано достаточно большим.
Итак, мы получаем следующий результат.

Теорема 6. 1. Максимум \ хйФ(F(х)) достигается для рас-
—оо

пределения F0, представленного в F.13), где ц и \i задаются
соотношениями F.14) и F.16) соответственно и at = Ф' @), а^ = Ф' A).

Следствие 6.1а. Если Хи Хъ ..., Хп (п > 2) — независимые
наблюдения с функцией распределения F, aU = max{Xit..., Хп},
то

EU= <^xdFn(X)^^=L- F.19)
и F.19) превращается в равенство при

0, 1+Ич)*^1*

К'+^рл о<1+мй«,
1, п^1 + |л0дс:,

?*(*)

где |i0 = (/i—1)/1/ л—1.
Замечание 6.1. Неравенство F.19) может быть получено

более прямым способом на основе неравенства Шварца.
Следствие 6.lb. Если V = min{Х{,...,Хп}у то максимум

среднего значения E(U — V) достигается при

где
Fi (х) = Ф' l (i|i + щ*). — п < % + № ^ л,

Ф'{х) = п{хп-1-{\-хГ~% ru = 0,

Будем теперь минимизировать интеграл

f xd<b(F(x)). F.20)
-/

Из F.6) следует, что это эквивалентно максимизации интеграла
/

l<D(F(x))dx. F.21)
Эта максимизация снова осуществляется при ограничениях F.4)
и F.5).
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Так как функция Ф предполагается выпуклой, максимум должен
достигаться в крайней точке. Следовательно, максимизирующее
распределение F должно состоять самое большее из трех скачков.

Пусть F имеет скачки Ку ц и l—X — \i в точках ху у и z
(х<У<г)> тогда интеграл в F.21) сводится к

Ф @) (х +1) + Ф (X) {у — х) + Ф(К + \i) (г — у) + Ф A) (/ - г).

F.22)
Ограничения F.1) и F.2) или F.4) и F.5) принимают вид

х\ + уа + z A — X — \i) = 0,

х*Х+у*ц + гЦ\—Х— ц) = 1.

Мы теперь покажем, что выражение в F.22) выпукло по
переменной у на интервале (х, z). Решая F.23) относительно А, и ц,
получим

л __ 1 + уг __ •— 1 — хг
(г-х)(у-х)> ^~ B-0(у-*Г

Обозначая выражение в F.22) через g(y) с помощью
непосредственного дифференцирования, получим формулу

Л =ФЧЬ)(-§-J (?-*)+Ф'М-0- (У-*)+2Ф'(*.)-!¦ +
+ф"(ь+,)р^)%-.)+

+ ф^ + |1)в^+?1(г_!|)_2Ф'(Х+»1)^й-.
Теперь простое вычисление дает

а2*, = 2A+*г) а^ + ц) — 2A+**)
&/2 (г-х)(</-*K' ^2 (f_*)(*_y)t •

После подстановки и упрощения находим

g" (у) = фя <*) (-g-J(j/ - *) + Ф" <* + и) A^JiI)^ - у).
Это выражение, очевидно, неотрицательно, так как Ф"
неотрицательно по предположению, а # находится внутри интервала [х, z].
Итак, функция ? (у) выпукла, как и утверждалось. Максимум F.22)
или, что эквивалентно, минимум F.20) достигается, следовательно,
на двухточечном распределении.
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Для двухточечного распределения F с массами р и 1 — р в
точках х и у соответственно интеграл в F.20) может быть представлен
в следующем виде:

/

J tdO (F (/)) = уф A) - хФ @) - (у- х)Ф (р).
-/

Ограничения сводятся к соотношениям

хр + уA-р) = 0, х*р + у*(\-р) = \,

так что у = J/ ^ или р = Т+~р их— — |/ —•
Используя симметрию между х и у, мы можем считать, что 1 ^ у ^ /
или, что эквивалентно, 1/2 ^р^/2/ A + ^2).

Суммируя сказанное, мы получаем следующий результат.
Теорема 6.2. Пусть Ф — выпуклая на [0,1] функция. Для

любого распределения на [— /, /], удовлетворяющего условиям

J tdF(f)=*0, J<W@ = 1,
-/ -/

имеем

UdQ>(F(t))>
—l

>П1В{/Т4_Ф(,)+У±=?ФЯ_7^ИЯ.}.
где a = /2/(l + /2).

Для специального случая, когда Ф (и) = ип + A — ы)п, имеем

Г tйФ(F@) > min 1-^-0-рУ>,

Отсюда следует, что для выборки размера п из распределения
на [—/, /1 ожидаемый размах выборки ограничен снизу выражением

E(U-V)> in/ {~f~(X~P)n , F-24)

где a = /2/(l + /2).
Мы покажем теперь, что нижняя грань в F.24) достигается,

только когда р = 1/2 или р = а.
Для этого достаточно проверить, что функция
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не имеет локального минимума при 1/2<р<1. Исследование
производной

A — р)^A + 2(/г—1)р) —рпA + 2(п— 1)A — р)) —A—2р)
2(рA—Р)K/2

показывает, что g' (Р)ф0 при р6 A/2, 1/2 + 6), где б
положительно и мало и g' (р) < 0 для р, близких к единице. Следовательно,
достаточно показать, что g' (р) или, что эквивалентно, числитель
этой производной /(р) обращается в нуль самое большее один раз
при 1/2 <р< 1. Так как 1(р) =0 при р = 1/2 и 1, то функция
1(р) будет, очевидно, обращаться в нуль самое большее один раз
в A/2, 1) при условии, что Г (р) имеет не более одного нуля в
A/2, 1). Непосредственно проверяется, что

I" (р) = 2я («2 _ 1) [р"- _ A - р)"-1] _

- п (п - 1) Bл - 1) [pn~2 - A - р)п-%

Для завершения анализа мы теперь покажем, что функция

строго возрастает на A/2, 1) (при п = 2 нетрудно отдельно
проверить, что /" (р) строго возрастает). Функция (рп~2 — A — р)п~2)Л'(р)
может быть записана в виде

р2-< _ A _ р)*-4 _ (/г _ 2) Bр - 1) р»-3 A _ р)«-3 =

- с,-1) 20/A _р)у«-б-2<+A _pf-*-2<_(p(i -р))-8^]}.

Член p2n-5-2t -j- (l —рJл-5-2/ является выпуклой функцией на @, 1)
и симметричен относительно 1/2 и, следовательно, имеет минимум
при р = 1/2, а член (рA —р))п~3~"/ имеет максимум при р = 1/2.

Но в точке р = 1/2 обе эти функции совпадают. Поэтому
функция h! (р) положи!ельна на A/2, 1), и, следовательно, h(p) строго
возрастает. Отсюда следует, что Г (р) обращается в нуль не более
одного раза, что и требовалось доказать.

Суммируя полученные результаты, имеем следующую теорему.
Теорема 6.3. Если Хи Х2,..., Хп — выборка размера п из

распределения F на [— /, /], то

121

E(U — V)> mm
(•-(тП-
l-pS-O-Po)"
V>o(l-Pe)

где U = max {Xit..., Хп}, V = min {Xit..., Xn) и pQ = Я/A + /*).
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Заметим, что минимум зависит от / в противоположность
максимуму в следствии lb, который не зависит от / при условии, что
/ выбирается достаточно большим.

§ 7. Пример II

Некоторые специальные аспекты этого примера трактовались
Рустажи [1957] и Бирнбаумом и Клосе [19551.

(А) Мы хотим минимизировать

7(F)« $(F(x)—te)*dx G.1)
о

над классом §Гр распределений F на [0, 1], удовлетворяющих
1 1

f xdF = р или f F(x)dx = 1— р, G.2)

гдеО<р<1иА->0 заданы
Если F0 — минимизирующее распределение и / (а) — функционал,

определяемый соотношением

I(a) = J(aF0 + (l—a)F)t O^a^l, Fe?p,

то, повторяя анализ, ведущий к F.7), мы получим, что функция
распределения F0, минимизирующая G.1), минимизирует также
интеграл

$(F0(x)-Xx)F(x)dx. G.3)
о

Отсюда по теореме 5.1 следует, что F0 должно иметь вид

( О, если F0 (х) — Але > &,
F0 (х) = 1, если F0 (х) — Xx<k, G.4)

[%х-{- k, если F0 (х) — кх = k.

Уравнение G.4) означает, что F0 состоит из линейного отрезка
Хх + k и двух крышеобразных кусков, присоединенных к концам
отрезка he + k.

Теперь, если с% и с2 определены посредством равенств

Хс{ + k = 0, Хс2 + k = 1 G.5)

и bt = max{0, q}, b2 = min{l, c2}9 то из G.2) следует

T&l-b*) + кФ2-Ьд + 1 -b% = 1 -p. G.6)
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Требуется исследовать три возможности:
A) bt = 0, b2 = c2;
B) bt=cit b2 = l;
C) b{ = ci9 b2 = c2, или bt = 0, b2 = 1.
Для случая A) мы заключаем из G.5), что с2 = X"  A — k)f и

G.6) дает

\(* + kc2+\-ct = \-p.
Отсюда следует, что

т(-4^J + *(i=i-) +1-(-4^) -1 -р. «« * -1 ± К2Гр.
Условие, что с2 = АГ1 A —Л) = Т К2рА неотрицательно, влечет

с2 = ]/2рД, * = 1 — УЩ>. G.7)

Кроме того, так как k >0 и с2 jg 1, мы имеем, что 2А,р^ 1 и
2р ^ % или

Теперь, если (а) К > 1 и р < 1/2А, или (Ь) А,^1 и р^АУ2, то мы
можем легко проверить, что функция

Кх+ l—УЩу 0^л:^|/2рД,

1, * > К 2рМ

удовлетворяет G.2) и G.4) и, следовательно, является решением.
Случаи B) и C) трактуются подобным образом.

(В) В этой части мы снова хотим минимизировать функционал

$(F(x)-Xx)*dx, Х>0, G.8)
о

при ограничениях

Jf(*)d* = l-p, 0<р<1, G.9)
о

с дополнительным ограничением

F(x)>x. G.10)

В случае A) части А, представленном на первой диаграмме,
ясно, что решение остается тем же самым, так как уже F0 (х) > х.

В случае B) условия А, > 1 и 1—1/2А,-?р или %^\ и 1— Х/2-^р
оба влекут, что р> 1/2, если только Хф1, когда р > 1/2. Если
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ТАБЛИЦА 7

Условие

А,> 1 и р <~2Г

или

X А,< 1 и р < —

А,> 1 и 1 ~ Х"<Р

или

1

Х,<1 и 1 — ^ <Р

^<1

и

X X

ь>1

и

График Fo

j

а

1

0

i

с

/1-

^

¦ i

1 ?fe /

" /\\ с, 7 \

•

?1 /

/:.
^ <*'

Значения параметров

k = 1 — /2Хр

С2~ V т

к=У2Х(\—р)—Х

^-yiSi^L

X

1

1

С2=Р+~2ХГ

р > 1/2, то не существует ни одного распределения F,
удовлетворяющего G.9) и G.10) а если р = 1/2 и & = 1, то F(a:) =х есть
единственное распределение, удовлетворяющее G.9) и G.10), и оно,
таким образом, является тривиальным решением.

В случае C), который соответствует последним двум
диаграммам, можно предполагать, что решение Судет получено заменой
всякой части FQy для которой FQ (х) < х, на F0 (х) = х с
соответствующим изменением параметров.

Поэтому, если Я>1 и 1/2А,^р ^ 1/2, мы рассмотрим решение
в виде

х, 0^x^ciy

F(x) = hx+ky Ci^x^c2, G.11)
1, ct^x^l.
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Если предположить, что функция F (х) непрерывна, то с{ =
= k(l —А,)"  ис2 = АГ1 A —k). Ограничение G.9) выражается
соотношением

\-p=^F(x)dx = ^+ %(<%-<% +k(c%-cd+\-c%.
о

Подстановка значений ct и с2 и упрощение приводят к уравнению
&2 _|_ 2 (Я, — 1) ? + (X— 1)BА,р — 1) = 0, решения которого суть
k = 1— X±Vl(k— 1)A— 2р). Из условия с2 ^ 1 мы
заключаем, что знак минус не является допустимым, и, следовательно,

?= 1—Х + УХ(к—\)A—2р),

Ci = l-yWEM9 G.12)
с2«1-|/"Л-Ч^-1)A-2р).

Легко проверить, что 0 ^ с4 ^ с2 ^ 1 и что распределение F,
определенное посредством G.11) с этими значениями kif ct и с2>
имеет вид

( ху F0 (х) — Хх > k,

F0(x) = 1, F0{x)-Xx<k,
I Xx+ky F0 (x) — Xx = k.

Поэтому на основе замечания 5.3 мы заключаем, что F0
является решением.

Если Я<1 и Я/2 ^р^ 1/2, то рассмотрим решение в виде

'Хх + k, 0^х^си'<*) = {[х, \х<?\.
G.13)

В этом случае находим

* = }Л1-2р)A-*), с{ = уГ\^Ру G.14)
и можно проверить, что распределение F0, определенное из G.13)
с k и си заданными в G.14), есть решение.

Суммируя изложенное, мы имеем: если Я>1 и BХ)~1-^р^1/2,
то решение F0 имеет вид G.11) и G.12); если Я< 1 и 2~1Х^р^
^1/2, то решение выражается G.13) и G.14). Во всех остальных
случаях решение либо не существует, либо совпадает с тем, что
дано в части А.

35 С Карлин, В. Стадден
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